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Résumé : Soit k un corps de nombres totalement réel. Soient Sy un ensemble fini de
nombres premiers, S ’ensemble des places de k au-dessus de SoU{oo}, et F'/k une extension
abélienne finie non ramifiée en dehors de S. Alors pour tout p € Sy, les valuations p-adiques
des dénominateurs des fonctions zéta partielles (s r(oF,1 — n), op € Gal (F/k),n > 1,
sont données explicitement. Il en résulte, en tout nombre premier, des critéres analytiques
pour la conjecture de Leopoldt dans k qui précisent ceux donnés par J.-P. Serre.

0) Introduction et résultat principal :
Soit k un corps de nombres totalement réel. Soit S¢ un ensemble fini de nombres premiers ;
’ensemble § des places de k£ au-dessus de Sy U{oo} contient donc les [k : Q] places & l'infini
de k ; soient alors ks ’extension abélienne S-ramifiée maximale de k et Gg = Gal (kg/k).
Soit F une extension finie de k dans kg et soit Gp = Gal (F/k). La fonction zéta partielle
(s,F est définie, pour chaque o € GF, par prolongement analytique de

CS,F(O'F,S) = Z NQL-", S € C, Ré (S) > 1,
A

ou la somme est prise sur les idéaux entiers A de k étrangers & S et tels que le symbole
d’Artin (Eé’f) soit égal & op. D’apres les résultats de H. Klingen et C.L. Siegel (cf. [Si]),
on a (s r(or,1 —n) € Q pour tout n > 1. Le résultat suivant sur les dénominateurs des
fonctions zéta partielles, aprés avoir été conjecturé par J.-P. Serre, a été démontré par P.
Deligne et K. Ribet [D-R], via les formes modulaires, ainsi que par D. Barsky [B] et P.
Cassou-Nogués [CN], via la théorie de Shintani :

(0.0) Théoréme : Soit w,(F),n > 1, le plus grand entier m tel que (Gal (F(p,)/F))* = 0,
ol pt, désigne le groupe des racines m-iémes de 'unité. Alors w,(F){s r(or,1—n) € Z
pour tout n > 1.

Ce résultat donne la meilleure divisibilité générale pour les dénominateurs des fonctions
zéta partielles, mais pour p € Sy, la théorie des fonctions L p-adiques permet d’interpréter
les éléments de Stickelberger d’ordre n > 1,

(0.1) St&r= Y (srlop,1—n)og!,
o €GF

comme les restrictions & F de Z,-distributions sur Gs issues de la pseudo-mesure de
Deligne-Ribet DRg associée & S (cf. (1.3.1)), et pour laquelle on connait le terme po-
laire, grace aux résultats de J.-P. Serre [S] et P. Colmez [C]. Il est alors possible de calculer



exactement les p-parties des dénominateurs en fonction des invariants standard de k que
nous précisons par les quelques notations suivantes :

(0.2) Notations :

(i) Pour tout nombre premier p, on désigne par S, ’ensemble des idéaux premiers
de k au-dessus de p ; de méme on désigne par S l’ensemble des [k : Q] places &
P'infini de k. Pour p premier on désigne par Q. la Z,-extension cyclotomique de k
et on pose [knQoo : Q] = p™*¥), n,(k) > 0.0n pose enfin ¢ = p (resp. 4) si p # 2
(resp. p = 2).

(i1) Lorsque £ est un idéal premier de k, N £ désigne sa norme absolue, et lorsque £
est une place & l'infini (réelle) de k, on pose NL = —1.

(iii) On désigne par D(k) et h(k) le discriminant et le nombre de classes de k, et pour
tout nombre premier p, on désigne par Rp(k) le régulateur p-adique de k. On pose

h(k)Rp(k)
psp(k) = 0 H ( )
olk:q) (k) By (k) h(k)R (k) I~ I @e-u,
D(k)
PES, £€5-5pu Soo
ol ~ désigne la relation d’équivalence modulo Z; dans Qj.

D’aprés P. Colmez [C], on sait que pgp(k) est le résidu en s = 1 de la fonction zéta
p-adique (s,(k,s) = (p(k,s) H (1 - NZL7?), ot (p(k,s) est la fonction
£ES-S5,u 500
zéta p-adique de k, et que la p-partie de
asp(k) = gp™ P ps (k)
est, lorsque Ry(k) # 0, le nombre d’éléments du sous-groupe de torsion du p-sous-
groupe de Sylow de G (cf. [S, (2.8), (2.9)]).

(iv) On désigne enfin par w le caractére de Teichmuller pour p sur Gg.

Le résultat principal est alors le suivant :

(0.3) Théoréme : Soit F' une extension abélienne finie S-ramifiée de k, et soit n un entier
> 1. Alors pour tout p € Sy, les valuations p-adiques Vp(S, F,1 — n) des dénominateurs
des rationnels (s p(oF,1 — n), or € Gal (F/k), sont indépendantes de op et sont les
suivantes :

(i) w™ est caractére de F' : on a

Vy(S, F,1 - ) = Max (0,0, (E%(’%)ﬁ))

ii) w™ n’est pas caractére de F' : on a V,(S, F,1 — n) = 0 sauf dans le cas particulier
P p
ou p=2,n=1mod 2 et Frk(uz~) est imaginaire, cas pour lequel on a :

totesl)

Va(S, F,1 — n) = Max (0,1)2(



(0.4) Remarques :

(i)

(if)

(iif)

Nous avons, dans ’énoncé du théoréme, supposé implicitement que la conjecture
de Leopoldt est vérifiée pour p € Sy dans k (i.e. psp(k) # 0), car on sait d’aprés
[S] que, dans le cas contraire, les (s r(oF, 1 —n) sont toutes p-entiéres. Se reporter
aussi aux énoncés (2.12.1°) et (2.12.2°) qui précisent le résultat précédent.

Si 'on se donne un nombre premier p arbitraire, on peut, en considérant Sy =
{p} et en choisissant F C kg convenable, obtenir des critéres d’exactitude de la
conjecture de Leopoldt pour p dans k, en termes de fonctions zéta partielles en
s € =N (cf. théorémes (3.1), (3.2)).

Ces résultats redonnent et précisent certains de ceux obtenus indépendamment
par M. Kolster [K] au moyen de ’étude de la K-théorie étale ; voir également
les résultats de T. Nguyen Quang Do [N] sur les noyaux sauvages étales d’ordres
supérieurs.

1) Z,-distributions de Stickelberger :
Soit donc p € Sy ; rappelons ’essentiel des définitions liées aux questions de mesures p-
adiques sur Gs = Gal (ks/k), et qui font intervenir, de maniére essentielle, le fait que S

contient S :

(1.1) Définitions :

(i)

(i)

(ii)

Soit Ag (resp. As, A%)la Z,-algébre topologique des Z,-mesures sur G g, égale par
définition & im Z,[GF], k C F C ks, [F: k] < 0o, ot Gr = Gal (F/k) (resp. son

anneau total ﬁes fractions, puis la sous-algébre des éléments ¥ € As,v,6 € Ag, 6
non nul et non diviseur de 0, pour lesquels les composantes §  sont aussi non nulles
et non diviseurs de 0 dans Z,[GF], pour tout F). Les éléments de A g sont appelés
les Z,-distributions sur G's ; parmi elles on distingue les Z,-pseudo-mesures A qui
sont telles que (1 — o)A € Ag pour tout 0 € G5 (cf. [S]).

Pour toute Z,-mesure v € Ag, on désigne donc par vr sa composante sur Z,[GF];
l’application As — Z,[GF], qui & v associe vF, se prolonge en une application de
A's dans Q,[GF), et nous P’appellerons pour simplifier la restriction & F' (dans la
mesure ot elle est aussi issue de la restriction des automorphismes Gs — G p, par
prolongement par Z,-linéarité, puis par densité de Z,[Gs] dans Ags, et enfin par
extension aux éléments de A).

Soit koo = k Qo la Z,-extension cyclotomique de k ; puisque 'on peut supposer
la. conjecture de Leopoldt satisfaite pour p dans k, le p-Sylow Ag(p) de As =
Gal (ks/koo) est fini ; fixons une décomposition de G'g sous la forme Gs = As @
I, T ~1Z,; pour p # 2 il est clair que I fixe k(p,) et pour p = 2, on peut
toujours choisir T' de telle sorte qu’il fixe k(v/—1) (car koo nk(v/—1) = k), ce que
nous supposons.

On désigne alors par a 44 la Z,-mesure de Haar sur As normalisée par la condition
que l'intégrale du caractére unité y, vérifie (xo, 2 4,) = §As(p).

Soit enfin v un générateur topologique de I" et soit T =1 — .



(iv) On pose My = k(pq), M = kooMy = k(pp); on définit les caractéres continus
suivants de Gg :

N :Gs — Gal (M/k) — Gal (Q(up=)/Q) — Z,
qui est le caractére de I’action de Gg sur py et dont le noyau fixe le corps M,
(): GS-I—Vblp —14+¢Z,, w: GSI—V>Z; — tor (Z,),

dont les noyaux fixent respectivement ko, et Mp. On a w( ) = N.

(1.2) Pseudo-mesure de Deligne-Ribet : On sait (cf. [D-R], [S]) qu’il existe une
Z,-pseudo-mesure DRg associée de la fagon suivante & la construction des fonctions L

p-adiques :

Soit x un caractére d’ordre fini de G5 ; alors la fonction

(121) LS,P(X,S) = (X( >1_8> DRS)a S € ZPa

est telle que

(1.2.2) Lsy(x,1—n)=Ls(xw™™,1—n), pour tout n > 1,

ol, en posant x(2A) = X((k—sgﬁ)) pour tout idéal entier 2 de k étranger & S,Lg est la

fonction de variable complexe définie par :

Ls(x,s) = 3 x(2)N2~
A

=L(xs) J[ (1-x(e)Ne™).
LES—-Se

(1.2.3) Remarque : La notation Lg rappelle que x est vu comme caractére de Dirichlet
modulo S et donc que la fonction Lg considérée peut ne pas étre primitive.

On a alors [S, (1.15))] :
(1.2.4) DRs = csaa, 771+ ps,cs € Ly, s € As.
De plus, le résultat de [C] montre, de fagon essentielle, que cg est une unité p-adique

(résultat qui avait été conjecturé par J. Coates).

(1.3) Transformée de Mellin d’ordre n > 1 :
L’application continue de G5 dans Z,[Gs] qui & 0 € G5 associe
m(™(¢) = (No)"o ™!
se prolonge par Z,-linéarité puis par densité en une involution de A s qui se prolonge donc
a Ag (mais on notera que ce n’est pas une involution sur A%).

On a alors le résultat suivant :

(1.3.1) Lemme : Pour tout F C kg, [F : k] < oo, et pour tout n > 1, on a Stg"; =

(m(")(DRs))F.



On a, pour tout caractére 1 de Gs qui se factorise modulo Gal (ks/F) (i.e. pour tout
caractére de F) :

(W, St5hy = 3 Csplop,1=n)p ™ (ap) (cf. (0.1))

or €GF
=Ls(y~",1-n);
oron a (cf. (1.2.2)) :
Ls($™,1~n) = Lsp(p~ 0", 1 ~n),
ce qui s’écrit, par (1.2.1) :
(¥, St5'p) = ($7'w™()", DRs) = ($ 'N", DRs) ;
’identité suivante :
(pIN"™, 0) = (,m(™(c)) pour tout o € G,

montre que 'on a :

(%, St5k) = (4, m™(DRs))
pour tout caractére ¢ de F' ; il en résulte, dans Q,[G ], I’égalité

5t5% = (m™(DRs))r-

Ceci prouve que (Stg";,) F est une Z,-distribution sur G qui appartient & A’ (on peut le

vérifier directement & partir des propriétés des St(snl),,)

Nous notons Stgn) cette distribution, notation qui est cohérente car la restriction de Stg') a
F est bien S’tfgn;‘ au sens de (0.1). La mesure 6" = m(™(T) en est un dénominateur dont

les restrictions 63,1‘) sont non nulles et non diviseurs de 0 dans Z,[GF] (cf. (2.7) ci-apres).

(1.3.2) Corollaire : Les dénominateurs des (s p(cF,1 —n) sont les mémes que ceux de la

restriction & F du terme polaire m™(csas,T71) de St(S"), écrit sur la base canonique de

Q,[GF] (cf. (1.2.4)).

2) Calcul du terme polaire :
Posons

Wg") =m™ (aAsT_l) ;

on est amené & calculer ngnl),.

A partir des définitions (1.1), (iii) et (iv), précisons quelques notations :
(2.1) Notations :
(i) On pose [knQu : Q) = p™¥) ; I'image de Gs par le caractére { ) est alors
1+ gp™ M7,



(i) Soit Mén) le sous-corps de My = k(u,) fixe par le noyau de w™ et soit M(™ =
(n)
koo M.
(iii) On pose BY” = Gal (ks/M™) et H™ = Gal (M™ /k,).
(iv) On pose enfin F(™ = M) L F, Gg'f) = Gal (F/F™),

On a m{™(T) =1— (Nv)"y~! = 1 — (y)"y~! puisque T fixe My (cf. (1.1), (iii)) et donc
que w™(y) = 1, et par conséquent, en posant

(2:2) 6 =1— (7)Y,
il vient
(2.3) (m™(T)p =68 =1— (7)™

Etudions maintenant m(™ (a4, ) en écrivant
!
QAg ™~ Qg E R',
S
heH(™)

ot h' désigne un prolongement arbitraire de k € H(™ dans As.
On a donc, puisque la restriction a Bg") du caractére N™ est le caractére unité,

(2.4) mM(aag) ~ oo B

ou

B = 3" w7

heH(n)
Ceci conduit a (cf. (2.3), (2.4)) :
n 1 n
(2.5) T~ =ty ¥ B
op s
(2.6) Définition : On pose
p" -1
65 = > (™F
1=0

ot p", r > 0, est 'ordre de vr dans Gp.
Ceci étant, on a :
85768 = (1= (n)"v")6
=1— (0™
~ ngp(FFT,

(2.7) Remarque : Ceci montre que 55—;') (et 0%")) sont non nuls et non diviseurs de 0 dans

Z,[GF] et confirme I'appartenance de Stg') a A (cf. (1.1), (i)) ainsi que existence de
(m("(DRs))r.



(n )

On étudie maintenant 7  sous la forme issue de (2.5), compte-tenu de (2.6) :

(n) 1 (n) g(n)
(2.8) WS,F ~ W aBén),FﬂF aF f

(2.9) Lemme : On a W(S;, cF g [3(") (n), ou

n 1
(F) nprﬁH(n)uGg?) psp(k) (cf. (0.2), (iid)).

En effet, apn) 5 est une mesure sur Gg,?) invariante par translation ; elle est donc de la
s

forme ca ), ¢ € Qp, et c se calcule en écrivant que
F

(XoaaBg")> = C(XO’QG%"» j

d’ou
_ 4B _ _ 14s(p)
16 (p)  HHMHCE (n)
Or on a

BB 1T 1 e
D(k) !';[S(l )

~ qp™*®pg (k) (cf. (0.2), (iii)) ;

\ . n
d’ou Pexpression de cg;) ~ :zq—p;l’%m.

fAs(p) ~ gqp

2.10) Notations : Pour simplifier les notations nous posons
p
(n) = ag;.)
(mesure de Haar sur G(n) Gal (F/F™)).

(2.11) Lemme : On a a(n) (n) # 0 si et seulement si koo F(® = M),

On a en effet a(n)ﬂ(n) (Fn) Z w™(h)R'7! qui est non nul si et seulement si, par
heH()
restriction & F(™, on a
(2.11.1) AU = 3 wh(B)hpl, £0,
heH(™")

ce qui a lieu si et seulement si ’application canonique
H® — Gal (F®™ [kourF™)

est injective ; d’ou la condition.



(2.11.2) Remarque : Pour p # 2, la condition équivaut & M™ c F (i.e. w™ est un
caractére de F) ; pour p=2, on a kooF™ = M(™ exactement dans deux cas : le cas ot

w™ est un caractére de F et le cas particulier ou Mén) = k(v/=1) (i.e. n impair) et ot F(™
est un corps imaginaire ne contenant pas y/—1 (ainsi F(™) est un sous-corps de k(e )
correspondant & un caractére de la forme yw, x caractére de ko, distinct de xo).

Le cas ol koo F(™) est distinct de M(™ conduit donc & Wg% =0, soit (s,r(oF,1—n) € Z,
pour tout o € Gr. On écarte ce cas d’intégralité et on suppose désormais que koo F'("™ =
M®™), On a toujours (cf. (2.9)) :

) ~ P A

les coefficients de ng'}w dans Q,[GF] sont constants sur les classes de GF modulo Gg—,'.') et
sont donnés par ceux de la restriction
(2.12) 5 B i
dans Qp[Grm].
On remarque que M (™ est le composé direct sur k de koo et de Mé") ; la remarque (2.11.2)
nous permet alors d’envisager 2 cas :
(2.12.1) Cas o1 w™ est caractére de F(™ : On a alors
Gal (F™/k) = T™ x T,
ou
™ = Gal (F™/F™ ko) ~ H®, T = Gal (F™/M™).

Dans ce cas, le groupe T est indépendant de n car §T’ = [koonF : k] que I'on note p™, ro > 0.
On a alors (cf. (2.4), (2.6)) :

n n - —=(n)
ﬂfv(?n = Y w'(h)hpi, € LHE ],
heH(n)
pr—1

Brto = D (" Y itoy € LT
i=0
si ﬂgzl) est bien écrit sur la base canonique F(n), il n’en est rien pour Gg?n), et il faut
introduire Gal (F/F(™Fy), ot F, est le sous-corps de F fixe par yr ; on vérifie que
F™ Fy = Mén) ; on a, en écrivant
1=Ap" +4,A€[0,p" [, j €[0,p7],
(n) _ ApTO+j) o =J
Opiny = D ("X 422
AJ
pr—v‘o_l pro_l

= D™ Y M

A=0 3=0



ou
r—ro _
P 1 -1

()" = (e 1) ()P = 1) T,
A=0

On obtient alors par (2.12) que les p-parties des dénominateurs cherchées sont toutes égales
a celle du dénominateur de c(;)p’_’"", donc (cf. (2.9)) de :
1
npTofH G

or pT§H (")ﬂG(Fn) = [F : k], ce qui conduit au coefficient
1
—_— k).
n[F : k] psp(k)
D’ou Pexpression (i) du théoréme (0.3).
En effectuant les calculs précédents modulo Z,(p € Sy), on obtient le résultat plus précis

suivant :

(2.12.1°) Proposition : Soit ¢ € Gg et soit n > 1 tel que w™ soit un caractére de F ;
alors, pour la restriction o de 0 & F, on a :

(sp(op,1—n)= [F: F(n)]p—vp([F:F(n)]) log (1 + an,(k)-{-ro)
S,F\OF, - [F : k] 1- (1 + qpnp(k)+ro)"

(cf. (0.2), (iii) et (0.3), (i)), ot p™ = [Frkeo : k.

N™(0) ps,y(k) mod Z,

(2.12.2) Cas particulier du cas p = 2 : C’est le cas (cf. (2.11.2)) ot F(™ est imaginaire
cyclique de degré noté 27+ sur k, distinct de k(v/—1), et n =1 modulo 2 ;on a:

ﬂ}'tl) =1~ hpw,

ot1 h est le générateur de H(™,

2" -1
(n) _ ni. —1
Opm) = Z<’Y> VEiny-
i=0

Posons pour simplifier yg(») = 7 (d’ordre 2°%1) ; on a

hpmy =712 "
et
27 -1
ro nt_—i
ﬂ}’llﬂ%’i% = (1 —’ )E (n™r
=0
2" —1 27 -1

= Z <’Y>niT—i - Z (7)"i7_i_2r°.

=0 1=0
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Posons :
1=A27°% 45 Ae (0,277, j e (0,27 ;
comme n est impair, on peut faire les calculs avec n = 1. Il vient :
B§3<)1>9§.~1<)1> = 2(7),\2'0““7,—,‘ - Z(’Y)MrwlﬂT_j_ﬂ ;
Ag AJ
dans le second terme, chaque somme sur j s’écrit :

270 —] 2o+l 3

I ) It 2 S A WO Ceh it P
j=0

j=2r0
grotl_g 270 -1

- _ Z <7>,\2'0+1+k-2'0,’_—-k__ Z <7>/\2'°+1+k+2'°7_—k.

k=2r0 k=0
Les coefficients de 777 sont les suivants, ot ¢ = 1 (resp. € = —1) si j € [0,2™[ (resp.
j e, 2

Do R Sy e
A A
2r—ro -1 -1

=mi(1-m) X @

A=0

= (y)’ (1 - (7)52"’) ((7)2"’“2"""1 - 1) ((7)2”“ - 1)_1

~ 2n2(k)+r-l.

Ici les 2-parties des dénominateurs sont égales a celle du dénominateur de cg?) x 2m2(k)+rt1
qui est aussi celui de
2n2(k)+1

———5 psp(k) ;
pHMGE

onafH™ =2, ﬂGE,?) = [F : Fnk(p)] ; ce qui donne le rationnel p-adique :
gna (k) L
[F: Fak(pae)] pop(k);

et conduit au cas (ii) du théoréme (0.3).

De méme que pour le cas général, on obtient ici :

(2.12.2’) Proposition : On suppose que F() = Fk(uze) est une extension cyclique
imaginaire de k distincte de k(1/~1) ; alors pour 0 € Gg et pour n =1 mod 2, on a

[F: FO)2-u(F:FUD Jog (14 4.2m2(k)+r0)

(sr(op,1—n)= F A T (L3 2o @) N™(0) psa(k) mod Z,,
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ol 2™ = [frkeo : k]

(2.13) Eléments de Stickelberger usuels : Pour k = Q et n = 1, considérons les
éléments de Stickelberger usuels Stp = Z ¢ F(ap,())a;1 ; icl Stp est primitif, autre-

or€GF
ment dit on prend pour Sy exactement ’ensemble des diviseurs premiers du conducteur f

de F/Q. On sait alors que
1 a\ _
str= Y (5- 7)%%
a€[1,f]’

ou [1, f]' = {a € [1,f], (a,f) = 1} et ot o, est Pautomorphisme défini sur Q(us) par
0,(€) = £€* pour tout £ € puy.

Comme 2fStr € Z|GF], on va pouvoir donner, quel que soit p premier, la p-partie des
dénominateurs des coefficients de Stp, car le seul cas qui puisse poser probleme est le cas
p = 2 lorsque 2 ¢ Sy, mais dans ce cas, la partie polaire en 2 est

z O, Q(/‘f) Flar,
aG[l ¥

ou af est la mesure de Haar sur G p, et le calcul du dénominateur est immédiat.
On obtient donc le résultat suivant :
(2.13.1) Corollaire : Soit F' une extension abélienne de @ de conducteur f, et pour tout p

premier, soit V,(F,0) la valuation p-adique des dénominateurs des fonctions zéta partielles
primitives (r(oF,0), or € Gal (F/Q) ; les nombres V,(F,0) sont les suivants :

(i) pf2f : on a V,(F,0)=0;
(i) p| f et w est caractére de F' (qui est donc imaginaire) : on a

Vy(F,0) = Max (0,0,(p[F : Q) = Y vp(¢ = 1)) ;
ts

(iii) p | f et w n’est pas caractére de F': on a V,(F,0) = 0 sauf dans le cas olt p = 2
et F' contient un sous-corps imaginaire de Q(p2 ), auquel cas on a

Va(F,0) = Max (o, va([F : FaQuo]) = 3 va(€— 1)) ,
a5
(iv) p=2,pff:ona
Vo(F,0) = Max (o, wa(2(F: Q) = va(f - 1)).
as

(2.13.2) Remarque : Si F est réel, F' # Q, on sait que Stp = 0 et ce qui précéde
(notamment le point (iv) du corollaire) conduit bien & V5(F,0) = 0. Si F = @, on sait que
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1 1 1 1
(q(0) = —%<Stq = Z 5~ %)z 371" —5), et le point (iv) du corollaire conduit

bien & V2(Q,0) = 1.

Conjecture de Leopoldt et fonctions zéta partielles : Les résultats précédents
nous permettent de donner des critéres analytiques précis d’exactitude de la conjecture
de Leopoldt pour p dans k, critéres qui complétent certaines des remarques faites par J.-P.

Serre [S, (3.17), ¢, d].
Ici on prend Sy = {p}, p premier arbitraire, auquel cas S = S,yS ; on pose alors :

_ h(k)Ry(k) 1
pP(k) = PS,p( ) 2\/5(_’;5 !;L(l —~NL™)

olk:@) PUF) Bp(k) h(k)Rp(k) I~

D(k) vEs,

(3.1) Théoreéme : Soit k un corps de nombres totalement réel, et soit p premier :
(i) On a Ry(k) # 0 si et seulement s’il existe e > 0 tel que la fonction zéta partielle
de k :
(pe(s) = Z NATe
ANA=1(gpe)

ait une valeur non p-entiére en s = 0.

(i1) Si Ry(k) # 0, alors on a :

1
vp((p,e(0)) = vp(gp,,(k))-i—np(k) —e<0,
pour tout e > ey = v, (p" (M1 p,(k)) ; on a en particulier :

Ry(k) ~ 4.27Q TT Npy/D(k) h(k)~'p*"*®¢, (0),

PES,

pour tout e > eg.
Démonstration : Prenons pour F' le corps k(que), e > ny(k), qui est contenu dans
le corps ks pour S = S, U Soo, et considérons la fonction zéta partielle (s r(id, s), notée

plus simplement (, .(s) ; la fonction (, o(s) est donc définie par Z N2, ou la somme
A

porte sur les idéaux entiers 2 de k tels que (Eéfk- id, ce qui équivaut, par restriction a

L=Q(pgpe),a (Tv%) id ; or le groupe d’Artin de L/Q est précisément :

{(a),a > 0,a = 1 mod ¢p°}.

Rp(k) = 0, on sait qu’en particulier (, .(0) est p-entiere. Si Rp(k) # 0, (pe(s) est
susceptible du cas (i) de (0.3), et la valuation du dénominateur de ¢, .(0) (n = 1) est

Max (0,0, (S5
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or [F: k] = ¢(gp®)p~® ~ gpe~1="(¥) et on obtient :

e=nyp (k)
Max (0, Vp (-2—ppp—(]5—)) .

e—np(k)

Il suffit alors d'imposer la relation % ~p (i.e. eg = v, (p»B+11p5.(k))) pour définir
une valeur ey de e & partir de laquelle (, .(0) est non p-entiére ; on a ensuite :

1 E—TN
§Pp(k) ~p P(k)gp,e(o)’

pour tout e > eg.

D’ot le fait que la valuation de ¢, .(0) soit linéaire strictement décroissante par rapport a
e, et strictement négative a partir de eo.

Ceci précise complétement ce que 'on peut attendre au plan numérique.
Dans une direction en un sens opposée, on peut considérer la situation suivante :

Soit (p(k,s) la fonction zéta p-adique de k (égale & (sx(id,s) avec S = S, U Soo, selon les
notations du § 0), et soit m, l'ordre du caractére w sur Gg (m, est un diviseur pair de
p— 1 pour p # 2, et my = 2) ; on peut alors énoncer :

(3.2) Théoréme : Soit k un corps de nombres totalement réel, et soit p premier :

(i) On a Ry(k) # O si et seulement s’il existe e > 0 tel que ((k,1 — Ampp®) ne soit
pas p-entiére (condition indépendante du choix de A > 0).

(i1) Si Rp(k) # 0, alors on a :

. 1
vp(Gp(k, 1 = Amyp®)) = v, (5 0p(k)) —e < 0,
pour tout e > €9 = v, (p%pp(k)) ; on a en particulier :

Ry(k) ~4.27Q TT Np /D(k)h(k) ™ p*(p(k, 1 — Amyp®),
pES,
pour tout e > e et tout A > 0 étranger a p.
Démonstration : Prenons donc F = k, supposons R,(k) # 0 et appliquons le théoréme

(0.3) avec n = Amypp®, A > 0 étranger a p ; alors w™ est bien caractére de F et la valuation
du dénominateur de (p(k,1 —n) est

Max (0, v,,(ﬁk—))} Max (0, € + v,(2) — v,(pp(k)))-

Ensuite, la valeur minimum ey de e pour laquelle (,(k,1 — Ampp®) est non p-entiére vérifie
la relation :

€o — “p(%l’.v(k)): L
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d’ou eg.

On a alors comme attendu :
1 €
§Pp(k) ~ pCCP(ka 1~ Amyp )

pour tout e > eg, ce qui conduit au point (ii) du théoréme.

(3.3) Remarques :
(i) En vertu de (1.2.2), on a, pour tout n =0 mod m, :

Gk, 1=n) =((k,1=n) [] (1= Np™")~ ((k,1-n);

PES,

on peut donc, dans (3.2), remplacer {,(k) par ((k), ce qui signifie que, en pra-
tique, les calculs de valeurs aux entiers négatifs de ((k,s) peuvent suffire & la
détermination de vp(h(k)R,(k)). En outre, seuls les entiers n de la forme Am,p®
peuvent donner des valeurs non p-entiéres pour ((k,1 — n).

(ii)) On peut, sans difficulté, énoncer des formes mixtes de (3.1) et (3.2) en faisant
intervenir & la fois un corps de rayon F' convenable et les valeurs, en des entiers
négatifs convenables, des fonctions zéta partielles correspondantes.

(iii) L’énoncé (3.2) est & rapprocher de la proposition 4.2 de [K].
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