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Introduction

Une étape importante de Phistoire des formes bilinéaires symétriques entiéres commence lorsque, vers
1859, Hermite démontre qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes d’équivalence pour un déterminant et
une dimension n donnés. Quand un objet mathématique posséde un nombre fini d’éléments, il est naturel
de se demander quel est ce nombre.

Nous allons nous intéresser aux formes non dégénérées sur Z et définies positives. Hermite lui-méme
démontra que si 1 < n < 7, il n’y avait qu’une classe d’équivalence.

Mordell montre, en 1938, que si n = 8, il y a exactement deux classes.

En 1957, Kneser énumeére toutes les formes jusqu’a 16 variables.

Il apparait que si » = 0 mod 8, il est possible de trouver de telles formes 3 telles que B(zx, ) soit pair
pour tout z. Ces formes sont appelée “formes de type 11” ou “paires”, sinon, on dit qu’elles sont de “type
I”, ou “impaires”.

Niemeier en 1968 donna la liste de toute les formes paires & 24 variables : il y en a exactement 24.
Conway et Sloane, en 1982, ont donné toutes les formes jusqu’d n = 24, puis avec Borcherds jusqu’a
n = 25. Une liste de ces résultats est donnée dans ce travail au chapitre 5.

Mais alors, que vient faire la formule de Siegel dans tout cela ?

Imaginez que vous possédez une certaine quantité de classes de formes bilinéaires symétriques, définies
positives, dans un type donné, et pour une dimension n donnée . Eh bien, la formule de Siegel permet de
dire si oui ou non votre liste est compleéte.

Plus précisément, soit M = M; un Z-module bilinéaire symétrique, défini positif et de dimension n.
Soient My, ..., M) des représentants des classes d’équivalence dans le méme type que M. Pour chacun de
ces modules, on pose O(M;) le groupe orthogonal de M;. Ce groupe est fini dans notre cas. La formule

de Siegel nous donne alors pour tout n et pour tout type la somme

o
Pt
Cette formule est donnée dans les cas qui nous intéressent dans [4, ch.16, thm. 1 et 2].

Or, les auteurs de cet ouvrages nous avertissent qu’un bon nombres d’articles concernant cette formule
comportent des erreurs (notament [9] et [12]).
Le but de ce travail est donc de reprendre la théorie de Siegel, exposée par Kneser dans [7]. Cela est fait
dans le chapitre 2, alors que le premier chapitre est consacré au rappel de certain résultats classiques
concernant les formes bilinéaires.

La théorie étant élaborée, il reste les calculs & faire pour obtenir la formule explicitement pour chacun
des types. Pour cela, nous devons calculer les cardinaux des groupes orthogonaux sur les corps finis, et
sur Z/8Z. Ces calculs sont donnés dans les chapitres 3 et 4.

Enfin, le chapitre 5 est consacré au calcul proprement dit de cette formule.

Je tiens A exprimer toute ma gratitude au professeur Jacques Boéchat qui, avec une patiente attention,
m’a aidé & écrire ce diplome, et sans qui ce travail n’aurait pas vu le jour.

Je remercie aussi le professeur Henri Joris qui a aimablement été d’accord d’étre ’expert de ce travail.
Enfin, je remercie Monique d’avoir bien voulu lire ce travail afin d’éliminer les principales fautes de

rédaction.
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CHAPITRE 1

Définitions et propriétés classiques des formes bilinéaires et
quadratiques.

Ce premier chapitre sera essenticllement consacré au rappel de certains résultats classiques relatifs aux

formes bilinéaires et quadratiques ainsi qu’aux objets dont nous aurons besoin pour ce travail.
A. Formes bilinéaires et formes quadratiques.

Définitions 1.1

Soient A un anneau unitaire commutatif, et M un A-module. Une forme bilinéaire est une application

B: MxM-—A telleque Bz +y,2)=08{z2z2)+ By, =2)
Bz, y + z) = B(z,y) + Blz, 2)
Bz, y) = AB(z,y) = Bz, Ay) VYz,y,z€ M, et A€ A
On dit que f est une forme bilindaire syméirique si B(x,y) = By, z) Vz,y € M.
La plupart du temps, 3 sera supposée non dégénérée, c’est-a-dire qu’elle sera symétrique, et que ’homo-
morphisme
fa : M — Homu(M, A) .= M"*

sera un isomorphisme.

(M, B) est alors appelé module bilinéaire.

Deux modules bilinéaires (M, 3) et (M’, 8) sont dits équivalents s’il existe un isomorphisme

u: M — M’ tel que §'(u(z),u(y)) = B(x,y) Vz,y € M, et on note (M, 3) 2 (M’,8'); nous écrirons

souvent par abus que 8~ [, ou alors M ~ M’, §'il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 1.2

Si (M, ) est un A-module quadratique libre de rang n, et {(ey,...,en) est une base de M, on note Mg la
matrice & coefficient dans A définie par Mg, = f(e;, ¢;) Vi,5 € I,..
3 est non dégénérée si et seulement si det(Mg) est une unité de A. Nous noterons U(A), 'ensemble des
unités de A.
De plus, il v a équivalence entre le fait que (M, 8) =~ (M’, ') et I'existence d'une matrice S inversible
dans Myr(A) telle que SMS* = Mpg.

Démonstration :

Le premier point découle du fait que M* peut étre muni de la base (e’fﬁ, coel)

n
ol ef’(ej) = bi; Vi,j € T, et que fale,) = Zfije;’t. La matrice (fi;)ijen, de fg n’est autre que Mg.
j=1

Puisque fg est un isomorphisme, on conclut.

Le second point découle aussi directement de la définition: S est la transposée de la matrice de w. o

Remarque :

Dorénavant, si cela n’est pas explicitement mentionné, M sera supposé libre de rang n et g symétrique.

3



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.
Définition 1.3

Soit (M, B) un module bilinéaire. Le déterminant de 3 noté det 3 est le déterminant de M. La proposition

précédente montre que det 8 est défini modulo A*.

nin-1)

Le discriminant de B noté discr = (—1)7 7 det 8.

Définitions 1.4
Soit N un sous- A-module de M muni de la forme bilinéaire 3.
On note N+ pour {x € M | 8(z,y) =0 ¥y € N}.
I est clair que (M, 8) est non dégénéré si et seulement si M~ = {0}, car M+ est le noyau de fz.
Soient N et N’ deux sous-A-modules de M tels que NN N’ = {0}. N@® N’ senote NHN'si N'C N*.

Proposition 1.5
Soient (M, 5) un A-module bilinéaire non dégénéré et N un sous-module de M, tel que ﬁ|N soit non
dégénérée. Alors M = NB N-.

Démonstration :
Il suffit de voir que M = N @ N~

Soit z € M, posons f = fg(x)|,, . On a J € N*; or par hypothese, fﬁl est un isomorphisme. Il existe
N

|N
donc y € N tel que fﬁl (y) = f. On a ainsi :
~

Blz,z) = fole)(z) = [(2) = fo (4)(2) =Bly,2) VzeN.

Donc B(z —y,2) =0 ¥z € N ce qui nous donne z —y € N*t.
Finalement, on a x =y + (x — y) € NB N . Le fait que NN N+ = {0} est trivial. e

Corollaire 1.6

Si A est un corps de caractéristique différente de 2, alors 8 ~ G ou1 ' est une forme diagonale, c’est-a-dire
que la matrice Mg est diagonale et on la note <ai, ..., as>, les a; étant les coefficients diagonaux de Mg.

Démonstration :

S'il existe x et y tels que B(x,y) # 0, alors B(x, x), By, y) ou B(z + y, x +y) est non nul. Supposons que
ce soit x; ﬂ|<z> est. donc non dégénérée, par la proposition précédente. On a que 8 ~ <z> B <z>*, et

on termine par récurrence.
Définitions 1.7
Soient 4 un anneau commutatif et M un A-module. Une forme quadratique est une application :
g: M — A telleque q(Az)=Aq(z) VieAetze VS
et telle que application g, avec
Bolz,y) = q(z +y) —qlz) —qly) Yz,yeM

soit bilinéaire symétrique.

On dit que g est non dégénérée si 4, est non dégénérée, de méme det g = det 3, et discr q = discr 3.

On dit alors que (M, q) est un module quadralique.

Si M = NB N pour §,, alors g(N B N') = q(N) + q(N’). On peut donc aussi écrire M = N B N’ pour
q.



Chapitre 1 : Définitions et propriétés classiques.

Remarque :

Soit (M, 8) un module bilinéaire. Il est trés simple de transformer M en module quadratique, il suffit de
prendre q : M — A définie par z — B(z,x). Il faut noter que dans ce cas det g = 2™ det 8 oli n est la
dimension de M, car 8, = 24.

Réciproquement, si (M, q) est un module quadratique, 3, cst entierement déterminé par ¢, donc (M, 8,)
est clairement un module bilinéaire.

Mais attention, il serait faux de croire qu’il y a une correspondance bi-univoque entre les deux notions :
si cela est vrai sur les corps de caractéristiques diflérentes de 2, cela n’est pas vrai sur Z ni sur Fy, ni sur
les anneaux p-adiques et encore moins sur /8. Par exemple sur Z, la forme quadratique :cf +x129 +x§
ne peut jamais s’écrire B(z, z) out f est une forme bilinéaire ; d’autre part, sur Fp, toute forme bilinéaire
B, associée a une forme quadratique ¢ est “alternée” (i.e. B4(z,z) = 0 Vz) donc n’est pas représentative
de toutes les formes bilinéaires sur [Fy.

De plus on ne peut pas aflirmer que 'une est plus “pratique” que Vautre : s'il est vrai qu’on peut facilement
utiliser P'interprétation matricielle pour les formes bilinéaires, le théoréme de Witt (voir chapitres 3 et 4)

n’est pas toujours vrai pour clles, alors qu’il I’est pour toute forme quadratique non dégénérée.

B. Anneaux et corps p-adiques

Dans ce paragraphe, nous ferons une présentation succincte des anneaux Z, et des corps {J,,. Il me semble
qu’il n’y a pas de maniére plus courte et élégante de définir ces ensembles que celle de J.P. Serre dans

(10, pp. 23-26], c’est pourquoi je ne donnerai que les résultats sans rien démontrer.

Définition 1.8

Soient n € 1!, n > 2, p premier ¢t &, ’homomorphisme naturel de 7/p"Z dans 7%/p™ 17 qui est

évidemment surjectif.
On définit alors
oC
Zp = im(T/p" o) = {(2)5 € [[ 2772 | onlzn) = 2ay Y0 2 2}
n== 1

L’addition, la multiplication et la topologie sur Z, sont héritées de celles induites par I’anneau topolo-

oC

gique produit H Z/p™ 7. Les anneaux /p™7 étant munis de la topologie discréte, nous avons donc que
n=1

o

H Z/p™Z est compact (Tychonov), done Z, aussi puisqu'’il est fermé.

n=1

Théoréme 1.9

(1)
(1)

(I11)

Zp possede les propriétés suivantes :
Zp/p"ip =Z/p"Z
Zp est un anneau local d’idéal maximal pT.,, donc les seuls idéaux de Z, sont les p™Z;, n € I il suit que
tout z € Z, s’écrit de manitre unique sous la forme p™ - u avec u inversible.
L’application
Uy 1 Ly — 11U {oo}

r——ntelque c=p" u

00— o
est appelée valuation p-adique. 1lle induit une distance : d(z,y) = p *»(*~¥) qui définit la topologie de
Zp. On a en outre que = est dense dans =, qui est complet.

ZpNQ=2p ={F €Qlp fb} e



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

Définition 1.10

< i) sa fra et i ) ; Aed a bi 3 i — —1
Notons @, le corps des fractions de 2. Vu ce qui précede, on a bien siir que Qp = Zy[p~'], donc tout
z € {Jp s’écrit aussi de maniére unique sous la forme p™ - u, ol w est un inversible de Z, mais maintenant,
n € Z; n s’appellera aussi valuation p-adigue que I'on notera aussi v,(x) ; elle induira de la méme maniére

la topologie sur (J,, et on obtient facilement le théoréme suivant.

Théoréme 1.11

(I) Le corps Q) , muni de la distance d(z, y) = p~?»(*~¥) est localement compact et complet ; le corps @ est

<P s

dense dans Q.

(II) La distance d est “ultramétrique”, c’est-a-dire qu’elle vérifie I'inégalité suivante :
d(z,y) < max(d(z, z),d(z,y)).

Nous obtenons grace a cela le fait agréable que toute séric de 1, ou de Zp est convergente si et seulement

si son terme général tend vers 0.
Remarque :

Nous aurions pu définir ¢, de maniére tout a fait analytique, comme le complété de () pour la distance

d, en voyant 2, comme la boule unité et pZ, comme la boule unité privée de la sphére unité.
) P P

C. Réseaux et bases de réseaux

Nous allons donner dans ce paragraphe un critére pour pouvoir compléter des vecteurs linéairement

indépendants en une base de réseau.

Définitions 1.12

espace vectoriel de dimension n et (ey,...,e,) une K-base de V. Alors ’ensemble des Aje; + - - 4+ A e,
ol les A\; parcourent A est appelé A-réseau et (c1, ..., e,) est appelé base du réseau.

Soit A un réseau. Un vecteur de A est dit primalif, s’il est possible de trouver n—1 autres vecteurs formant
avec lui une base de A.

Si A C I" sont deux A-réscaux, on dit que A est un sous-A-résean de I

Remarque :

Il existe une définition plus générale si I'anneau n’est pas principal, mais nous n’en n’aurons pas besoin.

Définition 1.13

Soient I' C A deux A-réscaux munis des bases (by,...,b,) ¢t (e1,...,e,) Tespectivement. Pour tout

T
i,J € [y, il existe ry; € K tel que b, = Z iy,
.

d(l’/A) dof del(r:;) est appelé le discrominant de 17 sur A.

SiV=K",A=A"; alors d(I'/A™) s’écrit d(1).



Chapitre 1 : Définitions et propriétés classiques.

Remarque :
Le discriminant est unique & un facteur de U(A) pres.
Démonstration :
Soient (e1,...,en) , (€},...,el,) deux bases d’un A-résecau A, et soient (b1,...,b,) , (b7,...,b}) deux

bases d’un sous-A-réseau I" de A.
mn n n n
— . / —_— ! ;l . M . ! alp . ——— .. / / —_—
On a que b; = E rijey , by = E i€y avec oy rl € A et by = E aib e = E Bije; avec
J=1 j=1

=1 ot
(i )igen, =Cet (Byy)ijen, =13 € Gl (A).

On trouve facilement que
!
C(rij)ijen, B = (Tij)ijena

et on conclut en considérant le fait que toute matrice de Gl,(A) a pour déterminant un élément de U(A).

Lemme 1.14
Soit I un sous- A-réseau de A. Alors
dI/AMA C T
Démonstration :

Il suflit de montrer ce [ait pour les éléments d’une base {¢1, ..., e,) de A. Soit (by,...,b,) une base de I'.
n

Par définition de T, il existe (vi;)ijes, € Mn(A) telle que d(I'/A) = det(vy;) et Z'yijej =b;.
i=1

n
En résolvant ce systeme, on trouve une matrice (v;;)i jen, € Mn(A) telle que d(I'/A)e; = Zv{jbj erl.
j=1

Lemme 1.15
Soit I un sous- A-réseau de A et (¢1, ..., ¢, ) une base de A, Alors il existe (ai, ..., a,) une base de I" telle

que
a] = 8116y

ap = $12€1 + $22€2

Op = 8p1€1 + -+ + Sun€n
avec
8ij € A et sy # 0,14,7 € My.

Démonstration :

7 J
Posons ') = {ael |a= Z%Ci} et Pj={v |3 v,...,v5-1 avec Zyiei & l“(j)}. P; est un idéal

i=1 il
non nul de A. En effet, d(I'/A)e; € LW, et sipr € Aet vi»v; € Py alors py; + V’y} € P; clairement.

Puisque A est principal, il exi'ste s;; # 0 tel que P; = s;;A, et par définition de P, on pourra trouver
J

$1j,--., 8515 tels que a; 1= Z 8i5¢; € re pour tout 7 € I1,.
i=1

Montrons que les a; engendrent I :

n
Soit a = Z pie; € = '™ avee pin € Py = snn AL Dong,
i1

n- 1
a— Updy =) pie € R
21
T
et, par itération du procédé on trouve que a = Z VpQp. ®
i=1



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

Lemme 1.16

Soient ci,...,c, des vecteurs lindairement indépendants d’un A-réscau A. Alors il existe une base
3 y =P

(b1,...,b,) de A telle que :
c1 = .S'11b]

Co 81251 + SQQbQ

Cp = Smib1 4 + 8ppby
avec
si € Ael sy #0, 1,7 € Iy,
Démonstration :
On peut choisir ¢,11,...,¢, € A tels que c1,. .., ¢, soient linéairement indépendants. Posons I' le sous-
réseau de A engendré par ci,...,¢,. Par le lemme 1.14, on a dA C I" ot d = d(T"/A). Gréce au lemme

précédent, nous pouvons trouver (by,...,by) une base de A telle que :

(ib] = f,) 1401

dby = Lioe) + bogey

db, = tn1C) + -+ tpnCa

avec

liy € Act ity #0, 1,7 € I,
En résolvant le systéme par rapport aux ¢;, nous obtenons un systéme du type cherché. A priori, les sy
se trouvent dans K seulement. Cependant, les b; forment une base de A (et de V), puis ¢; € A; donc
on trouve que s;; € A grace a Punicité de Péeriture de tout élément relativernent & une base. De plus,

84 = d/t” ;é 0. e

Théoréme 1.17

Soient 5 < m € M, A un anneau principal et intégre, K son corps des fractions et ci,...,¢c; € A"
linéairement indépendants. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) Il existe cj41,...,¢n tels que ¢y, ..., ¢, soit une base de A™.

ii) Les sous-déterminants de rang j de la matrice n x j (12 - ¢;) n'ont pas de diviseurs communs.
iii) Sia=wvier+ - +ve € A% avec vy, .. v € K alors vy, ... vy € A,

Démonstration :

)= ii):
Soit (c1,...,¢n) = P € M,(A). On a det(’) € U(A). Par le développement de Laplace & partir des j
premiéres colonnes, on a : det{P) = > Ry - Ry € U(A) ot les Ry sont les déterminants des matrices
7 X j en parcourant les j premieres colonnes de P et ol les Ry sont les déterminants des matrices
(n—3) x (n —j) “complémentaires”. ISt par le théoreme de Bezout, on conclut.

ii)= iii):
Soit @ = vier + - +w;¢; € A”. I existe wy, ..., w, € A tels que a = wiey + -+ wpe, OU (1,5 €n)

est la base canonique de A™, donc

J
wy = Z vECik V1 € I, @i
k=1

8



Chapitre 1 : Définitions ¢t propriétés classiques.

n
avec ¢; = chiek, ol ¢ € A pour toul 7 € Ny, k € I'l;.

k=1
En prenant au hasard j équations de type ©; et en résolvant par rapport a vy, on obtient que v Ry € A

pour tout k € N; et pour toute sous-matrice Mde rang 7 de la matrice (¢; -+ ¢;). Or, par hypotheése, et
par le théoreme de Bezout, il existe A1, ..., A, € A tels que Z ARy =1 done v = Z M{Rpue) € A
) M M
pour tout k € [;.
ii)= 1) :

Grice au lemme précédent, on peut trouver (by, ..., b,) une base de A™ telle que :

Cy) = S]]b]

cy = s12b1 + 529b9

¢; = Sn1by -+ 855
avec s;; € A et s; # 0. IIn résolvant, on trouve que :

by = 87,1

!
hy = 57501 + 8552

— o » N
bj - Snl(’l + + Sjj(’P

avec s;; € K pour tout 4,5 . Or by,...,b; € A", donc par hypothese si; € A ¥4, ;. Finalement,

Corollaire 1.18

(£1,...,%n) € A est primitif < z1,..., 1, ne possedent pas de diviseurs communs.
D » Réseaux bilindaires et quadratiques

Définitions 1.19

Soient A un anneau principal, K son corps des fractions et (V, 8) un K-espace vectoriel bilinéaire.
Soit A un A-réseau; on dit que A est un réseau bilindaire si f(z,y) € A Vz,y € A.

Les réseaux quadratiques se définissent de la méme maniere.

Remarque :
Si M est un A-module bilinéaire libre de rang n, M peut étre vu comme A-réseau bilinéaire sur V =

M®a K.

Définition 1.20

Soient A et K comme dans la définition 1.19, et soit (V, ) un K-espace vectoriel quadratique. Pour tout

Silx,y) e A Yye A}

A-réseau A de V, on définit A¥ = {z e V

Si A est un réseau quadratique, il est clair que A C A%,

9



Chapitre 1 : Définitions ct propriéiés classiques.

Proposition 1.21

Si A est un réseau d’un K espace vectoricl quadratique non dégénéré (V, q) de dimension n, alors A% est

aussi un réseau, et si A est un réseau quadratique et g est non dégénérée sur A, alors A = A# .
Démonstration :

On sait par hypothése que

fa, 1V — Homyg (V, K)
I '/'] ('Z) )
est un isomorphisme. Soit B = (e, ..., e, ) une A-base de A. On sait que Homg (V, K) est engendré par
les e ot e¥(e;) = 6i;, Vi,j € I, I} existe donc des ¢ linéairement indépendants tels que fa,(c) =

i
e, Vi. Nous allons voir que A# = " | Ag;.
Le fait que A* DY " | Ac; découle directement de la définition des ;.
Soit maintenant z € A¥. On a Gy(z,e1) = Ay € A. Or Ay = By(Mcy, ey), done Bz — Aier,eq) = 0.
On a aussi Fy(z — Aic1,e2) = By(Agcp,e2) € A car ¢; € A# Vi. Done B,(z — Ayey — Aoco,e2) = 0, de
méme Sy(x — A1 — Aaep, e1) = 0 par définition des ¢;. On recommence alors ce procédé, et on obtient
que Bo(z — > Mg, e5) =0 Vj donc z = ) Ay
Supposons maintenant que A soit un réseau quadratique, done que A C A#. B étant une base de V, on

a que ¢; = ZZ:I Aijey Vi€ 1, avee Ay € K. Par le choix des ¢, on a:
T
Oue = Holeg cr) = E AiyBoles, ex),
7.1

ce qui nous donne : L 3 =1, ot [; = Ay Vi, j, done L = B~'. Puisque ¢ est non dégénérée sur A, on

a que det B est inversible dans A, donc L est a coeflicient dans A. Dot A = A% e

Définitions 1.22

Soient A un anneau cornmutatif et (M, 3) un A-module bilinéaire.

On définit Og(M) = {u : M — M | u est un isomorphisme et S(u(z),u(y)) = 8(z,y) Vz,y € M}
La composition des applications munit naturellement cet ensemble d’une structure de groupe, et on
I’appellera groupe orthogonal de M.

Si (M, q) est un A-module quadratique, on définit de méme

Oy(M)={u : M — M | u est un isomorphisme et q(u(x)) = q(z) Yz € M}.

Remarque importante :

Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, (V, 3) un espace vectoriel bilinéaire et M, M’
deux réseaux bilinéaires.

Supposons que (M, B \4> ~ (M5 w> en tant que A-modules bilinéaires, 1l existe done un isomorphisme
v (z,y) = .fj]vw/(ll,(.'[,‘), u(y)) Yr,y € M. Puisque M et M’ contiennent des bases

de V., u se prolonge en u € Oz(V).

u: M — M tel que 3

Inversément, si u € Oz(V) et M est un A-réscau bilinéaire, M’ = w(M) est aussi un A-réseau bilinéaire
. N . A e
el on a bien sur que (M, J w> ~ (M, & w') en tant que A-modules bilinéaires.
i i
Soient maintenant uy, uy € Osz(V) et M comme avant; supposons que u1(M) = uy(M), c’est-a-dire

ul luy € OHI (M). On obtient donc la proposition suivante :
M

Proposition 1.23
Soient comme avant A, K, {(V, 3) et M un réseau bilincaire. Alors 05| (M) C Og(V) canoniquement, et
M
il y a bijection entre 'ensemble des sous- A-réseaux bilinéaires de (V, 8) qui sont isomorphes a M en tant
(M). o

M

que A-modules bilinéaires et les classes de Og(V) 4 gauche de Oy
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Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.
E. Quelques rappels

Nous citerons dans ce paragraphe des résultats classiques sur les formes bilinéaires et quadratiques

entiéres, entre autres le théoréme de finitude et le théoreme de Hasse-Minkowski.

Définition 1.24
Soit (M, 8) un Z-module bilinéaire libre de rang n. (M, 8) est dit de type (I1) st B(z,z) est pair pour
tout x € M ; si (M, B) n’est pas de type (/]) il est de type (/).
On note %, la catégorie des T-modules bilinéaires libres de rang n non dégénérés et définis positifs.
% est, 'ensemble des classes d'isomorphismes de %, qui sont de type (I7).

[Finalement, on note &%, l'ensemble dos classes d’isomorphismes de %, qui sont de type ().

Théoréme 1.25 (théoréme de finitude)

Le cardinal des classes 4 isomorphismes pres des dléments de (%, est fini, ou plus généralement, le cardinal
des classes d’équivalences des [ormes bilindaires entieres de déterminant d donné est fini.

Démonstration :

Une démonstration de ce théoréme est donnée dans [3, pp. 135-137]. ¢

Corollaire 1.26

%, et #, sont finis.

Corollaire 1.27
Le théoréme 1.25 et le corollaire 1.26 sont aussi vrais si les modules considérés sont quadratiques.
Démonstration :

(M,q) =~ (M',¢') <= (M, 3,) = (M',5,) car Z cst integre. o

Définition 1.28
Soit (M, ) un “-module bilindaire libre de rang n. Alors M &~ L.y, esl un ,-module bilinéaire libre de
rang n que l'on note (M, 4,).
De méme, si (V, 8) est un {-espace bilinéaire de dimension n; en tensorisant par @y, on obtient (V;, Bp)
et en tensorisant par ¥, on obtient (V. 8.).

On peut bien sir faire de méme avec des espaces quadratiques.

Définition 1.29

Soient, § I’ensemble des nombres premiers positifs et 7 = #U{co} ; par convention, (e = . Fixons-nous
p € . Pour tout a et b € 7, on posc :
(a,b), = 1 siaz? 4 by? = 2% posséde une solution non triviale dans @y
TP -1 sinon.

Ce nombre s’appelle le symbole de Hilbert de a et b.

Proposition 1.30
Soient p € ', a,a’,b,c€ 2y et de o \ {1}. Les égalités suivantes sont satisfaites :

i) (a,b)p = (b, a),
ii) (aa’,b), = (a,b)pla’, b},

iii) (¢, —¢)p = (d, 1 —d), = 1.

11



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classigues.
Théoreme 1.31

On a les égalités :

1 sip=o00,aoub>0
—~1 sip=oc,aetb<0
— ! ase- B \ & .
@b = =2 ()7 ()7 spga e
w—1)(v— a(v? - B(u?
(_1)( 1)4( LN (B 1) 8( . 1) SiPZQ,

ol (5) est le symbole de Legendre et a respectivement b valent p%u et pPu, u et v étant des unités de

-
z.up.

Théoréme 1.32 (Formule du produit de Hilbert)

Soient a,b € J*. Alors (a,b), = 1 saufl sur un sous-cnsemble fini de ¥/ et

H (a,b), = 1.

pC

Démonstration :

Ces résultats sur le symbole de Hilbert sont démontrés dans [10, pp. 37-45] e

Théoréme 1.33 (Hasse-Minkowski)

Soient, (V, 8) et (V’, 8') deux :~espaces bilindaires de dimension n. Alors :
(V,3) = (V'8 sietsculemnent si (Vy, 8,) = (V,.8,) Ypel.

Démonstration :
Ce théoréme hauternent non trivial, utilise ce que Pon vient de voir sur le symbole de Hilbert et demande
une connaissance approflondie des formes bilinéaires sur les corps p-adiques. Toute la premiére partie de

[10] est consacrée & la démonstration de ce théoréme. o

Remarque :
Ce résultat est aussi vrai pour des cspaces quadratiques, puisque tous ces corps sont de caractéristique

nulle (y compris les p-adiques, bien que leur nom pourrait nous faire présupposer autre chose .. .)

F. La notion de genre
Dans ce paragraphe, nous introduirons une nouvelle relation d’équivalence sur les modules bilinéaires;
nous verrons que pour ceux qui sont libres de rang n et définis positifs, il n'y a que deux classes

d’équivalence : 7%, et %,,.

Définition 1.34
Soient (M, 8) et (M’, #') deux “-modules bilinéaires libres de rang n, on dit que (M, §) est dans le méme
genre que (M', 3') si

(My, B,) = (M, 8,) Ypel

avec la convention que T = F. Et on éerit (M, 3) ~ (M’ 3).

On définit cette notion de maniere identique pour les modules quadratiques.

12



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

Remarque :
Si (M, B) =~ (M, 3) alors (M, 8) ~ (M’, 3"). Mais la réciproque n’est pas vraie, par exemple en dimen-
sion 2, ou les formes 5 et 3’ définies par les matrices (?) 107> et (é 304> sont dans le méme genre
mais elles ne sont pas “-équivalentes. Cet exemple illustre bien qu’il n’y a pas d’équivalent au théoréeme
de Hasse-Minkowski pour les formes entitres.

Tout d’abord, nous allons ¢noncer toute une séric de résultats .

Théoreme 1.35

Soient f € Zp[X1,..., Xon], 2 € (Zp)™, nkelletyell,.

Supposons que

!

0<2k<n, flz)y=0 (modp") et v, (daT{(z)) =k.
J

Alors il existe un zéro y de f dans (7)™ qui est congru & x modulo p™~*.

Démonstration :

Ce théoréme ainsi que les corollaires suivants sont démontré dans [10, pp. 28-30]. e
Corollaire 1.36
Soit p impair, et » une unité de =, ; alors

u € UQ(:,,) si et seulement si la congruence u = X? (mod p) est résoluble.

De méme si p = 2, on a "équivalence
R Y . . . c ,
we U?(7y) sictseulement sila congruence w = X2 (mod 8) est résoluble.
Clest-a-dire si et seulement st u=1  (mod 8).

Corollaire 1.37

Soit A = (a;;) € GLn(7p) telle que A = A'. Soient [ = }:7}1 a;; XaX; € Lp[ Xy .., Xn] et a € Zy.

Alors il existe (e, ..., ap) € (Tp)" primitil tel que f(ai1, ..., @,) = e si et seulement si
a) p impair : il existe zy,...,z, € 2, non tous dans pZ, tels que f(z1,...,2,) =a (mod p).
b) p=2:il existe zy, ..., 2, € "o non tous pairs tels que f{zy, ..., 2,) =a (mod 8).

Forts de ces résultats, nous allons étudicr en détail les modules de %, vus sur les anneaux p-adiques.

Proposition 1.38

Soit (M, 8) un Zy-module bilinéaire non dégénéré libre de rang n. Alors

M ~ <.@1>ES~A-EH<.'~:[>EB<<(“ ("1>>EE~--EE<<Q’” c’">>

¢ by Cm b

g

oul+2m=mn,s; € U ) Ficlctahb; —c;al(l,)v)ell,.

~

Démonstration :
Supposons qu’il existe z; € M tel que S{zy,z1) € U(D,); =1 est primitil, car si z; = px} alors
Bz, z1) = p?Bzh,z}) & U(Zp). De plus, ,{3|< _ est non dégénérée, donc grace a la proposition 1.5
x4

et au corollaire 1.18 on a M ~ <z > H <uy>~.

13



Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

En continuant ainsi, on a

Mx~<o>8 - B<z>BM  avee 8(z,z) € ply Yz e M.
Soit z; € M', z; primitif. Puisque ﬂf.w' est non dégénérée, il existe t1 € M’ primitif tel que B(z1,t1) €
U(Zp). Nous savons que 3z, z1) ot 841, ¢1) € pl. Un rapide raisonnement de d¢terminant nous permet
de dire que 8 | est non dégénérée.
<zl >

De plus il est possible d’étendre 21, ¢y en une Zp,-base de M, car soit ¢ = ~(z; + ¢1), alors
P

*

1 1 (), 1
18(c, 21)| = [=B(z1,21) + =B(21, L)} = |=B(21, 1) =p > 1
p p p
donceg M.
L’égalité (x) vient du fait que la valeur absolue p-adique est ultramétrique et que dans ce cas |z + y| =

max(|zl, [y]) si |z] # {yl.
Sic= %zl + t1 on voit de méme que |[G{c, 1)} = p. En utilisant le théoréme 1.17 et en faisant une bréve

récurrence, on conclut, e
Cas p # 2

Proposition 1.39

Sous les mémes hypotheése que la proposition précédente, avec p impair, alors (M, ) est diagonalisable.
Démonstration :

Grace a la proposition 1.38, il suflit de voir qu'une forme de dimension 2 et représentée par la matrice

. . a c . . .
inversible e b ) avee a,b € poy ol ¢ € U{0 ), est diagonalisable.

Le vecteur z = | ) représente a+ b+ 2¢ qui est inversible si p #£ 2.

ﬁ|< N étant donc non dégéndrée, la forme est done diagonalisable. o
x

Lemme 1.40
Soient a,b, ¢ € . Alors il existe x et y € ¥y, tels que ax? + byt = c.
Démonstration :

Soit A= {az? |z €T} et B={c—by*|yecl,}.

~1 1
Ona fA=t8= 1 5 +1= p; Done A #£D e
Proposition 1.41
Sotent p € '\ {2}, a1,...,q, € U(7,) et (M, 3) un module bilinéaire libre de rang n sur Z,, avec

A=<a;>8- -H <a,>.
Alors 3 est Zy-équivalente a la forme

<t>H---B<l>B<a>
0
oua= H a;.
i=1
Démonstration :
Par le lemme précédent, nous savons quil existe sy el sy € oy Lels que
9 2 _
ays] +agss =1 (mod p).

1- an89

Sans limiter la généralité, on peut supposer que s; est inversible, et done que est un carré

a1
modulo p. Vu le corollaire 1.36, il ¢xiste done 37 € Uz(:p) tel que a,37° + azs3 = 1. Ceci démontre la

proposition pour n = 2; le cas n quelconque se traite par une récurrence facile. o
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Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

Corollaire 1.42
Soit p € P\ {2} et (M, 8) € .. Alors

42 <I>H---B<l>.

Démonstration :

[ est diagonalisable vu la propositon 1.39, ct on conclut grice a la proposition précédente, sachant que

det(f)=1.9
Cas p = 2

Remarque :

Jusqu’ici, on voit qu’il n’est donc pas nécessaire de se préoceuper des types; ce n’est que pour p = 2 qu'il

faudra distinguer le type I et le type 1.

Modules de type /1

Soit (M, 8), un Z-module bilinéaire de type /1. Par la proposition 1.38, et puisque 8(z, z) € 2Z, Vz € My,

on peut considérer que 8 est une somme orthogonale de formes représentées par des matrices du type

a ¢
c b
Nous allons voir que dans ce cas

0 1 fa ¢ ,
, . si représente 0 non
a ¢\ 2 1 0 c b
: - 21 .
[ o sinon.

, a,be 2y et ce U(Tg).

trivialement

(*)

Supposons donc qu’elle représente 0 non trivialerment, c’est-a-dire, vu le corollaire 1.37, que Péquation

azr® 4 2cxy +by? =0 (mod 8)

posséde une solution (z,7) € (272)%; co qui est toujours le cas sauf si a

a ¢\ [0 ¢
e b)) T A b

dans ce cas, on a

=b=2mod4. Il est clair que,

avec b’ € 275 et ¢’ € U(p), car on peut supposer que 0 est représenté primitivement.

7
b
3

Finalement, la matrice | 2

matrice 01
r 1 0/

c

1 . ) . 0 ¢
est Ja matrice de changement de base qui transforme en la
0 ‘ cd v

Si la forme ne représente pas 0, ¢’est-a-dire si a = b = 2 mod 4, on a alors que ’équation
F : )

az’ + 2cxy + byt =2 (mod 8)

est résoluble avec (x, ) = (1, 1) ou (1, —1) par exemple. Le corollaire 1.37 implique que notre matrice est

—

- ) (2 o -
Zp-équivalente & ( , },> avee b €275 ot " e U9
¢ b

. . 2 f 1] —_
Ce qui nous [ait que 20 — ¢ = 3mod § car b’ = 2 mod 1.

Il existe donc « € U () tel que o?(20 — ¢?) = 3.

A e . : 1 0 . 2
En [aisant un changement de base délini par la matrice la matrice est Zy-
1--cex 3 C/ b/ D

5 X

2 1
1 2
Nous voila donc en mesure de démontrer le

équivalente & <
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Chapitre 1 : Définitions et propriéiés classiques.

Théoréme 1.43

Si (M, B) est un Zy-module bilinéaire de rang 2r non dégénéré de type (17), alors :

0 1 S0 . 3 ,
B |...d si det(8) = (-1)"
M. T2 1 0 1 0
(Y Deeam (Y Na(? 1) sidens=s-y
10 1 0 1 2 (H) = 3=t

Vu ce qui précede, on a :
2 1
I 2

car —2 = 2mod 4. Donc il est évident que :

Démonstration :

—’
125
TN
L
|
e
N—

-2

21 0 0 21 0 0
12 0 0)@p1l 2 0 0
O 0 2 1) 710 0 =2 -1
0o 0 1 2 00 -1 =2
Mais de plus, nous avons Végalit¢ matricielle suivante :
11 1 0 01 0 v I 1 0 21 0 0
1 1 0 =1 1 0 0 0 11 0 1 _ 2 0 0
1 o1 =1/ {ooo 1) 1 0o 1 1] oo —2 -1}
01 1 -1 0 01 v 0 -1 -1 =1 0 0 -1 -2

on obtient donc que

0 1 0 1\Z /(2 1 2 1
(o)t )2( o= o)

Enfin, la remarque (x) nous permet de terminer la démonstration. e

Corollaire 1.44
Si (M, B8) est un module de %, de type (11), alors (M', 8} € %%, est de méme genre que (M, B) si et
seulement si (M', #) est de type (I1). Autrement dit, %, représente un et un seul genre.
Démonstration :
Si (M, 8) est de type (I1), alors on a vu au corollaire 1.42 que

# L <>\ B<l>

sip £ 2. I, sl p=2, par le théoreme préeédent on a

oo [0 1) 0 1
"{2‘(_1 0 EB"'EB<1 ()>

car det(f") = 1.

La réciproque est évidente. o

Remarque :
Il faut tout de méme signaler que les formes bilinéaires de %%, de type (I1) sont plutdt rares dans les
petites dimensions ; le corollaire précédent montre déja que » = 0 mod 4, mais on peut montrer qu’en
fait n = 0 mod 8; ceci est démontré dans [10, p. 92].

La forme représentée par la matrice
2 o -1 0 0 0 0 0
0 2 S 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0 0
I B S A I U
ST1o 0o 0o -1 2 -1 0 0
o 0 0o 0 -1 2 =1 ¢
0 0 0 0 0 =1 2 -1
0 0 0 0 0 0 -1 2

est le plus simple exemple d’une telle forme.
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Chapitre 1 Définitions et propriéiés classiques.

Modules de type /

Lemme 1.45

Si (M, B) € %, ost de type (1) alors /3 est "Iy-équivalente & une forme diagonale.
YT 2-tq

Démonstration :
Par définition, il existe ¢ tel que F(er, ¢1) = uy € U(Zg). Done 8~ <uy>8 @ avec ' non dégénérée.
Si ' représente une unité de Zy, on continue ; sinon, on considere (e, ..., e,) une base de <e;>".
Soit €] = e; + eq. Clairement S(e}, €]) = ) est impair, car 3(eq, ea) est pair; done f ~ <ui>H@H".
Montrons que 3" est de type (/):

B’ étant non dégénérée, il existe h € <>~ tel que B(h,ep) =1, Soit L =e; —uih; on a

Bt ) = Bler, e )+ uB(h, h) = impair + pair € U(Zy)
puisque on a supposé 8(k, h) pair. De plus
Bl el) = H(cr —urh, ey + ) = w1 —u B(h,e2) = 0.

En résumé, ¢ € <e) > et ¢ représente une unité. Done 87 est de type (/).
On peut donc conclure par récurrence.

Remarquons que tous les éléments de cette diagonale sont impairs, et le produit de ces éléments est 1. o

Définition 1.46
Soit p un nombre premier, (M, #) une forme bilinéaire sur <4,. On supposc que 5 est Zy-équivalente &
une forme diagonale

<a1>H8- B <a,>.

On définit alors

ep(8) = H(a,, ay)

1<y

olt (a;, a;) cst le symbole de Hilbert. Le nombre ¢, (3) est appelé Vinvariant de fasse- Minkowski.

Lemme 1.47
cp(#) est indépendant de la diagonalisation choisic. IEn particulier, si deux formes diagonales sont Z,-
équivalentes, alors elles ont le méme invariant de Hasse-Minkowski.

Démonstration :

Ce résultat est démontré dans [3, p.57]. e

Théoreme 1.48

Si (M, B) € %, est de type (1), alors J est p-équivalente a la forme <1>H - 8 <1>.
Démonstration :

On peut supposer grice au lemme 1.45 que notre forme est diagonale.

Soient ¢ € Zy et aq,...,aq € U(Zy). Alors il existe une solution a 'équation
3 Z=c d8
arry + -+ aqzy =c¢ (mod §)

En effet, considérons

A= {yly=a1z?+ayrd z,, 2o /8 Vet B={yly=c—ayi- asrs, xq, o € /80).
iy 1 2 / AR 3 4
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Chapitre 1 : Définitions et propnéiés classiques.

Une vérification directe nous permet de voir que le cardinal de chacun de ces ensembles est au moins 5.
On trouve done que AN 13 3£ 0.

Si on applique ce résultat pour ¢ = 1 ainsi que le corollaire 1.37, il est clair que
B=<l>B- -B<i>H<a1>8 <ay>H <az>

avec [Ja; = 1 mod 8.

S’il y a deux “5" ou un “1” parmi les a;, la forme <a;> B <ay> B <asz> représente 1, donc nous
pouvons poursuivre le procédé; par contre si les a; ne sont pas de cette forme, il ne nous reste que le
cas a; = 3, as = 5, a; = 7, (les autres ne sont pas de déterminant 1), mais 1 est représenté par
T :2., Ty = 1 et r3 = 0.

Nous avons donc avancé d’un cran, et maintenant
fe<l>B-- B<l>B<a>8 <ag>

avec a; - ag = 1 mod 8.

Il s’ensuit que ay = az = a. Si a = | ou 5, le probléme est réglé.
o
-2«

. . . . , . 20 -
Et puisque <3>B<3> ~ <7>H<7> (la matrice de changement de base est ( o ) avec o € U(Zy)

tel que 15a2 = 7) il ne nous reste que lo cas a = 3.

Pour le traiter, nous avons besoin de 'invariant de Hasse-Minkowski avece toute son armada.

Tout d’abord, on a que ¢,(#) = | ¥p € "\ {2} car pour de tels p, on a 8 2 a>8. -8 <1>; cela
découle du corollaire 1.42 ainsi que dun théoréme connu sur les formes définies positives sur .

Vu la formule du produit de Hilbert et le lerome préeédent, on en déduit que e3(8) = 1. Or calculons

co(8') ou
G =<l>B  Bc<l>BA<3>H<I>

vu le théoreme 1.31, on a

de plus, (1,3)2 = (1,1)y = 1. Dol on a que e ) = —1; ce qui fait que 8 % B en vertu du lemme
précédent.

Donc S~ <1>H8 - H <l>H <a>; mais la, puisque le déterminant vaut 1, onaquea=1.

Corollaire 1.49
La relation d'équivalence “étre dans le méme genre que” définie sur %, ne comporte que deux classes
d’équivalences : les formes de type (I7) et les formes de types (7).

Démonstration :

C’est un corollaire immédiat du théoreme précédent ct du corollaire 1.44. o

G. Enoncé du probleme

Nous voild enfin en mesurce de poser clairement le problome.

On se fixe (M, 8) un “-module bilinéaire de 7, et on pose V. = M & 7 et & Pensemble des classes &
isomorphisme pres des dléments de (%, qui sont dans le méme genre que (M, 5). Le corollaire 1.49 montre
que & =€y ou .

Le théoreme de Hasse-Minkowski nous permet de dire que tous les représentants de ces classes d’équivalences
peuvent étre vus comme des réscaux bilincaires de V.

Soient. My, ..., Mg des représentants de chaque classe de (‘:Q/'ﬂ
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Chapitre 1@ Définitions et propriéiés classiques.

et O(M,;) le groupe orthogonal de M; ¥i € Iy, O(M,) est un groupe fini car isomorphe & un sous-groupe

discret du groupe orthogonal de M, &~ qui cst compact.

Nous nous proposons de calculer
k
1
My = Pyt
; |O(M;)]

Ce nombre rationnel est appelé masse de & .
Il existe une formule pour calculer £, ; ¢’est & la démontration et au calcul de cette formule que seront
consacrés les chapitres suivants. Son nom est la formule de Minkowski-Siegel.

Remarquons que si nous prenons un module (M, q) ol g st une forme quadratique de la forme S(z, x)
avec B € %, et que nous [aisons le méme travail, nous obtenons les mémes classes d’équivalences et les
mémes genres que précédemment. De plus, la formule de masse reste la méme car les anneaux p-adiques

ainsi que 7 sont des anneaux intégres.
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CHAPITRE 2

Mesures, masses et formule de Minkowski-Siegel.

Nous allons établir dans ce chapitre la formule de Minkowski-Siegel. Pour cela, il faudra faire un peu de

théorie de la mesure sur les groupes orthogonaux.
A. Structure congruenticlle et mesure de Haar.

Définitions 2.1

Soit G un groupe et ;é une famille de sous-groupcs satisfaisant les propriétés suivantes :

(Cy) SiKi,Kye %, alors il existe Kze % tel que K3 C Ky N Ks.

(C2) Si Ky et Ky € & sont tels que K C Ky , alors indice [K» : K] est fini.

(Cs) SiK efj)et ve (G alorsu- K -u'le%.
On dit alors quef munit & dune structure congruentielle, et les éléments de & sont appelés sous-groupes
de congruence principaur.
On définit aussi N

E={{JzKilnell, o, 2, €CGet Ky,... K, €F }.

i=1

Les éléments de & sont appelés ensembles de congruence.

Proposition 2.2

A) & est stable par intersection el réunion finics.

B) Si [y, .., L, €&, alors il existe K € ;9’ tel que pour tout @ € [, [} soit réunion disjointe finie de classes
a gauche modulo K.

C) Soit Ke&etue G alorsull, buctu 'Lug&.

Dérmonstration :

Soient F = UJ,,,Kz et = ijlfl», e & 1l est clair que LU L € & De plus, ENE' = UziK,- Ny;L;.
i 7 i,j
Or, pour tous sous-groupes 1 et H' de G, si z{ NyH’ est non vide, on a ’égalité suivante :

zlf Nyl =2(HNH') pourtout z € zH Nyl

Ce résultal s’obtient grice & une vérification évidente. Done, on a que EN £ = Uz,-j(Ki N Lj), en
%,

supposant que K; N L; est non vide pour tous 4, 7. Mais, pour tout sous-groupe de G contenant un K

dans & et tel que {H : K] < oc, on a que H € &, ceci nous permet de dire que K; N L; € & pour tous

i,J, grice aux axiomes (Cy) et (Cy).
Soient maintenant £, ..., [5, € €. Par définition, on a pour tout i :
I = UIjKU avee Ky € § Vi,
J
L’axiome (Cy) nous permet de prendre un sous-groupe de congruence principal K contenu dans ﬂ Kij et
iy

Paxiome (Cy) nous permet de dire que K est une réunion disjointe finie de classes & gauche modulo K.
Le fait que pour tout sous-groupe // de G on ait o NyH # 0 = zH = yH nous permet de terminer

la démonstration de B).
D’autre part, si £ est dans &, alors wls et u™ ' Fu € &, et comme Fu = u(u ! Eu), on conclut. e
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Chapitre 2 : Mesures, masses ct formule de Minkowski-Siegel.

Définition 2.3

Soit (G,%) un groupe muni d’une structure congruentielle. Une mesure de Haar est une application p
de & dans [, telle que :

(1) 0

(I1) si I9y, [55 € & sont tels que [y N 5y =0, alors p{ £y U Fy) = () + pu(42)
(111 p(ulsy = p(F) pour tout w € G et 5 € &.

Théoreme 2.4

Si G est un groupe muni d'une structure congruenticlle &, alors il existe une mesure de Haar, et si p; et

po sont deux mesures de Haar, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que g = cpy.
Démonstration :

a) Fixons By € & tel que [y # . Soit g

€ & quelconque; par la proposition 2.2, on peut choisir K € ?
™ & , T'/
tel que vy = Uri/( el fo= LI y; K. Posons alors p(ly) = : Supposons que Fgy = U.TJ;K/ et que
121 71 T i=1
!

8
E= U y; K’ et voyons que — =
-

of
8
= F
J=1

Par (Cy), nous savons qu'il existe L € & tel que L € K'N K, puis par (Cy), il existe m et m’ € I tel que

m 7n/
K = 2z et K = 2, L
t k
PR k=1
done
T Tri 7‘/ 777,/
- 7!
Iy = U U iyl = U U ziz L
o1t 1 i1 k=1

/
On a alors que rm = 7'm’. Par un méme raisonnement, on obtient que sm = s'm/’, d’oll

est bien définic.

S
= —. Donc
-

Ntw

Il est clair que p # 0 ¢t que p{uls) = p([2) pour tout uw € G et £ € &. Soient maintenant £ et £’ dans
&; vu la proposition 2.2, il existe K tel que

o
ks & &

Lo =] |mK, E=|]yKe = |yK
1.0 1 g1

J =1

Mais, puisque IS et [ sont disjoints, on a que y,; K # y K V3,1 Donc

3 o
R

Bul' =| | =K
PR

oll z; = 1; Vi € Hy et 2,1, =y, Y1 € 1. Donc linalement,

p(Eu ) = 28

s 8 . )
==+ — = pu(L) + p().
” -
Soient py et gy, deux raesures de Haar sur (G %), Fixons-nous o € & el que py (Fo) # 0. Il existe ¢ > 0
¢ T B
tel que p1(Fo) = cpa( ). Soit 1€ &, il existe K € 4 tel que Lo = | | oK et £=| |y;K. Ona:
i1 =1

i (I9) = s (K) = %/1,1(/270) = ;(1/[2([,;0) = cspug(K) = cug(E).

Et, nous voyons que ¢ > 0, puisque j; ¢l o sont non nulles. o
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Chapitre 2 @ Mesures, masses et formule de Minkowski-Sicgel.
Définition 2.5
Soient G un groupe muni d'une structure congruentielle et & une mesure de Haar. Définissons
. E.P ik
Moy + @ —
E — IIL(EU).

C’est clairement une mesure de Haar. Done, par le lemme précédent, il existe c(u) tel que p, = c{u)p.

On obtient alors une application ¢ de ¢ dans ., attachée a la structure congruentielle, et telle que
cluv) = c(u)e(v) Yu,v € G, Cette application sappelle la fonction modulaire de (G,%7), et (G,%) est

dit unemodulaire si ¢ est identiquement 1.
B. Groupe orthogonal et structure congruentielle.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer qu’il est possible de définir une structure congruentielle sur le

groupe orthogonal d’un espace vectoricl bilinéaire ou quadratique donné.

Définitions 2.6

Fixons-nous, pour le reste de ce paragraphe, A un anneau principal & quotient fini et de caractéristique
différente de 2, K son corps des fractions et V' oun espace vectoriel de dimension n sur K. Munissons V
d’une forme bilinéaire non dégénérée 5. On notera g, la lorme quadratique définie par g(z) = B(z, z). Au
lieu de partir d’une lorme bilinéaire, prenons g une forme quadratique non dégénérée sur V. Posons
définie par B(z,y) = ¢{z +y) — q(x) — q(y). Dans les deux cas, puisque A est intégre et de caractéristique
différente de 2, on a O, (V) = Oz(V'}. Nous noterons ce groupe O(V).

Puisque par la suite, on considérera des espaces quadratiques et des espaces bilinéaires, mais que cela
n’influe en rien les raisonnements qui vont suivre, on dira que V' esl un espace bilinéaire ou quadratique.

Soient N € M deux A-réscaux de V; on délinit

OV, M/N)={uc O(V)|uM)=M, u(Ny=Nctulx)=zmod NVre M}

OV, M)y={ueO(V)|uM)=M}
Ces ensembles sont clairement des sous-groupes de O(V'). Si M est un réseau quadratique ou bilinéaire,
O(V, M) sera not¢ O(M).

Soit & I'ensemble des sous-groupes de O(V) de la forme O(V, M/aM ), ol a € A et M est un A-réseau

quelconque de V. Nous allons montrer que % munit O(V') d’une structure congruentielle.

Lemme 2.7
Soient My et My, deux A-réscaux. Il existe a et b dans A tels que eMy; C My et My C M.
Démonstration :
On sait qu’il existe (e1,...,€n) et (f1,..., [n), deux K-bases de V tels que
My =Aey & - & Aey,
My=Af1& -0 Af,.
k3
Soient a;; € K tels que ¢, = Z a;; [; pour tout 4 € I, et a un dénominateur commun des a;;. Nous

71
avons alors

Th
. , o
ac; = E a,,f; avecal, € AVijell,
2]

c'est & dire aM; C Mg, o

[\



Chapitre 2 : Mesures, masses et formule de Minkowski-Siegel.

Remarque :

Si A = I, alors on peut supposer que a et b sont des puissances de p.

Lemme 2.8
Soient M un A-réseau et N un sous- A-module de M; alors N est un A-réseau, si et seulement s'il existe

a et b dans K tels que aN C M C bN.

Démonstration :
Sl existe a,b € K tels que aN C M C bN, alors N est isomorphe a un sous-module de M; il est donc
un module de génération finie, car la multiplication par a ou par b ¢st un isomorphisme A-linéaire de NV
dans aN ou bN. De plus, on a KN C KM C KN, ce qui nous donne KN = KM = V; donc N est un
A-réseau de V.

La réciproque est évidente grice aux lemmes précédents. o

Lemme 2.9
Sotent M et N, deux A-réscaux de V, alors M + N el M N N sont aussi des A-rdscaux.
Démonstration :
Le lemme 2.7 nous dit qu’il existe a et b € A tels que aM C N et BN C M. Or, nous avons immédiaternent
les inclusions sutvantes :

M+ N)CObM+bNCMCM+N

et
1 1 1
MONCMC-MN=-N=-(MnNN).
a a a

Ce qui démontre le lemme. o

Proposition 2.10
Soient O(V, M/bM) et O(V, N/aN) € 4. Les lemmes précédents nous donnent Pexistence d’un ¢ tel que

(M + N)CaNNbM. Alors on a

OV, M + N/e(M + N}y C OV, M/bM) N O(V, N/aN).

Démonstration :
Soient z € M et u € OV, M + N/e(M + N)). En particulier, z € M + N, donc u(z) ~z € ¢(M + N) C
bM C M. Ce qui nous donne que u(z) € M ot u{z) —z € bM.

Par un méme raisonnement. si ¥ € N, nous oblenons que u(y) € N et u(y) —y € alN. Nous avons que

w(MYC M:or, O(V. M £ N/c{ M+ N)) est un groupe: alors, en (aisant le méme raisonnement pour u
3 7 3 / i 5 i)

il vient que u H(M) C M, done M Cu(M). o

Proposition 2.11
Soient O(V, M/aM) C O(V,N/bN) € . Alors

[O(V,N/BN) 1 O(V, M/aM)] < cc.
Démonstration :

On sait, quiil existe £ el r € A tels que €M C N ot vN C fabM. Une rapide vérification nous permet de

montrer les inclusions suivantes :

OV N/PN Y C OV, N/ lab M) C OV, M JaM) C O(V, N/bN).



Chapitre 2 : Mcsures, masses ct formule de Minkowski-Siegel.

11 suffit donc de démontrer que [O(V, N/r N} : O(N/bN)] est fini.

Nous avons déja que »N C BN C N. Soit maintenant

v O(V,N/bN) ~— SA(N/rN)
ur—s o)t N/rN — N/rN

4+ 71N u(z)+rN,

ol F(N/rN) est le groupe des automorphismes de N/rN, vu comme A/rA-module. On a supposé que
A était & quotient fini; done (N /rN) est fini. Notre application ¢ est bien délinie, car tout élément w
de O(V, N/bN) est tel que w(N) = N, donc w(rN) = rN. De plus, ¢ est clairement un homomorphisme
de groupe.

[Etudions maintenant le noyau de cet homomorphisme :

Dire que p(u) = @(v) pour u,v € O(V, N/bAN) est équivalent & dire que u 'v(z) = z mod N pour tout
z € N et, comme u 'u(N) =N, ccla veul dire que u v € O(V, N/rN).

pu
$

En résumé, on a que OV, N/bN)/O(V, N/rN) est isomorphe & un sous-groupe de Z2(N/rN) qui est fini.

Ce qui démontre la proposition. e

Proposition 2.12
Soient O(V, M/aM) € & ct u & O(V). Alors

wO(V, M/aMyu ' = OV, u(M)/au(M))

Démonstration :

C’est immaédiat. e

Théoréme 2.13

L’ensemble & des sous-groupes de O(V) de la forme O(V, M/aM), olt a € A ¢t M est un A-réseau quel-

conque de V', munit O(V) d'une structure congrucnticlle. De plus, (G,%) est unimodulaire. Finalement,

st My est un sous- A-réscau de My, alors O(V, My/My) st un ensemble de congruence.
Démonstration :

La premieére partie de ce théoreme est une conséquence directe des propositions 2.10, 2.11 et 2.12.

On a (G, %) est unimodulaire, car O(V) est engendré par les symétries orthogonales relativement aux
hyperplans de V. Ce fait est démontré dans [3, lemme 1.3, p. 20]. Puisque ces applications sont d’ordre
fini dans O(V), on en déduit que ¢ est identiquemnent 1, car dans ¥, il n'y a pas de racine de 'unité
autre que 1 lui-méme.

Pour la derniere partic de ce théoréme, on sait qu'il existe a € A tel que aMo C M;. De plus, on a
que O(V, May/aMs) C O(V, Ma/M;). Si on définit Vapplication ¢ de O(V, My/M;) dans &£(Ma/aMy)
comme dans le lemme précédent, on voit. que le noyau de cette application est O(V, My/aM3). Puisque
F(MyfaMy) est fini, on en déduit que OV, Ma/M,} est une réunion disjointe finie de w;O(V, My/aMy),

ollu, € O(V). e
C. Groupe orthogonal adélique et structure congruenticlle.

Fixons-nous, pour ce paragraphe, un -espace vectoriel V muni d’une forme bilinéaire ou quadratique
non dégénérée. Nous allons montrer quil est possible de munir O{V') d’une structure congruentielle, ol

O(V) est le groupe orthogonal adélique que nous définirons tout & heure.
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Chapitre 2 : Mesures, masses et formule de Minkowski-Siegel.

Lemme 2.14

Soient M un Zrréseau de V., . # 'ensemble de tous les Z-réscaux de V, et &y Vensemble des familles
(Ep)per formées pour chaque p dun Zp-réscau de V,, telles que [5, = M, pour tous les p sauf pour un

nombre fini (on dira par la suite “pour presque tout p"). Alors 'application
AN J .
J N (Ap>p(~j:"r

forme une bijection entre % et ¥y, avee

I (Np)per +— (N, O V).
pcl

Démonstration :

Montrons déji que notre application [ a bien son image dans % :
Soit N € .#: nous savons qu'il existe a et a’ € 7 tels que aN C M C o'N. Or, a et a’ sont inversibles
dans ., pour presque tout p. Done

aNy = a./j\fp =N, =M,

pour presque tout p, et done (Np )« € Zy.

Montrons maintenant que ! o [ est Videntité de % :

solent N € & et N, = N @7, 1l faut voir que N =, (N, N V). Le fait que N C ,cp(Np N V) est
. 7

(N, N V); puisque 2 € V, on peul éerire & = i, avec y € N et m > 0 minimal.

évident. Soit z € ﬂpﬁ:
o m

Mais = € Ny, done p ne divise pas m, quel que soit p € I, ce qui veut dire que n, =1 et donc z =y.

Il reste & voir que [ o f 1 est Nidentitg de Zy, -

soit (Ep)pcr € #m; posons N = ﬂp: (£, V). Nous allons montrer dans un premier temps que N est
un Z-réseau de V, ensuite nous montrerons que N, = [, pour tout p.

On sait que pour chaque p, il existe a,, el by, € T tels que ap B, C M, C by F,. On peut choisir ap, = by, = 1
pour presque tout p. Dans les autres cas, on peul choisir une puissance convenable de p.

Posons a = H ap et b = H bp; cela a un sens, et de plus, als, C M, C bls, pour tout p. On en déduit

pcE pet
que

aN ¢ M CbhN,

ar nous savons que M =1 . (M, V). Done N st un réseau, en vertu du lemme 2.8.

128
N estinclus dans [, done Ay, €[4, pour tout p.
n
Soit maintenant z € I, el supposons que N = Ty & - O Ley; 2 peut done s’écrire E a;e;, avec des
i=1
"
— - - - . ’ - a 7 Leerd
a; € O, Or, = est dense dans 7, done pour chaque 4, on peut écrire a; = a, + - ~, aveca. € Z,, ) € Z
T ~p : p ’ g T pm’ 1 P
et m € Il
T [ (),//
Soit alors =z = 2/ + 2", avec =’ = aje; el x” = ~-¢;. Par construction, on a z' € Ny. De plus,
E i E »
o1 e

z" € N C Ny, car:
" e Vetz” e Ny C vy, pour Loul g # p.
Puisque N, C [y, ona 2" =2 — 2" € [,
On obtient alors que

]

e (JEnV)=N
q(f"j

et on a bien z = '+ 2" € N,
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Définition 2.15

Soit {V, #), un -espace vectoriel bilinéaire ou quadratique non dégénéré, On définit :

o) = {(up)pe s € H OV, ) il existe M, un ~réseau tel que u, € O(V,, My} pour presque tout p}.

Pl

Remarquons que si cela est vrai pour un réscau M, c’est vrai pour tout autre réseau N , car Ny = My,
pour presque tout p. Ainsi ce groupe ne dépend que de V.

Soit N, un sous-réseau de M; on définit aussi :

OV, M/N) =[] O(Vp, Mp/Ny).

pct
Nous allons montrer que ;’ = {O(V,M/aM)| M & % et c € 7} munit O(V) d’une structure congruen-
tielle.
Lemme 2.16
Soient O(V, M/aM) et O(V, N/bN); il existe ¢ € 7 tel que
O(V, NjeN) C OV, M/aM) N O(V, N/bN).

Démonstration :

On sait quil existe /2. C 7, 17 &ant de cardinal fing, tel que M, = N, Vpe -\ P.

Sipe P: Hexiste r, et s, des puissances positives de p, telles que s, Ny Crp My C Ny On vérifie facilement que
OV, N/ sprpabNy) C OV, My /aMy) 0OV, Np JONy).

Posons ¢ = (H $qTq ab; on a que eN, C sprpabNy. On obtient done :
q¢ P

O(Vy, eNp) C O(Vy, Np/sprpabNy).
Si p & P: Dans ce cas, nous avons M, = Ny, et clairement

OV, eN,) C OV, My /aM,) 1 O(V,, Ny JbN,),

c’est a dire que

O(V,N/eN) C O(V, M/aM) N O(V, N/bN).

Lemme 2.17

Soient O(V, MjaM) C OV, N/BANY: alors
[O(V. M/bM ) - OV, NJaN)] < oo

Démonstration :

Comme lors de la proposition 2.11, on voit [acilement qu’il existe r € = tel que

OV, N/rN) C O(V, M/aM) C O(V, N/bN).
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Chapitre 2 : Mesures, masses et formule de Minkowski-Siegel.
Il existe P C P fini tel que 7N, = bN, = N, saul si p € . Posons
( V,N/bN) — H (Np/rNy)

pc P’

(’up pel [RE— H U 7‘/7 \P —_— "\TI/T \
pC P

Tp + TN, — up(zp) + TN,
@ est clairement un hormomorphisme de groupe. Regardons son noyau :
soient (up)per et (vp)per € OV, N/rN), tels que o((up)per) = @((vp)per). Cela est équivalent & I’égalité

suivante :

[1 volep) + 78, = T volap) 47N, V(@p)per € [[ Mo

pe P peP pep
Clest aussi équivalent au [ait que u, v, (xp) — zp € TN quels que soient p € P et z, € Np. Autrement
dit, nous avons que
o
(up e ploplper < OV, Npp /1 Ny )
Pl

et, comme les premiers hors de /2 ne nous embeétent pas, on trouve
' e - O(V. N/ N
(“'71)p(—2‘(“r1)pcaz’ € O(V,N/rN)

Puisque H S(Np/rNy) est fini, on conclut. e
peEP
Lemme 2.18
Solent u (= (up)per) € ((\ ) et ()(  MjaM) e’ /:, alors

uO(V, MjaM)yu ' = O(V,u(M)/c-u(M))

olt u{M) est un réscau, tel que w(M ), = u,(M,); il existe et i est unique en vertu du lemme 2.14.

Démonstration :

Soient w € 5(\/., M/cM) et p € ¥; alors

Hu(My)) = upw, (M) = u,(M,).

“7}“‘“7'“;1

De plus, soit m, € M,; on a:
Cog, 1 . [ oy
Uiy, (uplmp)) = uplwemy) — my) € cup(Mp)

ce qui est équivalent a wy(my,) —my, € ¢V, o

Théoreme 2.19

Le groupe orthogonal adélique O(V) est muni par (& d’une structure congruentielle. De plus, (G, %) est
unimodulaire.

Démonstration :
Le fait que & soit une stucture congruentielle découle directement des lemmes 2.16, 2.17 et 2.18.
Soit maintenant u € f)(\) Nous savons que (5 - u) = c(u)p(F) pour tout £2 € &. Soit N un réseau.
Par définition, u, € O(V,, N,,) pour presque tout p. Done, up(N,) = NN, saul pour p € S fini. Posons

v { idy, sipel’ , {'/ldvp sipd P

. et uy, = .
N » - >
Uy, sipgl P Uy sipef

1SV
~1
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On a donc uw’ = (up)per ot w” = (ug)per € O(V). De plus, u = w’ o, alors ¢{u) = c(u')c(w”). Montrons
que c(u') = c(u”) = 1.

’ % 6 fors b : ; ; AAoxions
u’ est I'identité presque partout, et pour les premiers de P, nous savons que up est un produit de réflexions.
On obtient, par un méme raisonnement que pour le théoreme 2.13, que ¢(uw’) = 1.

Par constuction, u” € O(V, N). Puisque pour tout I£ € &, u(F - u") = c(u')i(F), cette égalité est vraie
en particulier st £ = O(V, N), or on a que £-u” = [ dans ce cas 12, Donc c(v”) = 1, puisque u(FE) # 0.

[ ]
D. Lien entre O(V) et O(V).

Pour ce paragraphe, ainsi que pour tout le reste du chapitre, on se [ixe un j-espace vectoriel V de

dimension n et muni d’une forme bilin¢aire ou d’une {forme quadratique non dégénérée et définie positive.

Remarquons tout d’abord que Q(V) peut étre vu comme un sous-groupe de O(V). En effet, soilent
w € OV) et M un réscau de Vi, = u @ id: est bien un élément de O(V,) pour tout p. De plus,

up(Mp) = u(M), ne differe de M, que pour un nombre {ini de p.

Lemme 2.20
Soient N un “-réscau de Vet A, € & (7<v pour toul p € &, tel que A, = O(V,, Np) pour presque tout

p; alors

H A € E5vy

pC¥
Démonstration :
Soit P = {p | A, # O(V,, N,)} de cardinal fini. Pour chaque p € P, ona 4, = uxpr ol Ky =

O( Vo, Ny Jep! Vp) et ot N est un p-réscau de V. Comme Loujours, on peut supposer que ¢, est une
puissance convenable de p. Par le lemme 214, il existe un unique Z-réscau M tel que My, = Ny sip € P,
el M, =Npsipg P,

Posons K, = A, si p & P. On obticnt

H K, = OV, M/cM) Eé&’a(v) ol ¢ = H Cp.

pC i pE P

Et dong, H Ay est une réunion finic de classes 4 gauche modulo H K, e

pel pe’

Lemme 2.21

Soit N un Z-réscau de V. Pour tout p € =, fixons-nous j,, une mesure de Haar sur O(V,,), et psur O(V).

Supposons que

[ 100V, Np))

pCE
converge absolument. Cette convergence est indépendante du réseau N choisi.

Alors, il existe une constante ¢ positive, telle que pour toute famille {(Ap)pcr, avec Ay € gO(Vp) quel que

soit p premier et A, = O(V,, Np,) saul pour p € P f{ini, on ait :
H ppl Ay = (‘:/L(_H Ap).
pl pC¥

Le membre de droite de cette ¢galité est bien défini en vertu du lemme précédent.
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On en déduit que si les p, sont tels que H Hp converge, alors H #p est une mesure sur O(V).
pcl pck

Démonstration :

Posons ¢ > 0 tel que

[T OV, Np)) = [T 10(O Vi, Np)).
per peEF

Fixons-nous une famille (A, )pez, telle que A, = O(V,, Np), saul pour p € P = {p1,...,p,s}. Posons

€+ Eo,,) — Fu
By (B) - T[T 1alO(Vy, Ng))
¢\ {p1}
et _
, c
p  Coy,,) —
Br—u(Bx [] (O, N)).
aCE\{m }
&, ol Em sont clairement des mesures sur OV, ). 11 existe done ¢, positif tel que &,, = c,,]Ep]. Cette
dgalité est vraie, en particulicer si /3= O(}, A, ). On en déduit alors que ¢, = ¢; donc 'égalité suivante
est, vérifiée :
cplAp T OV N =1 (Ap) - T 10OV, Ny)).
GCEN{py } g€\ {m}
Soient maintenant,
IS f(ffo(v,,,z) —
B i, () gy, (Ap, ) H 1OV, Ng))
€N {pr.p2}

et

S

e BOwv,,) —
BB x Ay x [ (004, No)y.
qCE\{p1.p2}

De nouveau, il existe ¢, tel que £,, = ¢, £,,; on trouve alors que ¢, = ¢. On refait le méme procédé

(:/1,(H Ap) = H tap(Ap).
pe”

pC¥

jusqu’a p, et on trouve :

E. Domaine fondamental ¢t massc.

Définition 2.22

Soient (C,f) un groupe muni d’une structure congruentielle, O un sous-groupe de G, et M € &. Si
F e esttel que
OM = | | =F,
2O

F est appelé domaine fondarmental pour M relatif ¢ O.

Lemme 2.23

Soient G un groupe, /11, My deux sous-groupes de G, et x,y € G St HypHy 0V HyyHo # 8, alots

//1.’1,'”2 = /'I]]/IIQ.

Démonstration :

C’est. une vérification évidente. »
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Théoreme 2.24

B evictn K & O K L= 1 vy e alors M e % rosss gine fond: v
Sl existe K € (& el que ONxKe = {1} ¥or € ¢, alors tout M € & possede un domaine fondamental

relatif & O. De plus, si Iy et Iy sont deux domaines fondamentaux pour M, on a p(f) = pu(Fz).

Démonstration :
Soit M € &; M est unc réunion finic de classes & gauche d’un certain L E}) tel que L C K. On a

A
M = |_| z L,

1==1

et, grace au lemme précédent,

L K
oM =|JOniL=| |Oy;L
j=1

i=1
5
ol {y1,...,ys} C {xy,...,x¢}. Posons I = U y; L. On a déja que OM = U zF. 1l nous reste & voir
J=1 zeQ

que la réunion est disjointe :

Soit v,u € O, v # w. Supposons que ul el # B On a alors

(U vy 1) N (u uy; L) # 0.
gt

71
Done, puisque les Oy; L sont disjoints, il existe y; et 1, €9 € Lo tels que uy; €y = vy €. Mais cela n’est pas
possible, car sinon on aurait 1 # u v = 6,6, 'y €y, //yl"] C Ky, ! ce qui est contraire a I’hypothese.

Suposons maintenant quil existe [ et /4 € & tels que

U ol = U z 1l

¢ O el
Il existe K € € tel que
< T m,
= Ll K el Iy = U y, K.
i1 =1
On trouve que
n ",
|| Oz = | | Oy;K.
in ] j=1

Y

Le lemme précédent nous dit alors que m = n, done p(Fy) = p(l%). o

Définition 2.25
Soient ((,}',;(f) un groupe muni dune structure congruenticlle, g la mesure associée, O un sous-groupe de
G, M e &, et I"un domaine fondamental pour M relatif a O.
On pose
m{o\C MY = (1),
ot O\M = {Oz |z € OM}.

On en déduit tout de suite les propriétés suivantes :

Proposition 2.26

a) m(o\YM) >0
b) Soient M; et My € & tels que OM; NOMy =0. On a

| / W) oF M.
r:’l/(g)\”('w““wh) = 77’1,(()\‘)'\/" )+ m(o\()‘w‘*).
Démonstration :
Evident. o
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Proposition 2.27

Soient N un “-réseau de V, et p un nombre premier différent de 2. Alors
OV) OV, N/pN) = {1}

Démonstration :
Soit 1 £wuwe OV)N O(V, N/pN). En particulier, u € 6(V, NYNO(V, N) d'apres le lemme 2.14. Nous
savons que O(V, N) est fini puisque 4 est délinie positive; u est alors d'ordre fini. Quitte & prendre une
puissance convenable, on peut supposer que u est d'ordre ¢ € F.
Relativement a une Z-base de N, u st représentée par A une matrice & coeflicients entiers. Puisque u # 1,
A=147U, on I est la matrice unité, et U une matrice quelconque non nulle. Or, pour tout z € N, on a

u(z) — z € pN, donc p divise U. Finalement,
A=T+p"U
avec p fU et m > 1. On obtient alors :
I=({+p"0Y =1 +49p"U + - Celte somme contient au moins 3 termes.

i) Sip#gq ona:gp™lU = 0modp?™ donc U = 0mod p™; ce qui veut dire que p divise U, ce qui est
absurde.

2rn -1

ii) Si p =g, on obtient p™* 1 = 0 mod p ,car

l=1+p™ '+ (’;) pomUt 4

puisqu’il est différent de 2. IMinalement, on trouve que U = 0 mod p™ qui est aussi

o Yéi
et p divise f)

absurde que tout a T'heure. o

Théoréme 2.28

Le groupe adélique 5(\) posscde un domaine fondamental relatil & O(V). 11 est done permis de parler
de m{o(v)\°M)).

Démonstration :
Soit u € O(V); alors

| (h:mmi 2.18) (prop_.'2.'27)

OV uwO(w, N/pN yu OWV) N OV, u(N)/pu(N)) {1}.

Et on conclut, grace au théoreme 2.24. o

Théoreéme 2.29

Sotent M un réseau quadratique pour la forme ¢ = 3(x, x), et A& Vensemble des T-réseaux de V qui sont

dans le méme genre que M. Lapplication
2 OWV)/OMY — A
1 mod (3(\4) —s u(M)
est bien définie, et de plus, elle est bijective.
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Démonstration :
Soit _
v OV) — A

uw—s u{M).

Rappelons que u = (u),cr, ot que u(M) est Punique réseau, tel que u(M), = uy,(M,). 1l s'ensuit que
u(M) et M sont dans le méme genre.
Soient maintenant u et w' € O(V), tels que wu~! € O(M). On a donc que uy luy, € O(Mp) Yp. Cela est
équivalent a :

up(Mp) = u;(.Mp) Vpel

Dou, w/(M) = u(M), ce qui veut dire que ’application ¢ est bien définie.

Soit M’ un réseau dans le méme genre que M, il existe u € (N)(V) tel que uy(Mp) = My; grice au lemme
2.14, cela veut dire que u(M) = M’. Donc ¢ est surjective.

Finalement, i est injective, car si u O(M) et o/ (N)(M) sont tels que 1w, (M) = up(Mp) Vp, alors, cela est

équivalent au fait que v, ‘ u, € 5(.\/] ). done que w ('.V)(;W) = (,N)(;V]). .

Corollaire 2.30
Soilent a € =, M un réseau quadratique pour g = 9(x, ) respectivement pour ¢ si V est quadratique, et
K = 5(\/, M/aM). On a que (\)(\/f") est une réunion [inie de classes doubles O(V)u; K.

Démonstration :

Il suflit de démontrer ce résultal pour K = O(M), car les autres sont d'indice fini par rapport a lui.

Posons

v o\ Sy — A

OV Y uO(M) — u(M)

Solent uw et v € 5(\/) tels que O(V)u (3(\1) = 0O(V)v 5(M) Cette égalité est équivalente a ’existence
de 7€ O(V) et de € € O(M) tels que v = 7 u&, qui est équivalent & v(M) = 7(u(M)); ce qui veut dire

que v(M) et w(M) sont isomorphes, ou encore que v(M) = u(M).

Donc 1 est bien définie et injective.

Soit M’ € M’ qui est une classe dismorphismes dans le genre de M. Le théoréme précédent nous donne

Pexistence d'un u € O(V) tel que 2lu (N)’('kM)) = M’ ce qui veut dire que ¢(O(V)u 6(\/])) =M. e
F. Représentations.

Définition 2.31
Soient (L, 3..) et (M, 3y ) deux -modules bilinéaires non dégénérés, libres de rang finis. Un homomor-
phisme de Z-module w de L dans M el que gy (u(x)) = qp(z) Vo € L ot qum = Bum(x, x) et qp, = Bz, z)
est appelé représentation de I, par M.
Si L et M sont des “-modules quadratiques non dégénérés, on défini les représentations de maniere
identique.

Remarquons que ¢ est injective puisque Lest non dégéndéré.

Définitions 2.32

Soient L, M et M’des “-modules bilinéaires ou quadratiques non dégéndérés; soient de plus uw: L — M

et v @ L — M’ deux représentations. On dit que u, u' sont équivalents, el on écrit u; >~ wug, s’il existe
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un isomorphisme [ de M dans M’ el que le diagramme

M
w " ,
//’
i ’Il,,
I J — 1/\/] !

comrmute. Il en découle en particulier que My et My sont équivalents.
On dit que u, v’ sont de mérme genre, et on éerit uy ~ ug, si pour tout p premier, il existe un isomorphisme

Jp o Mp — M, faisant commuter le diagramme suivant

v,
//,V/ o, ! l
L, — M

M ot M’ sont en particulier dans le meme genre.

Lemme 2.33

Supposons que Fy soit définie positive.

1) Il n'existe quun nombre fini de représentations de L par M.

2) Il n'existe quiun nombre {ini de classes de représentations de Lo par des Z-modules du genre de M.

Démonstration :

1) :

Soit a € I posons S, = {y € M | guly) = a}. Lie cardinal de S, est [ini.

En effet, posons Vi = M 8 = qu s'¢tend naturellernent sur Vz. Soit v € Vs; posons

= Vau(v).

[

I+ est une norme sur Vi, Puisque toute les normes sont équivalentes sur Vi, on a que M est discret, et
done S, = 3(0,a%) M est lini.

Si on veut que gy (ulx)) = gp (0, on 0 done quun nombre fini de choix pour w(x); ¢l comme u est
défini en connaissant les images des vecteurs de bases de [oqui sont en nombre [ini, on conclut.

On a vu dans le premier chapitre qu'il 0’y a quiun nombre fini de classes d'isomorphisme de Z-module
bilinéaire ou quadratique dans un genre donné. Soient done M = My, Mq, ..., My des représentants des
classes d’équivalences dans le genre de M. Posons

e
P = U{“‘f/ | u; représente L dans My}
71
Vu 1), nous savons que £2 est lini. Soit M7 tel que M ~ M et tel quiil existe »” qui représente L dans M’

On sait quiil existe j & g tel que My > M. Posons o)) [ — M;, uj = fou' ou [ cst Visomorphisme

entre M’ et My Onaalorsu, € 2 et u) ~u' o

Définition 2.34

Soit. £, un sous-_-module bilindaire ou quadratique de M. L’'inclusion de /. dans M constitue ce que Pon
1 1 1

appelle une représentation spéciale de [ par M.
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Remarquons que toute classe d’isomorphisme de repésentation de I par M contient une représentation

spéciale; on a méme mieux :

Lemme 2.35
Supposons que V = M & alors toute classe de représentation de [ par un Z-module du genre de M
contient une représentation spiciale de [ par un J-rédscau de V.

Démonstration :
Soit M’ ~ M. Supposons qu'il existe w : [ — M’ une représentation. Posons V/ = M/ ® (§ et
U= L® U est un sous-espace vectoriel de V, et u engendre une application % de U dans V'. Par le

théoreme de Witt tel qulil est vu dans [10, thm. 3, p. 38], & se prolonge en zw : V — V', tel que

e OV,V) E {ut V — V' | Byrule), uly)) = Bv(z,y) Yo,y € V).

Posons M MY etw: L — M telquev=u 'ou. Il est clair que v ~u. o

Définition 2.36
Soient W un sous-cspace vectoriel de Vet M un réseau de V. Posons U = W+
On définit
OW, M)={ve OW)|(vaidy) e OV, M)}.

On posc aussi

()(W) = {(v))pe H O(W,) | il existe M un réscau de V' tel que v, € O(W,, M) pour presque tout p }.
P

IZt on délinit

OW, M) = {{vp)ye . € O(W) [ (0, Didy, )(M,) = M, ¥p et} =[]OW,, Mp).
pel

Ces ensembles sont claitement des groupes.

Remarque :

Si W est vu comme espace vectoriel “tout nu”, lors de la délinition 2.15, nous avions défini

5(LV) = {{vp)pes € H O(W,) | 11 existe M un réscau de W tel que v, € O(W,,, M) pour presque tout p }.

pCi
Une petite vérification nous permet de voir que ces deux groupes coincident, done qu’il n’y a pas d’abus

de notation.

Proposition 2.37
On sait que O(W) peut étre muni d’une stucture congruenticlle. De plus, on a que O(W, M) est un
ensemble de congruence de Q(W).

Démonstration :
Soit p la projection de Vosur W le long de U7 On a que p(M) et WM sont des réseaux de W. 11 existe

donc a € = tel que a-p(M)C Wn M. Alors, on a

O(W, p(M)JaP(M)) ¢ O(W, M) C O(W, p(M)).
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En prouvant ces inclusions, on prouve la proposition grace a ce que l'on sait sur les sous-groupes de

congrucnce.

Prouvons la premitre inclusion :

Soit v € O(W,p(M)/a - p(M)). Il sullit de voir que (v @ idy)(M) = M. Soit m € M. On a que m =

my +mw € U@ W. Par hypothese, on a @

v(imw) —mw € ap(M) CWNM.

Par définition, (v@id; ){(m) = v(mw )+ my . Or, comme m € M, il s’ensuit que (v{mw ) —mw )+ (mw +

my) € M. Donc, (v@idy (M) C M. En faisant le méme raisonmement pour (v~! @ idy ), on conclut.

Il nous reste & montrer la deuxieme inclusion :

Soit v € Q(W, M). Posons p’ la projection sur U le long de W. On a :

Donc v(p(M)) =

Proposition 2.38

p(MYBp' (M) =M= (v®idy)(M) =v(p(M))Bp (M).

p(M). e

Le groupe (N)(HC M) est un ensemble de congruence pour (7(W).

Démonstration :

La démonstration cst similaire & celle de la proposition précédente. o

Proposition 2.39

Soient [, ¢ M deux ~-modules bilinéaires ou quadratiques libres de rang [ini. Posons V = M & {,

U=L& 7 et W=U .Alors, le nombre de représentations de L par M qui sont dans la méme classe

d’isomorphismes que Vinclusion j @ L —— M est Vindice [O(V, M) : O(W, M)].

Démonstration :

Remarquons que si » est une application lindaire de [, dans M, clle se prolonge naturellement en une

application linéaire v de U dans V.

Soient X P'ensemble des représentations de L par M qui sont isomorphes a j, et Y = O(V, M)/ = o

\

[ = g si et seulement si ./"I =9, - Soit

g X —Y

TEe—

L’application [, est définie comme suit

nous savons par hyvpothtse que v =~ 5. 1 existe done [ laisant commuter le diagrimme suivant :

v
> b
e

11 est clair que j;[ = ¢, Cela veut dire que ¢ est bien définie ot injective.

Montrons la surjectivité :

Soit [ un représentant d'une des classes de Y. Posons ¢ = /.|,\/1 -4 alors p(v) = [.

x;-
IS4
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ou encore g [ 1[ .= idy;. Puisque f et g sont

D’autre part, soit [ = g: cela est dquivalent a 4/‘[1‘ = 9|, \

dans O(V, M), cela veut dire que g - [ 1 € O(W, M).
Done [O(V, M) : O(W, M)] compte bien le nombre de représentations de L par M dans la méme classe

que j. e

Remarques :
1) CN)(W) peut étre vu comme un sous-groupe de 5(\/). on effet, si v, € O(W,), v, @ idy, est bien défini
sur Vp, et on a
qp((”;v € idl/’p)(l’)) = (],,(-"L')
car W = U"t.
2) Soit v Pensemble des “-réscaux N de mémoe genre que M et tels que les applications u, © M, — N

vérifient izy| - = id;,, ol 1, est Pextension naturelle de 1, sur V. Alors v est en bijection avee I'ensemble

o

des représentations de [ par M dans le méme genre que 7.

Ce fait est plus facile & démontrer qu’a énoncer.

Proposition 2.40
On a une bijection entre O(W)/O(W, M) et Pensemble des représentations de L par M dans le méme
genre que j.
Démonstration :
Par ce qui précede, il sullic de voir que Papplication
s O(W/O(W, M) — ~
wO(W, M) — (u @ idg ) (M)

est une bijection.

Sotent v et u’ € (3(W)., tels que u u’ € O(W, M). Cela veut dire que

(u iu;.] Cidy, M) =M, ¥p e

i

ou encore
(O idy (M) = (up O ide Jper (M) = (u;, 5] id(/’p)p( (M) = (1 oidy ) (M).
Donc 1 est bien définie et injective.

Soit M € ~. I existe done (v, @ idy, )pcr € (5(\) tel que (v, ©idy, Jpee(M) = M.

Finalement, (v,)per € (3(W), et de plus, ¥((vy)per) = M’ Donc 4 est surjective. o

Corollaire 2.41
Le groupe 6(W) est une réunion de classes doubles O(W) v, (5(W; M).
Démonstration :

Posons

(0 - O(W) \\()(W/)

OW) 5 O(W, M) — (v & idy )(M).

Jow My —

Par un raisonnement identique & la démonstration du corollaire 2.30, on voit que # est injeclive et bien
définie. La proposition précédente nous donne la surjectivité, ct, puisque ¥ est fini en vertu du lemme

2.33, on conclut. e

G. Formule de Siegel.
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Dans ce paragraphe, on se fixe M un " -réseau quadratique de V', [, € M un Z-module quadratique libre,

U le sous-cspace de V' oengendré par L, ot W = -

Lemme 2.42

Soient (G,/ ) un groupe muni d'une structure congruentietle, K € j O un sous-groupe de G, et u € G

tels qu’il existe [ C K un domaine fondamental pour u K relatif & O. Ce qui veut dire que :

OuK = U zl°
z€0

ukK = | wF

yCO~uKu !

alors, on & :

Démonstration :

On a bien sur :
ul = OuK Nuk = | |(zF nukK).
e
SizF NuK # 0, alors zl C uK. Iin effet, supposons que z/ = uk; puisque I C kK, on peut écrire

J =wuk'.On adonc que z = uk”u ' ¢ uKu . Or

2l C auK = uk"u YuK ¢ uk.

On obtient donc uK = U yl'. e

yC O Ky !

Proposition 2.43

Nous savons par le corollaire 241 quiil exisle uy, .., um € (S(W) tels que
O(W) |_| O(W u; O(W, M).
P

Alors, on a :

Tl () lV v‘w
(o O = W(O(W, M) Z[ - Yo . >1W I,
(uyM

oll 4 ost la mesure sur & Sowy-

Démonstration :

Ona:

m{o(w) \‘)‘M Z o <)(W)\()(W)““"O(W“w)).
i1
Le théoreme 2.28 nous assure Pexistence pour tout ¢ € (1, d'un [ € @O(W) tel que
OW)wOW, M)= || =k
zeO(W)
L.e lemme précédent nous permet alors de dire :
wO(W, M) = L] ol
£ O(W) ™ O(W M ]
On vérilie facilement que
QW) N O(W, M) = O(W, u, M).
Or, m(()(W)\O(‘V)1L.,¢EL)('§4/.:\/I)) = p(F;). Nous savons que
w;O(W, M) = |_] 708
zCO(Woauy M)

Donc

s O(W, M) (O(W, M)

Ty : /! .
OW M)~ O M)] (O M) - O(W, M)

i) =
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Remarque :
Onaque L Cw(M)viell,, caru; € O(W); et on peut voir u; comme un élément de O(V) en prenant
wi, @ idy,. Puisque U, D L, Vp € ', on a

(uip D idUp)(Lp) = LP Vp e,

ce qui veut dire que u;{(Ly) = L.

Proposition 2.44
Les inclusions 3; L —— w; (M) constituent un systeme complet de représentants des classes de
représentations qui sont dans le genre de Uinclusion § @ L —— M.

Démonstration :

On a déja que L — w;(M) est dans le méme genre que j Vi € [1,,; car le diagramme

- M,
fp
//// uv,,(r')id‘,p
T Jip ! .
Ly uy (M) = (wi(M)),

comrute puisque w; (L) = L.
Soit maintenant v’ : [, — M” du méme genre que 4. On sait grace au lermme 2.35 qu'il existe u © L ——
M’ une représentation spéciale dans 1a méme classe que o', Done quel que soit p € 2, il existe [p tel que

le diagramme

M,
Jp /
- Jo
’ . o ’ ,
Ly e M,

,

commute. Itant donné que j, et w, sont des inclusions, on a que f, + V, — V est telle que fp| - = idy,.

I,
Jp 6crit alors [y &idy;, o f) € O(W,). Or, M, = M, pour presque tout p, done (fp)per € O(W); on a
de plus, (,/:7)7,C (M) = M'. Nous savons que

ki

OW) = | |owW) oW, N),

il

done il existe un unique « € 1, tel que :
(_]';,)7,,; S=vur ote € O(W)elv' = (’u;)pcz& e O(W, M),

v s’étend en v id, € O(V), que nous noterons quand méme par abus v. Notons 7, I'inclusion de L dans

v (M), Le diagramme suivant commute :

38



Chapitre 20 Mesures, masses ¢t formule de Minkowski-Siegel.

Or,on aque V' = (I;i)p{ oMy =vu, (M), Puisque o € oW, M), onaque (M) =M. Dong,

M = v u (M) ce qui veut dire que v (M) = u;(M).

Remarque :

Gréce 4 la proposition 2.39, nous savons que Vindice [O{w, (M) : O(W, w;(M))] est égal au nombre de

représentations de L par w; (M) qui sont dans la méme classe que Pinclusion [ — w; (M),

Définition 2.45

On sait qu'il est possible de choisitr M = M, ..., M, des représentants des classes d’isomorphismes dans
14 . Mk P

le genre de M. Soit s € 1T, Posons a{l,, M), le nombre de représentations de L par M, dans le genre de

j L— M.

Proposition 2.46

Soit & € l; alors on a :

a(l, M) = }:[O(WWU s O(W, u, (M)
Gl
o I = {iell, |u(M)= M (I peut étre éventuellement vide.)

Démonstration :

Soient 7y,...,4, tels que u,, (M) = M, ¥j € I',.. Pour tout j € !, on se lixe un isomorphisme g; de
u;, (M) dans M, préservant les formes quadratiques, ainsi que A; @ . — M qui est la composition de
Iincusion de [, dans u;, (M) avec g;.
Nous allons tout d’abord montrer que Pensemble des A, constitue un systéme complet de représentants
de représentations de Lopar M, qui sont dans e méme genre que Pinclusion 5 @ L —— M. (%)
En effet, soit w @ L — M, de meme genre que Vinelusion de L dans M. Vu la proposition 2.44, il
existe un unique j € 11 et f; ¢ My — u; (M), tels que f;u soit l'inclusion de L dans w;, (M). Or, par
construction, gj’1 hy st aussi égale a inclusion de L dans u; (M), Done, (g4 ;) w = hy; ce qui veut dire
que u = hy.
Soit j € I'l,.. Posons X, Vensemble des représentations de L par u; (M) qui sont dans la méme classe
que linclusion [ —— wu,, (M), et Y5, Pensernble des représentations de [ par M, qui sont dans la classe
de hy. Alors, 'application

v Xy — Y

u— gy U

est une bijection. (%%)
Le fait que ¥ soit bien délinic et injective se démontre de la méme maniere que (x). Soit v € Yj; il est
clair que gj'1 v est dans X5 done «7 est bijective.

Finalement, on a :

r

ol M) Y STIX = S0 (M) O(WL UL ()],

71 )
La deuxicme ¢galitd est une conséquence direete de (xx) et de la remarque précédant la définition 2.45. e
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Théoreme 2.47

On a Iégalité :
\ —~ k403 L ’ll
m{ow\"M) = W(O(W, M) Z T(() ST ).
Démonstration :

C’est un corollaire immédiat des propositions 2.43 ¢l 2.46. e

Définition 2.48
Cette égalité est appelée formule de Minkowski-Siegel. Nous nous intéresserons plus particuliérement a

un cas particulier de cette formule :

Corollaire 2.49

Si L = U = {0}, alors quel que sott s € 11, il est clair que a{l, M) =1 est que V = W, De plus, on a
vu au paragmpho D que r[ f1p forme une mesure ()( ). On obtient alors :
pC:
m
Z |() e = o)\ )(V H/l,, (O(My)) .

P&l
N Z S S SR . . N N Ty T e e o rd & £ -
Cette égalité nest vraic que si H'pG = iy, converge. Le paragraphe suivant sera consacré a fixer les 1, pour

tout p de telle maniere que ce produit converge.
H. Normalisation des ju,.

Lemme 2.50

Solent p € & et V, = V' 20 T, oft Voest notre J-espace vectoriel bilinéaire ou quadratique, de dimension

n et défini positil. Soient L C M deux p-réscaux de Vi, et u ¢
L* = B,(u(-), M). Supposons quil exisie k € 11 tel que p ! q(M) C 7 et tel que g(u(x)) = q(z) mod p*.

Alors, il existe u/ @ [ — V, lindaire, telle que v/(z) = u(x) mod pFM pour tout z € L, ot q(u/(z)) =

k-1

[, — M une injection lincaire telle que

g(x) mod p
Démonstration :
Soit f : L — M a déterminer, lindaire, telle que w'(z) = u(z) +p*f(z). D autre part, il existe g : L —

Zp telle que g(u(x)) = g(a) + g(x)pF. Les dgalités suivantes sont satisfaites :
Bol, )+ q(x) + alw) + gl + 1" = gz + 1) + gz + 0)p* = qlulz +y)) = q(u(z) + u(y))
= By(ula), uly)) + q(ulz) + q(u(y))
= B,(u(x), u(@)) + q(z) + g(2)p* + a(w) + g(y)p*

Donc,

gl +y) —gle) —gly) =p k(;’?,,(v.z,(:r,),u(y}) —Flwy)) € Ly Voy el (¥)

Il existe une forme bilinéaire ~ ¢+ Lx L — 7, non loreément symétrique, telle que y(z, z) = g(x) Vz € L.

Caleulons :

g () = qlute) + 9" [(2)) = 8y (ule), [e)) + qlulz) + p79(f(2))
= p@%(u(:ﬁ) )y + gla) + p (e, x) + e ([ ()
= q{x) + /p/"’(f,,(u(:lz)., flz)) + ~(x,z)) (mod pFt).
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1 nous faut done trouver f telle que

By(u(x), f(z)) = ~v(x,z) (mod p).

Fixons 4o € L. La forme —vy(z,50) est un élément de L*. Par hypothese, il existe f(yo) € M tel que
—y(x,90) = By{ulx), f(yo)) mod p. Soient yo,y; € L, ona:

Bo(ulz), f(yo +31)) = —v(z, 90 +y1) = —(v(2,yo) +v(z,y1)) = —(B,(u(x), f(yo)) + Be(u(z), f(31))).

Ce qui veut dire que
olulz), [{yo +y1) = o) = J(y1)) =0
ceci, quel que soit xz. Or, w est injective, done son image contient un base de V,,. De plus 3, est non

dégénérée. Donc [ est lincaire.

Nous allons déterminer au lemme suivant le nombre d’applications f modulo pM que nous cherchions
lors de la démonstation du lemme précédent, done le nombre possible de w’ modulo pF71 M satisfaisant

la conclusion de ce lernmo.

Lemme 2.51

(- 1)

Dans les mémes hypothéses que pour le lemme précédent; on a exactement p— 2 possibilités pour S
modulo pM.
Démonstration :
Soit Iy = T, /plip. L et M peuvent étre vus comme des Fp-espaces vectoriel. Posons %‘P(L, M) lespace
des applications lin¢aires de L dans M, et Bz« (L, 7)) cclui des formes bilinéaires symétriques de L x L
dans . L’application
L, M) — Fy (L
g ﬁr}(71'(')-,.‘}(“))

est clairement lin¢aire ot surjective, car 4, est non dégénérée ot u est injective. Par le théoréme du rang,

nin-1

. . (1) 0.
Done, it existe p7 2z~ éléments de

: . 2 L TRl T
on a que la dimension du novau de ¢ vaut 5?2 — 2% AL A

Wu‘ (L, M) qui vont sur le —~{z,x) du lemme pr('u:éd()m,. .

Lemme 2.52
Soient L., M dans V,, ¢t u comme au lemme 2.50. Alors il existe @ @ L — V,, linéaire, telle que
a(z) = ulz) mod p~ W et telle que q(u{x)) = q(x) quel que soit x dans L.
Démonstration :
2ar le lemme 2.50, il existe o’ tel que o/(x) = u(z) mod p*M et q(u'(z)) = q(z) mod pF 1. Or, on a que
Bau'(+), M) = By(ul), M)+ 'pk-ﬂ"f,,(./‘(-)A, M) = L*. Donc, ' satisfait les conditions du lemme 2.50 mais
pour k + 1 cette fois-ci. 11 existe alors »” tel que
u(r) =/ () (mod p*TIM)
g(u”’(z)) = q(z)  (mod p*?),
Par induction, il cst done possible de so définir pour tout 7 € I'l, une application linéaire u(™ : [, — Vo

telle que :
u(")(:r) =u™ V{x) (mod p*'™ M)
g™ )y = glr) (mod pFrmy.
Posons T = lim,, .~ u" (). Cela a un sens, car ¥, est homéomorphe i 7 qui est complet, et il est simple

de voir que la suite (0™ ), - est de Cauchy, On a done que @ est lindaire . De plus q(u(x)) = q(z) Vaz,

car la suite g(ul™ (x)) — g(x) converge vers 0 dans .
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Proposition 2.53
Soient M un T ~réscau quadratique de Vo p e i, et k € 11 tel que 'p‘“M;f/ C M, et tel que pk‘lq(M;#) C Zyp.

Alors

il O My /0 D) i
pp(O(Vy, My /pR Y M)
Ot gy est une mesure sur O(V},).

Démonstration :

Par propriété de pp,, il sullit de montrer que indice [()(Vp,JWp/pkz\/lrf") : ()(Vp,/\/[p/pk“f'lMg*)] vaut
n(n—1)

p oz :

Posons w, l'inclusion M, —— M [T est clair que M, M et u satisfont la donnée des lemmes précédents.

[’ensemble des applications @ trouvées lors du Jemme 2.52 nest autre que O(V,, Mp/p’“Mf). Le lemme

2.51 nous permet de conclure sachant que les o' du lemme 2.30 sont congrus aux % modulo p* ™ M. e

Lemme 2.54

Soient L et M deux y-réscaux de V), tels que [M @ L] = p. Alors on peut trouver ¢y, ..., e, € V, tels que
no-1

T
M= Tpecet L= o6 +p pn

ie1 :o
Démonstration :

On a que M/L estun groupe additil & p déments, il est done engendré par un élément 7. Soit = un
représentant de Z. Par choix de x, proest dans L, mais pas x lul-méme; pz est done primitif. I existe

alors ¢1,. .., ¢ 1 tels que (e, ..., ¢y 1, pr) soit une base de L. 11 est clair que (e, ..., en 1, z) engendre
P
M., car M = I_l ir+ 1. e

=1

Lemme 2.55
Soient L et M deux T ,-réscaux de V,, tels que [M : L] = p. Alors [L# - M#] = p.

Démonstration :

n no1
Prenons ¢i, ..., ¢, tels que M = Tpes et L= e 4 plipe,. Solent ¢, ..., ¢y, définis lors de la
,  Cn | P P e
21 PERS!
T
proposition 1.21, tels que M7 = E Tpti. Onac
i1
o1
éo_ § SN ot
L7 = pCi + —pCyy .
il

Et, en se souvenant de la définition des ¢, on voit facilement que ¢, = p Le,. o

Proposition 2.56
Sotent L, M, deux " p-réscaux de ¥y tels que [M 2 L] =p, et k€ 17 tel que pk Mt C M, p* L C L
el 2k —4 > k, alors .
(O, L/pR L7y OV, M/pE M7y = pr !

Démonstration :

T e TG . . Je \ . nooee — ne bee A — LO
Choisissons-nous ¢y, ..., ¢, tels que M = 3" e, L= "0 [ lpe + plpe,, M7 = > i1 Lpci et
P 7] - , 1

L* =5 imq —pCi P .

Soit u € O(V,,, L/p" L7 ). Pour tout i € [, .4, on a :
ule) = e+ avee I; € 'p’c L*,
Puisque [p®L7 : p*M#] = p, le nombre des images u(e;) modulo p* M7 possible est au plus de p pour

chaque i € I, _1; done en tout p* !
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Lemme

Soient w et u’ € O(V,, L/p"L#). Si
wie,) =+ 1y, x € pLY
et W)=tz 2 € pFL? e, |
sont tels que z; = x) mod p* M. Nors, uw = o' mod OV, M/pF M),

Ce lemme implique que Uindice cherehé est inféricur ou égal & p™ 1.

Démonstration du lemme :

Puisque z; = 2 mod p*M# il est clair que u/(¢;) = ule;) mod p*M# | done que (u™1w/)(e;) = e; mod
w N (pFM#) Wi € 11, 1. Or, dans notre cas, u *(pFM#) est dgal & p* M7, Pour voir ccla, il suflit de
montrer que Fy(u{c), ) € Ly Vi, jell,.
Sij#n, e €L, ele e L quel quesoil 4; alors, 4,(u(c), e5) € Ty
Sii=4j=mn,onaquep ‘e, € L7 elpe, € L. Done, Ba(ulen), en) = B(u(p ten),pen) € L.
Sii# n=j, vuladélinition des ¢, il est clair que Gy (u(c), u(ey,)) = Bq(ci, en) = 0. Done, G, (u(e;), en) =
Bolulei), en — ulen)). Ov, po, —ulpe,) € p* L7, co qui veut dire que ¢, — ule,) € p* UL# C L. On a
alors Bg(u(c;), e,) € Lo puisque u(e) € L7
Il reste & montrer que (u 'u/){(eyn) = ii(e,) = ¢, mod pFM 7

n

On sait que u(e,) — ¢, € MY, donc, u{e,) — e, = E Lic; avec {; € . [l reste a voir que f; € p’“f}p. Or,

i= 1
n

pey, € L, done u(pe,, ) — pe,, € P LY On aalors Z plic; € 'pk/, 7 Cela veut dire que by, € p’“ 22,, et que
7o 1
Kk 1-
Li €p - »
ID’autre part, on a que 5,(7(c, ). Tle, ) = 9,(¢,, ¢,) pour tout @ € 11, [T est facile de voir que T(e;) =
e+ uw Nal — ) Yielh, rdone, Te,) — e, € pRF MY De plus, u(e,) — ¢, € L C M; alors, U(e,) € M.

I“inalement, on obtient :
Bo(cr,en) = Bo(lc), Wen)) = Bylcelen)) = Ba(ei,en) + 4 (mod p¥) Vi€ ll, .

Done, 1; € pF, ¥iell, ;.

Occupons-nous maintenant de £, on a @

142

T T
glulen)) = qglen + Z Lici) = qlen) + q(z Lici) + By(en, Z tic;)
eS| 321

i1
=qle,) + q(Z Lic) + by = qlen) + L, (mod 7)'“11.7,).
[

l.a dernicre équivalence vient du fait que chacun des £; est au moins divisible par k — 2, et parce que
2k — 41 > k. Donc {,, € p*; »- Ainsi sacheve la démonstration du lemme.
Terminons la preuve de notre proposition :
Lindice [M : pM] vaut p™. I2n multipliant successivernent par p chaque ¢lément de la base de M, il est
possible de trouver une chaine de réscaux Lo = M D Ly D - D Ly, = pM tels que [Ly 1 Liygy] = p. Par
le lermmme, on a que

(O, L Ly O Ly R L ) <p™ T Y

e

Grace a la multiplicativité des indices, on trouve
(O, pMpE(pMYT) OV, MpEM P < pt D,
Or, OV, pM/p=(pM)#) = O(V,,, M/pF 2M7), et la proposition 2.53 nous dit que

[O(V,, Mp" 2 M#) - OV, MpF M) = pr 1,

ps i
On peut conclure, de nouveau grace a la multiplicativité des indices. o
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Définition 2.57

Soient M un réseau quadratique de V', p € £, k tel que pkz’\/lrf"’ C M, et iy, une mesure sur O(V,). Posons

Cu,p = /Lp<()( p/p M /)) : ["MP : T)kjw%i;] K

On pourrait s¢ demandoer pourquoi ¢, ,, ne s’appelle pas plutot ¢, , . ar. Nous allons voir dans le théoréme
prochain que si k cst asscz grand, alors ¢, 5 est constant, et que de plus il est indépendant du réseau

quadratique M choisi.

Théoréeme 2.58

Si k est tel que T)k*]q(M’f") C petph Mf C M, alors ¢, p est constant quand k croit, il est en outre
indépendant du réseau quadratique choisi.
Démonstration :
On a vu a la proposition 2.53 que
Hp(O(V, "WP//P}CA//;/ )) a(n-1)
; T =p o7
1OV .:‘\/[p/pk‘“ 1 .fV/Tf/ ))

De plus, on a :

n- | n(n-1)
)

=M, p*M] 7T

(M, " M) = (M, p M) R pR v )

Done, ¢, phm = Cupi 1M
Soient £, et M deux -réscaux quadratiques de V' otels que L, C M,,. Un brel raisonnement nous permet
{ { 7 7

de dire qu’il existe ¢ € 11 tel que [M, © L] = p®. Il sullit done de montrer que ¢, p m = ¢, p1 avec
[M,, : L,] = p. Puisque nous venons de voir que notre ¢, ,, était constant si k croft, on peut supposer k
assez grand de telle maniere que les hypothéses de la proposition 2.56 soient satisfaites. il s’ensuit alors

que

{0V, /,/c/PkL#) =),
ip{O(Vy, My, [k M

Mais, on a les égalités suivantes :

(M, g MU VT = (M LT Ly pP LY pRLE pk M)
nin 1) i n{n_ 1)

hrmrr; 2.5¢ 7)4;,——— . [[ : ]lﬂl /1]_:f p?

no |

= ])n(n D [I/T’ . 7)/6[/7,}/‘],—2

ot

Done, ¢upm =cCupr. ®

Nous sommes prés maintenant 2 normaliser nos i, Rappelons quiil faut fixer les mesures py, de telle

[T o))
pCE

converge. Il est clair que M, = Mp’// pour presque tout p, il suflit done de voir que le produit converge pour

sorte que

de tels p. Pour ces p, on peul choisir k£ = 1 dans le théoréme précédent. Personne ne peut m’empécher de
dire que :

11p(O(My)) = [O(M,,) - OV, My [p M) - 1, (O(Vy,, My, [pMF))
On trouve alors, griace au théoreme précédent que

)

1OV, My /pMIY) = ¢y [My t pM) T =™
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D’autre part, posons M, qui est. M, /pM, vu comme 7 p-espace vectoriel, ¢l posons aussi O(M,) le groupe
orthogonal pour la forme héritée de celle de Vi, Siop # 2, il est clair que le groupe orthogonal quadratique
coincide avee le groupe orthogonal bilinéaire. Si p = 2 est un “bon premicer”, on pose O(My) comme
étant le groupe orthogonal quadratiquie sur My, car notre forme quadratique n'est pas issue d’une forme
bilinéaire . I2n effet, puisque My = M, ot que Fon a toujours que [.VI.Z’// : My = det By, on en déduit que

B, est non dégénérée sur My, ce qui n'est jamais le cas si g provient dune [orme bilinéaire. Alors, on a :
[O(My,) : OV, Mp/pMp)] = |O(M,)].

En effet, Vapplication

¥ OMp) — O(M,,)
D VA v
Tp + pMy — u(xy) +pM,.

est. clairement bien définic, son noyau est O(Vy,, M, /p M), et elle est surjective, en vertu du lemme 2.52.

Iin résumé, on a :
n{l—n)

p(OMp) =cpp-p~ 2T - |()(Vp)|

Pour de tels p, on verra au chapitre suivant que

l 1 sl n est impair

. rifre } DF

v T B —p 2y 1 " .

O(My)| =2 p7 H (r=p " 1 — 4. ) 7)) sl oest pair.
e 25< "[] !

Ou <— est le symbole de Legendre, et ol d est le diseriminant de M.
Y4
Finalement, on a -

Théoreme 2.59

Dans les mémes hypothoses que préeédemment, on a

1 st n est impair
MY =9 ¢ . A d n .
/‘7'(()(“””)) =2 Gy H (=p ™) (1—=1{~1]-p 2) sinestpair.
NeRi<n p

Démonstration :

Clest immédiat. e
Ce produit converge pour tout n > 2 si on fixe pour toul p, up(O(Vy, M,,/p’“MTf")) de telle manicre que

Cougp =

bt o=

Ainsi, nous avons pu normaliser nos mesures.



CHAPITRE 3

Le groupe orthogonal sur les corps Fy

Dans ce chapitre, nous allons calculer le cardinal du groupe orthogonal pour certaines formes quadratiques
non dégénérées sur F,, p premier. Tout d’abord, nous allons “classifier” grossiérement les formes sur Fy,

puis sur [, avec p premier impair, pour finalement calculer le cardinal de O (IF,) cas par cas.
A. Formes quadratiques non dégénérées sur Ify.

Fixons-nous (V, g) un espace quadratique non dégénéré sur Fy. On sait que Bq(z, z) = 29(z) =0Vz € V.

Donc 8, est une forme “alternée”, de déterminant 1.

Proposition 3.1

0 1 0 1
e ~ e
,)’q_<<1 “>>EB EE<<1 0>>.
Démonstration :

Soient z,y € V tels que Jy(z, y) = 1. De tels vecteurs existent puisque g est non dégénérée.

0 1
B N e ~ P ye - N « i A o A
On adone (V, 8y) =~ <z, y>B <z, y> = << Y e 8 A, ol la matrice A est du méme type que Mg,
car on vérifie aisément que fg4 est un isomorphisme. Donc en faisant le méme raisonnement sur

<z u>

(<'£,y>i,ﬂ’|<gc y>¢)’ on conclut. e

Remarque :
On obtient donc que la dimension de V est paire. On aurait tout de méme envie de dire que certaines
formes sont “moins dégénérées que d’autres” si le rang de 3, est n— 1 par exemple. On pourrait se donner
de nouvelles définitions, par exemple de semi-régularités ou de délectivités. De tels raffinements sont faits
dans la littérature, par exemple dans [6, ch. I, § 16] ot dans [7, pp 6-7]. On pourrait alors avoir une
classification plus fine, mais cela alourdirait mon exposé, surtout que nous n’en n’aurons pas besoin pour

la suite des événements.

Corollaire 3.2
VB - BHouVHB. -BHBEL
O (H, i) est la forme hyperbolique de dimension 2 0 ({41, 02)) = t1 - b2
et (L,v) est la forme “bihyperbolique” de dimension 2 : v((Ly,t2)) = (2 + £ - Lo + t3.
Démonstration :
La proposition 3.1 nous dit que (V,q) = <z, > 8- B <zz,yz2> avec ¢(xi) = a; et q(y;) = by pour

tout i € 11%.

Or, si (a;, b)) = (0,0) alors UYegoys = M st (a;, b;) = (1,1) alors Uy s =V et si (ai,b) = (0,1) on
remplace y; par y; = y; + x; et on obtient q_,. s = H
De plus LH L =~ H 8B H; en effet, le changement de base est :
€1 e+ €3
¢y — e+ €3+ ¢4
si (e1,...,¢4) est un base de LH L.

e > €9 4 €4

Cq > Co + €3+ €y
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Remarque :

Ces observations étant faites, il est donc clair que sin=0mod4 alors V >~ H#..-8 H. Lors du calcul

~

du groupe orthogonal au paragraphe C | nous ne nous occuperons que de ce cas-la.
B. Formes quadratiques sur rp, p impair

Lemme 3.3

Soit (V,q) une forme quadratique de dimension supérieure ou égale & 3. 1l existe z # (0,...,0) tel que
q(z) = 0.

Démonstration :
On sait que ¢ est diagonalisable puisque la caractéristique est différente de 2. Le probleme se résume donc
A trouver z,%, z non tous nuls tels que ax? + by? + cz2 = 0. Posons alors z = 1, il faut donc trouver z et
y tels que ax? + by? = —c. Le lemme 1.40 permet de conclure. o
y tel 2 4 by? Le lemme 1.40 § td I

Théoreme 3.4

Soit (V, g) un espace quadratique de dimension n non dégénéré sur IF,, p impair. Alors &, est isomorphe

4 une des formes suivantes :

0 1 0 1
<<1 U>>EH---EB<<1 0)>

01 0 1 3 0 o
<<1 0>>EB~~EB<<1 0>>Bﬂ<<0 %>> avec —b g I}
Y1 0 1) o T
<<1 0>>EB-..BH<(1 r)/>EE<7> avec a € IFp.

Démonstration :
Si n =1, ¢’est clair.

Si n = 2, deux cas se présentent :
a) Il existe = non nul tel que H,(x,z) = 0. Soit y tel que (x,y) soit une base de V. Si F,(y,y) = 0, on est
content.
ﬂq(;’/: 1)

Si y{y,y) # 0. on pose i’ = 5 ) cx 4y Ona 8,0y, y) =0ct By{x.y) = By(x,y) =5 #0. En
28,02,y

1 . , 01
posant 3’ = - ~y" onen déduit que B, <l ())'

b) En revanche, si 8,(z, 0 pour tout z € V \ {0}, nous savons grace au lemme 1.40 qu’il existe 3 tel
Dq p . ) g q Y

e

1 b
1 D~ av p ar si eprésenterait
que B4(y,y) = 5, donc 3, ~ <§> =2 <§> avec —b ¢ 77, car sinon 3, représenterait 0.

Finalement, si n > 3, grice au lemme 3.4, nous savons qu’il est possible de représenter 0 non trivialement,

donc la forme s’écrit <(1) (1)

) B I avec I7 de dimension n — 2. On termine par récurrence. e

Corollaire 3.5

Tout espace quadratique non dégénéré sur ¥y, p impair est isomorphe a 1'un des espaces suivants :

HA---8BH Type (A)
HeE.-. . 8H&BJ Type (B)
H@B---BHBI Type (C)

oll H est Pespace hyperbolique, J est espace de dimension 2 muni de 1a forme 7 délinie par 7((¢1,%2)) =

. . s . . . . I . .
2+ btd, ~b¢ 77, et | est Pespace de dimension 1 muni de la forme ¢ définie par o(t) = at?, a € IF2.
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Démonstration :
Sachant que 2 est inversible, toute forme quadratique est détermindée enticrement par sa {orme bilinéaire

associée 5,. o
(j. Le cardinal du groupe orthogonal.

Lemme 3.6 (théoréme de Witt)

Soient (V,q), (V',¢') et (W,r) trois espaces quadratiques non dégénérés sur Iy, p premier quelconque.
Alors :
vaw~Vv'E8Wimplique V ~ V',

Remarque :
Le théoréme de Witt n’'est pas toujours vrai si 'on considére des espaces bilinéaires, mais cette version
est vraie sans conditions supplémentaires sur W, méme sur des anneaux semi-locaux (done en particulier

sur IF9). La démonstration est donnée dans [2, ch. ]/, §4]. e

Lemme 3.7
Soit (V, ¢} un espace quadratique non dégénéré sur 7. Posons a(V') le nombre de vecteurs = non nuls

tels que q(z) = 0. Alors on a

(p™ — 1)(p™ '+ 1) si V oest du type (A) de rang 2m et p premier quelconque

aVy=<{ (™ + D(p™ ' =1) sV est dutype (3) de rang 2m et p premier impair
p¥m —1 si V oest du Lype (C) de rang 2m + 1 et p premier impair

Démonstration :

Par convention, nous écrirons m - H pour H8 .- -8 H.
m fois
On va chercher un lien entre o(V) et o VB H).
Soitz e VAH, r=v+hotveleth=(h,hy) € H. On a bien sir que q(x) = g(v) + hy - by, done

si on cherche & trouver les solutions de g(v) + hy - ko = 0, on obtient :
alVBH)=2(p-1)+a(V)2p - 1)+ (p" —a(V)—1)(p~1) n= dimension de V ;

le premier membre compte le nombre de solutions avec y = 0, le second avee g(y) = 0, y £ 0, et le

troisieme avec g(y) # 0. Cela nous donne :
aVB ) =p - a(Vi+E"+Dp-1)
OU €Ncore :
VB —p" T+ l=p-(aV)-p* 1 +1).
Dong, si V est du type (A) ct p premicr quelconque, ¢’est-a-dire si V = m - [, on obtient par récurrence:
alVy=p™ "+1=p (a((m—-2)-H)~ PPt )
=p? (a{(m-1)-H)—p™ 54 1)= ..
=p™ . (a(0-H)—p ' +1).
N’

=0

Ce qui nous donne :

()?(\/) — p'.Z'nL— 1 _ 1 n T)"L 1 + prn, — (an . 1)(])7%' 1 + 1)
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Maintenant, si V = (m —1)- H B J, J délini comme au lemme 3.5, on g :

aV)=p*" T4 l=p-afm—-1)-HBJ) —p* 3 +1)=...=p™ 1. (a()=p+1)=pm™t—pm
——
=0
donc :

u(‘) — P‘ZHL [ 1 + PnL T an — (7)7n + 1)(p7n— T _ l)

Finalement, si V' est de type (C), de rang 2m + 1 et p premier impair, on trouve :

V) =p*" +l=p-(alim—1) HBI) -p*™ 24 1) = . =p™ (al) =p°+ 1) =0
N’
=0
d’ou :
a(V) = p?™ — 1,
[ ]

Théoréme 3.8

Soient (V, ¢) un cspace quadratique non dégénéré sur 2 de dimension n = 2m ou 2m + 1 selon la parité

de la dimension de V', et OF (V) le groupe orthogonal associé. On a

n{n-1) .
2.p (t—p ™) H (1-p %) sV estdutype (A) de rang 2m et p premier quelconque
0<2i<n
aln- 1) ) . . . . .
O7(V)] = 20pT T (14+p ™) H (1—p ) siV est dutype (B) de rang 2m et p premier impair
0<2i<n
nin 1) i . o . . .
2.p 3 H (1—p % si Voest du type (C) de rang 2m + 1 et p premier impair.
O<2i<in

Démonstration :
On cherche & nouveau une relation entre [O,(V 8 11)] et Oy (V)]. Pour se fixer les idées, on pose H =
Fp-h1+ 5, kg, ot q(hy) = q(hg) =0 et 3,(hi, hy) = 1. Soit aussi
w OVEBH)— {z e V\{0} | q(z) =0}
ur— u(hy).
¢ est surjective en vertu du théortme de Witt. u, ' ont méme image si et seulement si u™u’ € {u €

Og(V B H) | u(hy) = hi}. Done, les classes a gauche de ce groupe sont en bijection avec Vensemble des

vecteurs non nuls de longucur nulle. Ainsi, on a :
[O,(VEBHY) =aVBH) {ue O,(VHEI)|ulh)=h}

Nous allons maintenant nous donner une nouvelle surjection :

v fue O VB H) ulb)=h}— F

u—— u(hy),

ot Fest ensemble des by € VB I tels que q(hy) = 0 el 8y(hy, hy) = 1. Comme avant, u et u’ ont
méme image si et seulement si w 'w’ € {u € Og(V B H) | u(hy) = hi, ulhy) = hy}; mais cet ensemble
est en bijection avee O (V), sachant que le théoreme de Witt est valable dans notre cas.
Intéressons-nous maintenant au cardinal de (-

A priori, un dlément hjy de Fs’éerit v+ ahy + bhy, v € Vet a,b €5, Or 1 = §,(h1, h}) = b. On a aussi

que g(hh) = g(v) + ab = g(v) + a.

49



Chapitre 3 : Le groupe orthogonal sur les corps .

Pour chaque v choisi, il n’y a donc qu'un a possible et un seul. Puisque le nombre de v est p™, on obtient
alors la formule :

OV BH) =aVEH) p*-|0V)]. (I)

Nous pouvons done examiner chaque cas :

type (A) : vulelemme 3.7, on a :

|Og(m - H) = (p™ = 1)(p™ "} + 1)p*™ 2|O((m — 1) - H)
— p('.Zm 1) (2~ .2)((1 —p rm)<1 +p »(m-fl))loq((,rn - 1) . Il)k
— p('Zm 1y (2m-2) (2 3):(2m /])(1 —p m)(l +p -(m- 1))(1 —p (m 1))(1 _}_p—v(m-AQ)).

(L —p IO, (= 2) - 1)

(2m-1) 4 (2m - 2) -

Y1 —p™™) H (1-p %).2

0<2i<n
n(n—fl)
2 R T) p) 'VIL | I (l

0<2i<n

=P

type (B) : Si V = (m—1)- HB J, on obtient :

10,(V)] = (p™ + D(p™ ' = 1)p™™ 2|0y ((m —2) - 1] B J)]

:p(Qm 1)« (2mn ‘.2)»»~»'2(1+,[) m)(l F,p——(mn1))___(1+T)—2>(1 -p 1)|O(J)i

Le probléme maintenant est de calculer |O(J)].

Rappelons que J est un espace de dimension 2 de base (e1,eq) tel que fy(ey,e9) = 0, qleg) = 1 et
glea) = aavec a & f%v";)z.

Commencons par calculer le nombre de vecteurs de longueur 1, c¢est-a-dire le nombre de solutions de
I'équation 22 +ay? = 1. On peut voir le membre de gauche comme la norme de z + yy/—a dans Fp(v/—a)
qui a p? dléments. Dane, les vecteurs de norme 1 peuvent élre vus comme le noyau de Papplication
p(V=a) — o délinic par N(x + yy/=a) = 2° + ay®. Le cardinal de ce noyau est évidemment

P

-1 , .
=p -+ 1. De plus, Papphcation

o O(J) — ker(N)

u — u(e;)

est surjective et p(u) = p(u’) si et seulement si u 'u/(e;) = ¢;. On remarque que compter les u dans
O(J) tels que u(ey) = ¢y revient a compter le nombre de couples (x, %) de longuecur a et orthogonaux a
er. Il faut done que z = 0 et par suite ay® = a donc y = £1. Cela nous fait alors deux possibilités pour
y (on a supposé p # 2). 1 suil

1O())] = 2(p + 1).

Tenant compte de la formule {/7), on obtient :

oWi=2- " 1 p ™y [ G-,

O<2i<n

O(J)| =3,

Remarque © Si p =2 ot si J est Pepace muni de la forme 22 4+ 2y + 52, on voit aisément que

et on obtiendrait donc la meme formule, mais avee un lacteur 2 en moins.

a0
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Type (C) : Si V =m - [/ B <a>, puisque p est impair, on a que |O(<a>)| = 2. Ce qui nous donne :

O = p*™ Yp*™ = D|O((m — 1) - HB <a>)]
= pPm @m0 gy TO((m — 1) - H B <a>|

n(n--1) %
=2.p- 7 J] a-p7%).

0<2i<n

Corollaire 3.9
Si V est de dimension n = 2m et si p st impair, alors :
Ny : nn D d - -2
oWVl =2p" 7 (1= (=)p ™ J] 0=»*.
D .
0<2i<n

nine 1) . o ; :
Oud=(-1)"7 det(V) cst le discriminant de V| et (=) est le symbole de Legendre.
P

Démonstration :

On voit que le type(A) correspond & {(—1)"det(V) & '7:';)2

=m(n—1)=mmod2. e

et que le type(B) correspond a (—1)" det(V) & = De plus TL(I—I—-}_)
P 2



CHAPITRE 4

Le groupe orthogonal modulo 8.

Le but de ce chapitre est de calculer le cardinal du groupe orthogonal pour la forme 8 = z1y1+ - -+ ZnYn,

définie sur un Z/8Z-module libre de rang n.
A. Groupes orthogonaux quadratiques ct bilinéaires.

Définition 4.1
Soit M un 7Z/8Z-module libre de rang » muni d’une forme quadratique q. Le groupe orthogonal quadratique
modulo 8 est le groupe OF(Z/8Z) formé des isomorphismes u : M — M tels que g(u(z)) = g(z) pour

tout z € M.

Définition 4.2

Soit M un Z/8Z-module libre de rang n muni d’une forme bilinéaire 8. Le groupe orthogonal bilinéaire
modulo 8 est le groupe OF(Z/87) formé des isomorphismes u : M — M tels que S(u(x),u(y)) = B(x,y)

pour tout z,y € M.

Proposition 4.3

Si Bz, y) =z1y1 + -+ Zayn et q(z) =2+ +2z) z,y€ M, ona

|Om(Z/8Z)| = 2™ /2 |O%(7./87.)]

Démonstration :
Notons OF pour Op(Z/82) et O pour Og(Z/8Z).
Il est clair que OF = {0 € Mo (11/82) | 00" = [, } et que OF = {O € My (Z/8Z) | 00" = [,+4S, S € ¥}
ol Fest 'ensemble des matrices (Si;): jen, telles que S;; = Sj; € Z/2Z et Sy = 0 pour tout 4,5 € [y, .
On a donc que OF est un sous-groupe de OF. Soit ¢ : OF — %, définie par ¢(O) = S o1 45 = O0* — I,,.
Nous allons voir que ¢ est une application surjective et qu’elle induit une bijection entre
Oy modulo Of et F.
é est surjective, car si S € F ona I, +45 = (I, +4ST)([, +4ST)" olt ST est la matrice triangulaire
supérieure formée des coefficients au-dessus de la diagonale de S.
Si 01,04 € OF sont tels que 0205 = 0,01 = I, +- 45 , alors 0,050t = 0y. Done ()1_102050{l =
(O{’lOg)(Oi’l()g)" = [, ce qui nous donne que ()fl()g S Og. Réciproquement, si Ofl()z e 0%, alors
0104 = 0,0} et donc ¢(01) = ¢(Os).
0% induit une relation d’équivalence @ Oy ~ Oz si OflOg € 03.
On a finalement unce bijection : ()(';/N — .7 0w ¢(0), 00,

Puisque [(%] = 24"~ 1/2 on conclut. o

Remarque :
Nous n’utiliserons ce résultat que dans une version atténuée lors de la proposition 5.4, a savoir que O%

est contenu strictement dans ()f;.
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B. Les vecteurs de norime 7.

Dans ce pragraphe, nous allons calculer le cardinal des vecteurs de norme 7 pour ¢ fixé dans Z/8Z.
Pour des raisons techniques, il est bon de se fixer quelques notations:

tin) =z e (Z/8Z)" |z? + - +zi=1}| nelleticL/8L

ui(n) 1= t1(n) —t3(n) + t5(n) — tz(n)

uo(n) := to(n) —ta(n) + t4(n) — tg(n)

e(n) :=t;(n) —tipq(n) i=0,1,2,3

si(n) = t;(n) +tipa{n) 1=0,1,2,3

Si on fixe une variable, on obtient aisément la relation :

car 1,3,5 et 7 sont de carré 1 mod 8, U et 4 sont de carré 0 mod 8; enfin, 2 et 6 sont de carré 4 mod 8.

Ceci nous donne ’équation matricielle :

2.0 00 2 0 0 4
42 0 00 2 0 0
togng 04200020
ti(n 00 4 2 000 2
ouT(n):E etA:20042000
ta(n) 02 0 04 2 0 0
00200420
000 2004 2
2
4
0
, ) .
Done T(n+1)=A"-T1) e T()= ; vn € I1
0
0
0

Les équations précédentes donnent alors, grace & un brefl raisonnement par récurence, que la premiere
colonne de A™ n’est autre que T'(n) e, comme A est une matrice “circulante”, A™ aussi. Dong, la premiere
ligne de A™ est (to(n),t7(n), ..., t1{n)).

Le polyndéme caractéristique de A (qui est aussi le polynéme minimal) est @ X (X* + 256)(X% — 8X +
32)(X — 8).

Caleulons le noyau de A% — 84 + 32/ qui sera bien sir contenu dans celui de A1 —8A™ +324™~1 pour

tout m € 4. Il est engendré par les deux vecteurs suivants :

(0,-1,0,1,0,-1,0,1) et (1,0,—1,0,1,0,—1,0).

Ce qui nous donne les deux équations suivantes :

ui(n+1)=8wun)~32u{n-1) i=0,1 ().
En itérant 2 fois cette formule, on obtient @ u,(n +4) = =2'"%;(n). Done :
w(j +4k) = (=1)*2'%0,(5) pour 1<;5<4,i=0,1,etkell (1)

a3
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Regardons le noyau de A% 4 25613, donc une partie de celui de A2 42564~ pour tout n € I1. On

trouve ’espace :
<(0,0,0,1,0,0,~-1),(0,0,1,0,0,0,-1,0),(0,1,0,0,0,—-1,0,0),(1,0,0,0, ~1,0,0,0)>
Cela nous donne les équations suivantes : ¢;(n+4) = =256 ¢;(n) pour 1 = 0,1,2,3 d’olr :
a(j+4k) = (=1)%2%¢ () pour0<i<3, kelletjell,. (IT)

Le noyau de A lui-méme est l'espace engendré par (—1,1,—1,1,~1,1, =1,1). On trouve alors : so(n) +
4

sa2(n) = s1{n) + s3(n). 1l est clair que Z si(n) = 8", donc :
i=0

8’”.
si(n) + si.0(n) = 5 pour 1= 1,2. (I11)

Il est évident que u;{n) = 5,(n) — s;.2(n) pour 7 = 0, 1. Sachant cela et vu les équations (I’) et (I11), on

obtient le systeme :
$i(j +4k) = sia(j + 4k) = (=1)72""uq(j)
n

§i(7 +4k) + si02(f + k) = —

Ce qui fait :

‘ & 1k
s+ 4k) = (] +4K) + Loa(y + 4k) = (=1)"2" () + —— (1v)
En se souvenant de la définition de ¢;(5 + 4%) et grace aux équations (/1) et (/V), on a:
t(F +Ak) = (=1)F28F T2y () 46 (5) + 87T i=0,1et j €T (A)

Nous sommes donc en mesure de démontrer la

Proposition 4.4

Qidn -3 sin=0oud (mod8), n#0
23m 301 4 201 /2 4 92y sin=1 (mod8)
2 31 422 m)i2y sin=2 (mod8)
L) = {28 3(1 4200 w72 sim=3 (mod8)
2% 31 4ol w9l M%) i =5 (mod 8)
ARSI D T sin=6 (mod 8)
2%n B ol mi/2y sin=7 (mod 8)

Démonstration :

Sin=1+4k,ona
ui(l) = £ (1) ~t3(1) +15(1) = 17(1) =4+ 04+0+0 =4 et ¢ (1) = ¢;(n) —t5(1) = 4. Done, I"équation (A)

devient :

t1(1+4k): (__1)/1:28k‘——1 (22(2'2/r 1+ 1)) _+_8]"’1k:~ 1 :QSk'l((_l)k(Q{Zk"l+1)+24k—1)
:.2'.2n ]((#1)(n 1)/4(.2(n~3)/2+])+2nh'2>'

On en déduit que si n=1 (mod 8), alors :
tl(”) — 2‘2n——1(2n -2 + 2(n~~3)/2 1) zin 2(1 + 2(1 -n)/2 224—n>,
et quesin=>5 (mod 8), on obtient

L]('I'L) — .23n 3(1 _ 2(1 n)/2 _ 22 TL‘) — 23n ~3(1 + 2(1 n)/'l)(l - 2(3«~n)/2).
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Sin=2+4k,ona
u(2) =24 + 21 =25 et ¢(2) = 2" =29 = 0; donc
L](TL) — (_])kzzh\k 1(2216 -1, 25) + 84k+1 — 210/94—3((_1)/6 + 22/‘:)
:2('371 /1)/'2(2(71, 2)/2+(_1)(n—2)/4>.

Sin=2 (mod8),ona:
tl(n) - 2(5n~4)/‘2(2(nf2)/2 + 1) — 23n~3(] + 2(2-—n)/2)1

etsin=6 (mod8), ona
t(n) = 23731 - 227/2),

Pourlecasoun =344k, ona:u(3)=3-2°-2543.25-0=2"et ¢(2)=3-2°-3.25=0, donc

él(”) — (_l)kz28k:f ](22k— 1 27) + 84/6“‘,‘2 — 210k»?-5((_1)k + 22/6-%1)
— 2(5‘!L 5),"2(‘2(7& ]),*'2_1‘_ (_1)(7!, 3)/4>'

Done,sin=3 (mod 8), on a:

t](”) — 2(5n 5)/2(2(n 1)/2 + 1) — 23n—»3(1 + 2(1771,)/'2)7

etsin=7 {(mod8§), on trouve :
/,1<’I'L) — 231%3(1 _ 2(1——n)/2)_

Finalement, si n = 4k + 4, on a :

u(4) =27 =22 429 _ 99 =0l (1) =2V —2Y =0, dout :

fq('l'l,) — 8n71 — 23n~3.

Remarques :
a) Les petites valeurs de uy(n) et de ¢1(n) ont bien str été calculées grace a 'équation T'(n+1) = A™T(1).
b) Par la suite, nous aurons esscntiellement besoin des L1(n) sous la forme donnée a la proposition
précédente, mais les équations (/) — (1V) et (A) nous permettant de caleuler les autres ¢;(n), nous
obtiendrons une formule plus compacte que la précédente, A savoir :

Proposition 4.5

2% 34 2% cos (D(2i —n)) + (1) 2200 sii=n (mod 4)

L) = {szn.:z + 275 cos (2(20~mn)) siiZmn (mod4)

Démonstration :
Une rapide vérification nous permet de voir que la formule marche pour 44 (n).
Commengons tout d’abord par calculer {o(n)
Sin=1+4k : ug(1) =1to(l) —to{1) + t4 (1) ~ (1) =2+ 2 =4 el ¢g(1) = Lg(1) — £4(1) = 0.
Done vu (A), on a :
Lo(n) = ((__1>(71, 174 o(5n-5)/2 | o3n- 3)

— (23n~3 + 2(5n~5)/2)’

sin=1 (mod 8). Et,
lo{n) = (2% — 9B 9/2)



Chapitre 4 : Le groupe onhogonal modulo 8§

sin=5 (mod 8)).

Sin=2+4k:
up(2) = 2% =24 + 22 = 0 et (2) = 2° — 2° = 0 donc tg(n) = 23773,
Sin=3+ 4k:

up(3) =2° —3.25 425 - 3.25 = —27 ot ¢(3) = 0.

Donc, on a to(n) = ((—1)n D/ 200 872 4 93n 3) — (93n -3 _9(6n 5)/2y gi =3 (mod 8) (respecti-
vement (2573 4207 81/ 2y i =7 (mod 8)).

Sin=4+4k:

up(4) =27 - 328 +3.27 - 3.28 = - 210 ep ¢4(3) =27 ~ 3. 27 = 28,

Donc, on a tg(n) = ((—1)/4(200n=4)/2 4 92n—1) 4 93n=3)  (93n=3 4 960 =1)/24 9201y 5in =0 (mod 8)
(respectivernent (2373 — 25n-4)/2 L 92n-1) 5i , =4 (mod 8)).

La relation (*) nous donne : {{(n+ 1) = 2t,(n) + 4tg(n) + 2t5(n). On trouve alors facilement t5(n). Puis,

en faisant varier judicieusement ¢ dans (%), on trouve les autres ¢;(n) . o

E. Preissmann et H. Joris mont aimablement donné d’autres démonstrations plus analytiques de ce
résultat qui par ailleurs cst cité dans [8, ch. 77, §9]. Le lecteur trouvera ces démonstrations dans Pappen-

dice de ce travail.

C. Le cardinal du groupe O}.

Dans ce paragraphe, nous allons donner une formule calculatoire pour ](}}; mais pour y arriver, il
faudra établir unc forme “canonique™ a toute forme bilinéaire non dégénérée sur 7./87, puis chercher les
vecteurs de norme 1 qui ont des supplémentaires orthogonaux pairs. Ces vecteurs seront appelés “mauvais

vecteurs”, car le théorome de Witt ne s'applique pas pour cux.

Lemme 4.6
Soit (V, 8) une forme bilinéaire de dimension n sur /87, Si z € V est tel que Sz, z) = a impair (donc
inversible), alors § ~ <a> B U. Dautre part, si 3z, z) et By, y) sont pairs mais que B(z, y) est impair,
alors V >~ <z, y>H <z, y>".

Démonstration :

v @) \_
Bz, x) ’A> =f, donc |,

a) Si [ est une application linéaire de <x> dans 22/8Z, il est clair que 8 <
est non dégénérée. La proposition 1.5 nous donne : V o~ <a> @ <a>+.

__ . estnon dégénérée, il suffit de trouver
<SR

un z = Az + py el que Sz, x) = f{x) et S{z,y) = [(y), ce qui nous donne le systéme suivant &

b) Soit [ <z,y> — /8 linéaire. Pour prouver que 3

résoudre : )
ANz, z) + nbly, z) = f(x)

M, y) + 1By, y) = fy).
En posant p = [(x)8(z,y) (1 — 8z, )8y, y)) — [y)B(z,z) et A = Bz, y) (f(y) — ub(z,y)), on

conclut grace a la proposition 1.5. e

Corollaire 4.7

Toute forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur /877 est isomorphe & une forme du type :

L ii 7
<(11>EE---EE<(1J>EE<<bl (11>>83~~-EE<< nd >>,

di ¢ d;, ¢

. . . by d\ . .
ol ag impair Yk et det (dl (('> impair V.
7} CL
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Chapitre 4 : Le groupe orthogonal modulo 8

Démonstration :

Sl existe zq tel que 8(z1, 1) = a7 impair, alors par le lemme précédent : 8 >~ <a;> B V. Et on refait le
méme raisonnement jusqu’d cc que 8~ <a;> - B <a;> BV’ ot 8z, ) pair Vo € V'. Comme § est

non dégénérée, 3z, y1 tels que Jlzy, vy ) impair, done par le lemme précédent :

3(-7617351) ﬁ($1 7/1)> 1"
B>~ <a>B. B<a,>BB<(|’ e >BV
Vs (ﬂ(rl,yn By, y2)

et on termine par récurrence. e

Corollaire 4.8

Si (V, 8) est non dégénérée et de dimension impaire, alors il existe z € V tel que B(z, z) impair. On dit

alors par convention que V' est smpair, sinon, V est dit pair. e

Lemme 4.9
Supposons que FBV ~ FB V' el que E, V et V' sont impairs, alors V ~ V',
Démonstration :

Cette version du théoréme de Witt est démontrée dans [2, thm 4.5, pp. 82-83] o

Lemme 4.10
Soit (V,3) el que M5 = [, et n 2 1 (mod 8). Si 2 € V est tel que Sz, z) = 1, alors il existe U et
ye U tels que V = <x>H U et 8y, y) impair.

Démonstration :
Par le lemme 4.6, on sail qu’il existe U avec V = <z> B U. Par le corollaire 4.8, si n est pair, donc si
dim(U) est impair, le lemme cst prouvé. Sin est impair et n 21 (mod 8), on a que dim(U) est paire

et det(U, B]U) = 1. Supposons que U ne représente que des éléments pairs, alors :

. a1 < Qin-tys2 Cino) e
U=< >EoB| N e s

1 by Con-t1y72 (n-1)72
a; ¢
(o] b7'

> = —1ou3d, et ¢ est
C; bi

a; C; . . . . . .
avec det ( t 1) impair. Mais puisque a;, b; sont pairs ¥i, on a que det <
impair Vi.

. . . . . 1 0 1 « 10
Soient A et « impairs, grace aux matrices de changement de base 0 A \lo 1 et o 1/0°0

. . ‘ a o 0 1 2 1
montre facilement que I'on peut supposer que | =11 o)ty o)

C; bi
Or, sur Zy on a la relation :

2 1 2 1 0 1 0 1 Lo
(I 2>EE<[ 2>~<[ ())EB<I (J> (théoreme 1.41.)

donc a fortiori cela est vrai sur o /8 7, = /87 Iinalement, pour une raison de déterminant, on peut

a; ¢ _ 0 1 .
(c?; bé>‘<1 o) v

Résumons-nous. On a donc montré que :

<1>Ba<“ l))EEmEB(O 1>:<1>B§J~-EE<I>

sSupposer que

I« 10
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. , N . (
Mais cela n’est pas vrai. lin eflet, on a <1 >H < 1) é) ~ <I>B<1>8B<-1>. (la matrice de changement
i1 1
de baseest | 1 O 1 }). Donc, on a
0 -1 -1

<l>B---H<l>2<l>H - B<l>B<-1>8 - - B<-1>.
(n41)/2 (n—1)/2

Le lemme 4.9 nous permet done de dire que :

<I>E---B<l>x—(<I>8--B<1>).
(n=1)/2

On en déduit donc que £ ((n—1)/2) = t7((n—1)/2), mais celaest fauxsin Z1 (mod 8) vu la proposition

4.5. On a donc une contradiction. e

Lemme 4.11
Soit (V,8) tel que Mg = [, et n =1 (mod 8). Posons = = (ai,...,an) tel que S{z,z) = 1. Alors, z
posseéde un supplémentaire orthogonal pair si el seulement st aq, ..., a, sont tous impairs.

Démonstration :

“¢:” .
[#3] g as P R | Qq,
a; 0 a3 ... dn_1 dn
[¢5] as 0 e Ayl Ay
Posons M =
a, a ag ... 0 [22%)
a1 az az ... ap-1 O
10 0 o ... 0
0o 0 -1 -1 ... -1
0o -1 0 -1 ... -1
Onadonc: M.V = 0 -1 . : =<1>H A
: : : oo=1
0O -1 -1 ... =1 0
1 ... 1
Aest dutype Igg — Jgg ot Jge = | ¢+ - | . Bien sur, Jgfk =0 (mod 8), donc A- (Isx + Jsk) = Igk.
1 1

Ce qui veut dire que A, done M, est inversible, [5t trivialement A ne représente que des éléments pairs,
13 :” :

Montrons la contraposéce : sans limiter la généralité, on peut supposer que ay, est pair. Comme 8(z, z) = 1,
etvulelemme 4.6, onaV = <o>B<r>  Deplus, a2+ +a2 [ =1oud (mod 8) done (ai,...,an 1)

. ) . . _ . . o : . P .
posséde un supplémentaire orthogonal 17 de dimension impaire pour la lorme 8" définie par la matrice
In_1. Alors, il existe 3" = (by,. .., b, 1) € U tel que 8'(y, y) soit impair. Finalement, y = (by,...,b,1,0

n—1 3 Yy 1 s ! vy » Y ) ) 3

appartient & <z>=, ¢t 4y, y) est impair. o

Remarque :

Il y a donc 4™ “mauvais vecteurs” sin =1 (mod 8).
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Théoréme 4.12

Si Vo= (/8" ct 4 est la forme bilincaire définic par la matrice [, alors :

058 =[] (k)
k=1

ol t’l(k):{h%) sikZ1 (mod8)ouk=1

br(k) — a4k = 23 31 — 20-R)/2y(1 4 2B-K)/2) si k=1 (mod8)et k#1
Démonstration :
Par récurrence sur n : st n =1, c’est clair.
Supposons que n Z 1 (mod 8), et soit x € V tel que 8(z,z) = L. On sait que <z> B <z>* ~ (Z/8Z)",
donc vu les lemmes 4.9 et 4.10, <z>~ ~ (Z2/82)""!. On conclut alors par récurrence, en raisonnant sur
<zr>".
Sin=1 (mod 8), on prend z tel que Az, z) = 1, x étant un “bon vecteur”. Alors, en faisant le méme

raisonnement., et en utilisant le lemme 4.11, on conclut. e

Remarque :
Cette formule est en contradiction avee celle citée dans [5, ch. V, 25, pp 186-187], mais nous avons toutes
les raisons de croire que la notre est la bonne. 15n particulier parce que la formule de Minkowski-Siegel

que nous obilenons lors du chapitre suivant correpond & celle citée dans [4, ch. 16, §2].
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CHAPITRE 5

Calcul explicite de la formule de Minkowski-Siegel pour les
formes entieres et définies positives.

Pour ce chapitre, on se fixe (M, 8) € %, V = M @, p, une mesure sur O(V,) pour tout p € I, normée
de telle maniére que ¢, p = %, et My =M, M,, ..., M, des représentants de chaque classe d’équivalence
dans & , le genre de M.

Théoréme 5.1

Rappelons que m(o(V)\g(V)) représentc la mesure d’un domaine fondamental pour O(V) relatif & O(V).

Cette constante ne dépend que de n, nous Uappellerons ¢(n). De plus, on a :
q pp p

1 1 {n —1 i
c(0) =1, ¢(l) = 5, ¢(2) = 5o oL eln) = dL—l ol pp, est le volume de la boule B™, n > 3.
2 27 -

Démonstration :

Ce résultat, qui demande une bonne vingtaine de pages de preuve, est démontré dans [7, ch.X, § 34.]. 1
est aussi prouvé dans [5, Satz 26.1] avec les recommandations d'usage concernant cet ouvrage. Enfin, il

est démontré dans Particle originel de Siegel [11, Hilfsatz 26 + §9 et §10]. o

Corollaire 5.2

i-n?  n2-8n-9 = , . . . .
TE 27 R : 13- (2i—1) (=1 si n est impair
eln) = o ez
—-n? n? _gn-8 n-2\) 2 . , . .
2T (B 1-3--... (2i —1)-(i—1)! sin est pair.
i=1
Démonstration :
On rappelle que
77
fn =

CE+1)
XX, }

ot I est définic par I'(z) = [, 1% ‘¢ "dt. Ceue fonction est définie sur les nombres complexes de partie

réelle strictement positive. On a :

cln— D2 41 =
c(n) = { ) <n2 ):...: ’: -
n-mz? n w7 72
T ’l
2. (2
2 Hl (5+1
_ 2=zl
= w(nt 1)
nl-m T
La derniere égalité utilise le fait que I'(2) = % -72 ol que 1'(2) = 1. Ces propriétés de la fonctien I' ainsi

que toutes celles que jutiliserai par la suite sont citées dans [1, ch. 6].

Comme autre propriété, on a que 1'(z + 1) = zI'(z) Yz, donc

il:[xr(é)

n(n--1)

c(n) = —————
-2n 1 R
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La fonction I' est telle que :

i 1 1.3 2m — 1
m+1)=m! et I(m+4 E) = Qm( m >7r% pour tout m & 1.
Supposons que n soit impair. On a :
n_1 n-l
2 2
I r@=IIr@=]I6-v
1i=2,4,..n-1 i= i=1
On a aussi :
o1 n—1
L T R (20— 1)-72
II rgy=]]rie+g=n 5
1= 1,3,...,n 1= PEED
n—1
l--n LER 2
—927% g [.3..... (20— 1)
i=1
Dol : )
1-n? —n2-8n-0 N
cny=ma 27 J]13 o @-1)- G-
i=1

Si n est pair, on a :

122, i i-1
et
oo~ 2
j 13 (2 = 1) 72
H I'( ):Ti'% :
2 2
1213, . n-1 1= 1
n—2
) 2
L (2-myn n .
=277F .73 1.3 (29-1).
=1
Donc
-2
2 w2 onos ML — 2 2
— T ) B ( |. e (D (g — |
en) =="7% .2 { 5 ) Hl 3 (20 -1)-(z -1,
v 1
[ ]

A. La formule de Minkowski-Sicgel dans le cas de %,.

1
Supposons que M soit de type (I1). Alors, n = 0 mod 8. Posons ¢(z) = 5[3(1‘,1'), M est un module

uadratique non dégénéré pour cette forme. On a done M, = M#, pour tout p € ®. On obtient alors
q £ I P pok P

griace au corollaire 2.49, au théoréme 2.59, ainsi qu’au théoréme 3.8 et au corollaire 3.9 :

‘/!cgn:c(n)-H(IAT,'%) 1,H H (1-p 2:') 1

pC# pCFO<li<n

Ceci, parce que le discriminant de M vaut 1.

Théoreme 5.3

On a: )
By T

. nl-mn . 23
\/%?,, =2 (2)' H i321| 5
277 4=1
ol B3; sont les nombres de Bernoulli. Ces nombres sont. définis dans [1, ch. 23] par exemple.
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Démonstration :
Nous avons tout d’abord besoin d’un résultat classique sur la fonction ¢ de Riemann :

T 21
C(26) = H(1 —p )= (22(22.)! [ Bas .

p€EF

Ce résultat est démontré dans [10, ch. V [/, Proposition 7]. On trouve alors :

n--2

- n2 02 6nes ML — 2 2 . . (2%)% (27’r)2i
= 1. f 8 . . R SR £ P (7 — 1. . .
Mg, =T 2 (——)! I[vs (2i = 1) (i = 1125 II 5] K,
| 0<2i<n
Byl
ou K = (nSI . H |Bas|. En développant, on trouve :
2] 4=
n_2
—n<-+4+2n n<—2n —n“—-6n n —n+ n“—-2n —_ 2 ) — ; '
//{g{ . 24‘2 -7r242 o 28(; 9% 9 22.2 242 .(TL 2)1 1-3 (?Z 1)(2 1)K
" : 2 e (21)!
n -2
n2-10n48 n—2 2 (L—l)'
=2 . -K
( 2 ) 2t )
-2
77.1 10n+8 2 1 K
= R _
2 o {
2=:1
=2I"". K
[ ]

B. La formule de Minkowski-Siegel dans le cas de #,.

Supposons maintenant que M soit de tvpe (7). Puisque la formule ne dépend que du genre, on peut
supposcr que 3 soit la forme ziyy + - + Ly Posons gla) = Sz, x). Cette fois-ci, (M,q) est un
module quadratique dégéndéré. On a néanmoins M, = :\/Ip’?’ pour tout p différent de 2. Pour p = 2, on
trouve Mo = ‘ZML,/'I. Le but est de caleuler py(O{My)). Grace au théoreme 2.57, nous savons que ¢, 2 est

constant si & =4 par exemple. On a :
19(O(My)) = [O(My) : O(Va, M2 MF)] - 1aa(O(Va, Mo 2" MF)).

On trouve alors, par la définition de ¢, 2 :

(2(O(Va, Mo/ 2 MEN) = e - [My s 3My) 2 = cyp - 27
Proposition 5.4

Posons My = My /23 M, vu comme /8 -module. Alors :
33 [ Ya v 1 T QT 1
[O(My) 1 O(Vy, My/2°M3)] = |0%(My)| - o = |O%(Z/82)] - 3

Le groupe Og(7/82) a ¢té ddfini au chapitre 4.
Démonstration :

L’application :

Y O(Mg) — OF(7/87)

U — 1_1,2.\/]2—-*.]2

4 2 My e ulx) + 2 My
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est bien définie * . Son noyau est bien O(Va, My/2° Ma). Mais on ne peuL pas utiliser le lemme 2.52, donc
¥ n’est pas foreément surjective. On va montrer que [OF(Z/8Z) : Im(4)] = 2.
Soit w € OF(--/8Z). 7 peut étre représentée par une matrice A € Mn(.;;,g) telle que A- A =1, +8- B ol

B est une matrice symétrique. Soit
O(/82) — (F2)"
A diag(B) (mod 2) avec B telle que 85 = AA* — I,,.
Lemme

@ est bien définie, en outre, p(A) = (0,...,0) si et sculement si 4 € Im(y)

Démonstration du lemme

Soit A € O%(%/8%). Supposons que A; et Ay € M, (Zy) sont telles que A} = Ay = A llexiste C € M,(Z5)
telle que A; = Ay +8C. On a :

L, + 881 = Ay AL = (A + 8C) (AL + 8C") = I, 4+ 8( By + A2C + C AL +8CC*).
Et on remarque que
diag(B31) = diag(By + A,C* 4+ C AL + 8CCY) = diag(By)  (mod 2),

car diag(X + X)) = 0mod 2V X € M,(72). Donc ¢ est bien définic.

Soit A € Im(%); il existe en particulier X et I3 telles que
(A+8X) (A+8X) =1, +8(B+ AX"'+ XAy =1, (mod 16).

Done B = (AX" + X A") mod 2, ce qui veut dire que diag(B) = (0,...,0) mod 2.
Réciproquement, soit AA" = [,, + 813, avec B n’avant que des éléments pairs dans la diagonale. Posons

B~, la matrice triangulaire inférieure telle que B~ + B"'=DB.0Ona:
(A=8B A(A-83 A)=1, (modl16)

et Ay = (A =8B Ay = Amod & On refait Te meme raisonnement, on a Ay A} = 1, + 16B,. On vérifie
que diag(B1) = (0,...,0) mod 2, et on obtient Ay = Ay + 16C, € M,.(1y) telle que Ay A4 = I, mod 32.
2t ainsi de suite; on trouve alors une suite (A, ), qui converge dans M, (Zg). La limite de cette suite
est une matrice X de Q(My), et on a X = A mod 8 Done A € Im(4)).

Ainsi s’acheve la démonstration du lemme.

Notre application ¢ est surjective. I2n eflet, soit B € M, (Zs) symétrique. La somme
pp kg . 3 P

1 1 ey 8 mer LB (2 — 3) .
L, + 5 (83) — 5 _)~(b/>’) SRR (8B + (=)L T 8B)" +---
converge. En effet, dans n! nous avons au plus [5] + [§] 4 - - facteurs 2. Or,
[7’L]+['TL]+ < 'L+7’L+ _ (1 L 1 ) =n
274 —2 4 2 4 '

La norme p-adique du n-iéme terme de notre série est donc au plus 27", elle est alors convergente. Notons

A sa limite, qui est une matrice symétrique puisque 53 est,

X R P . . . . L o . )
* Remarquons que 37 aurait €€ bien définic aussi, si nous avions pris ()qb(_. /b) comme groupe d’arrivée. Nous prenons alors le plus petit

des deux (voir le premier paragraphe du chapitre 4).
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Tout le monde aura reconnu dans cetie somme, le développement de Taylor de /1, + 813. Donc, on a :
9 o T
A=A A =1, +8D.

@ est donc surjective, it suflit de prendre B avec une diagonale convenable.
Il nous reste & voir que Ay Ay € Im(%) si et seulement si (A1) = p(As2).
Supposons que A7 Ay € Im(%). On a (AflAQ)(A;lAQ)‘ = I, + 8B avec B symétrique ne comportant

que des éléments pairs dans la diagonale. Calculons :
(AT AD(AT Ag)t = A7 (In + 8B2) AL
On vérific que A7 1A} "=, - 8ATIBIAY ", On trouve finalement :
I+ 8B =1, +8A; (By — B)AL

Autrement dit, A7'(By — /31)/“]—‘ = 3 mod 2; done diag(By — B1) = 0mod 2, ce qui veut dire que
p(Ar) = p(Aa).

On démontre la réciproque de manicre identique. o

Lemme 5.5
Supposons que n soit impair, alors on a
) T ] P R ) 1
- [T [[0-p #0222 B,
P

0 2i<n ped

Démonstration :

Le corollaire 5.2 nous permet de dire :

[SN)

). J] [[0-»%) == -n*"z'%ﬁ.Hl.:a----.(z«,:—l)-(i—l)!- 1T

0<2i<n pek 2w ] 1=2,4,...n—1

i
| 8]
=X
1z
.
]
B
2
.
3
N
-
3
H
Lo
o
(S
|
—
N
bl —
~—~
o,
]
—
=
I
o]
L
&
N

(20)! i=1
[
n? Bn7 1on (I——l)‘
—9 9 1By -
I 9273 ORI | By Byl
2z
VL;']
:27l2']§n+ll .eran 2 l
4
[EED|
)5% y 22 1 I
= (711);“32377 ];
®
Lemme 5.6
o
Posons &(s) = Z(—l)k(lk + 1)7%. Alors, pour tout m € [, on a
k=1

I’L(Q’H’L—f—l): H (l —‘(—1)7)_;1 'T)W(Qm#])): (_"—“_|E2'm.la
2(2m)!
peEr\{2}
Ot £; sont les nombres d’1uler. Ces nombres sont définis dans [1,ch. 23] par exemple.
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Démonstration :
La deuxiéme égalité est citée dans {1, 23.2.22]. I)’autre part, on a
o

(82
K(s) = E &
n

n=1

On vérifie sans peine que les ¢, sont multiplicatifs, donc

oG
k(s) = H g cpmp "7
j4s

Forn=0

Or,
1 sip=1 (mod4)
Cpm =< (1) sip=3 (mod4)
0 sip=2

(p - 1)m

On trouve alors ¢,m = (—1)" 2  si p est impair. Pour un tel p, on a:

Z((”U% T = (1= (1) p¥),

=0

par propriété des séries géométriques. On a donce bien :

/’i(\): H (lﬁ(_l)p—zl-p (2”“1)).

N2}

Lemme 5.7

Supposons que n = £2 mod 8, alors on a

e(n) - H (1-p 2y 1 H (1_(_1)5",7,*%:%.”«;%2.32.....

0<2i<n peN{2)

Démonstration :

a2 2 fnes T — 2
zp? onfobues

Bu_sl.

). [[ =p 7

0<2i<n pCeE\{2}

-27‘—2n—71 .
:(T;T)_'-u«,%g By
5 )

Nous voild enfin prét & démontrer le théoreme principal de ce diplome.

65

Bn~2|-
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Théoreme 5.8

2-1nt n
14277 )(1 —272
d+2 ),(“ ) By By-- By ol sin=0 (mod8)
2-(3)!
rn—1
277 41
{(n—zn_tf—)’ﬂ/}g--»--l?n-.,d sin=+1 (mod8)
1 .
‘/ﬂ%an = m“‘;%ﬂ '132""'1'3”,21 sin=4+2 (mod 8)
()
2% 1) .
e By - By sin=+3 (mod 8)
QTL(T])'
1-2°7)(1 - 27 ,
( ; ()EL)' 2) By By B, o] sin=4 (mod 8).
A7

Démonstration :

Vu la proposition 5.4 et le théoreme 1.12, on a :

3n(l--n)

po(O(My)) = c,p-27 7 =277 |OF(Z/87)

n
drn(l-n)
S SER TR B > IR
=2 20 [ ak).
k=1

a) Supposons que = 8. On a, grace au théoreme 4.12 et & la proposition 4.4

, ‘ :2 f}_.’)—w\./l.rﬁ»hf;»---ll Q. X __22 _ -1 _ -6
/LZ(O(A/I2)> = 2 il (1 +2,;)(1 _Q,A/l) (l )(1 2 )(1 2 )(1

=26, a +2”,3>1(1_2”4) {1=2"H1 =271 =251 -27%).

Si p # 2, on trouve comme pour le type (/1)
/171(()(]\47))) = (1 - P 4) : H (1 - Pvlzi)v
0<2<8
On trouve alors

21) (1 +2 3)(1 ~ 2 4)

My =c®) - JJ0=-p D T TTO=-»- =

pel 028 pe ™
142 31 -2

La derniére égalité vient du caleul fait pour le type (/7).
b) Supposons n = 0 mod &, n > &, ot que

5 3(n- !(4))(71 9)

’ (14277")

Calculons :

R~n 10

O3] = 250 D e S (B (] 2T (14 27 (1 = 27T ) (1 127
(1421 -2 (1 42

= n--8
=) l()ﬂ l
3(2n-9)+3(n-8)(n—9) 10—-n
7

=TT g (1 = 25 (1 = 21 (1 = 28 (1 — 28 (1 4 27T

(=21 =271 (1 - 210"

(l —22)(] —_ 4) . (] . 2'.2*—n) ) (1 _2%)

- 2"'4)
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Donec,
R LTCTEE S, .
po(O(Ma)) = ¢ -2 7 2 -2 " OB(/80)]
= — (1=21 =277 (1 -2 (1 =2"2),
(1425 )(1 -2 %)

On trouve alors :

Map, = c(n)- H(l —pE)L. H H(l ), (1 +27)2(—1n_ 2-%)

p&l 0<2i<n pel
(1427)(1 ~ 274
1-(E) -2 o
(1425 (1~ 27 %)
2. (2)!

ST

)~|B%~Bz-~---3n42|

o
~

By - By Bl

¢) Supposons = 1 mod 8.
Sin =1, on a clairvement que Az, = % Supposons donce n # 1. Grice au calcul précédent, a 1

proposition 4.2 et au théoreme 4.10, nous pouvons dire que

dr(n 1)

Sn(n | 2 .8 . 1-n 3—n
paO(Ma)) =2 " 12 5 )'ﬁfﬁ-<1w2">~----<1~2“"">(1*2—2 )(1+2%77)
9on 2 .
:(1+.)! )(112”) (1_2\; !L)(1_21 H,).

(142775 2%

‘//L/E?’n = SR (”Tl)| . |]32 PN Bnm1|
n—1
(277 +1)
= By Baal
n (T’_(’l)!
= 2
d) Supposons n = 2 mod 8.
Calculons :
3rgn- ] Br(re- ) 8 . ) 5 -n
Oz = 27570 2 2 2 2 ) e (-2 42
2

:2—n—1—‘3 . (1 ) .2)(] 9 1)(1 ~_22xn)‘

. . . - . . . —.on — P
Or, le discriminant de M vaut —2™: donc, st p est impair, le symbole de Legendre ( ; )= (~p—1) ={(-1)7=.

On trouve alors :

Oe 2i<in i {2}
o o 2 2n-
<rm;, 3 4 - \ s I}z /},L zi
1
= on 1'(”,,1-)7’ L 2 By B3y 2|
¢) Supposons n = 3 mod &,
On trouve :
YL o -2 -4 n3--n al-n 8
/LQ(()(]V['Z)):CM'Q‘E (] _.2 “)(1-2 ) """ (1 —2 )(1“—2 )—‘—IT
(1—-277)
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D’ou ‘
My, =272 (1 =277 . e(n) - 1T TIa-»-
0<2i<n pelf
emme 5.5 2nd—4dn+4a 2!1—:_ -1
lemme 5.5  2ntptasd (.%__) By .- Bo_il
(2!
(27 -1
ey et
f) Supposons n =4 mod 8.
On obtient :
272 -2 —4 2-n -
p2(O(My)) = —— (1 =-290=-2"") - (1-27"01 -27).

(1-25%)(1 - 2F)

On a alors :

M, =2 P (=21 2T ) o) [Ja-p7) - [ JJO-p

pGcl 0<2i<n pCl

By Bo-e Ba ol

g) Supposons n = 5 mod 8.

On a:

_ p rv‘:n .<l_2’2)(1v274).””(1_23~~-n).(1“217n).

Comme pour n = 3 mod 8, lc lemme 5.5 nous permet de dire que

25— 1)
\//L/;{f'“ == m . |B_2 e B,L 1}.
h) Supposons n = 6 mod 8.
On trouve :
o-n 2 o ] ,
/LQ(O(/WQ)):Z‘*Q—?'U~2 D=2 (=2 (=20
1—-277
-9 no2 (1 ) 2)(1 _ 21\/(1 _2/]n)(l _22 Vl)
Par le lemme 5.7, on a -
1
\//{,7‘52”“ = m ’ ilzr—z /5)‘2 """ [))77 )'
i} Supposons enfin que n = 7 mod 8.
On finit par trouver :
; 2 P -4 3-m PR
1o (O(Ms)y =2 (=271 =27 (1-2"™y. (14277

:);n—:z
= NECTE
(1+27)
L lemme 5.5 nous donme alors .

2" 4
P S VT R
Coon (!

Voila ! e

(1-=2290-27N. ... =2"") . (1=2"m),

p2(O(My)) = (TT (=271 -2 (1= 2 (1= 27T ) (T4 2T

2-n
s 3 )
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C. Applications et conclusion.

La formule de Minkowski-Sicgel ¢st utile pour calculer le cardinal de 7, ¢t de G, autrement dit pour
trouver le nombre de classes d’équivalences de .

Le cas de %,
Si n = 8, on sait que 'y défini au chapitre 1 est un élément de &,,. 11 est possible de voir (Bourbaki,
groupe et algébre de Lic, chap. VI, §1, N°10, ou alors [4, ch 2, p. 50] ) que

O(lg)] =21 3%.5%.7.

Or, le théoreme 5.3 nous donne
1

On en déduit donc que [€xf = 1.
Si n = 16, posons
2 0 -1 o o o 0o 0o 0 0 0o 0o 0 0 0 -1l
0 2 -1 6o o o o o0 0 0O o 0 0o 0 0 0
-1 -1 2 =1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 2 =1 0 0 0 0 0 0 0 0
. o 0o 0 0 0o 0 -1 2 -1 6 0o 0o o0 0 0 0
Ps=1 9 o 0o 0o 0o 0o 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
o o o 0o o 0 o 0 0 0¢ 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 0
-1 0 0 0] 0 0 U 0 0 0 0 0 0 0 0 4

On peut montrer que
Oy BU] = 2% 305777 ot [O(1g)] =27 - (16)!

Le théoréme 5.3 nous permet dallivmer que

done que |%16] = 2.

%a4| = 24. La détermination de ces classes d’équivalences a été

Sin = 24, ca ce complique, on a que
faite par H. Niemeier en 1968, La liste de ces réscaux est donnée dans [4, ch. 16 et 18]. Notons que parmi
ces téseaux, I'un d’eux est particulierement remarquable. I sagit du réscau de Leech. On le note souvent
Agq. 11 ne contient aucun veeteur tel que 3(x, 2} = 2, en outre, Vordre du groupe O(Ag) est

922 39 50721113238,

Le quotient O(Ags)/{£1} st le groupe Cog construit par Conway. IT s’agit d’un “groupc simple spora-
dique”.

Pour plus de détail sur le réscau de Leech, voir {4, c¢h. 8,12, 23, 24, 25 et 26], voir aussi [4, ch. 10, 11 et
12] & propos de Cog.

Si n = 32, Le théoreme 5.3 nous donne que A, > 14- 107. Puisque |O(M)| > 2 pour tout M, on trouve
que Fao a plus de 80 millions d’éléments. Un travail similaire a celui de Niemeler pour ce cas parait

humainement inabordable.



Chapitre 5 : Caleul explicite de la formule de Minkowski-Siegel

b) Le cas de 77,

Si n <8, le théoréme 5.8 nous donne que

1

27 nl

T

joex 1"

Munissons " de la forme délinie par la matrice identité. On a alors O(Z™) = 2" - n! (voir [4, ch. 4, §5]).
On obtient donc que le cardinal de 5%, vaut 1. Posons s, le nombre de classes d’équivalences de %,. Ce

qui précede ainsi que le paragraphe I du premier chapitre nous donne :

. = 1 sin<7 (cerésultat était déja connu par Hermite)
" 2 sin=8 (Mordell)

Sin =9, on utilise aussi cette méthode pour trouver que :
Hy = {[5, B <1>, 19}.

done, |#%| = s, = 2.

Finalement, les connaissances actuclles sur ces cardinaux se résument a ce tableau :

n 1<n<7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
|6, | 0 P o 0o 0o o o o0 0o 2 0 0 0 0 0 0 0 24 0 0
(Al 1 12 2 2 3 3 4 5 6 9 13 16 28 40 68 117 273 665 7
Sn 1 202 2 2 3 3 4 5 8 9 13 16 28 10 68 117 297 665 7

Pour plus de détails, voir dans [4].



APPENDICE

Deux nouvelles démonstrations de la proposition 4.5.

Rappelons que le but est de calculer le cardinal des vecteurs de (Z/8Z)" de longueur k fixé. On a appelé

ce nombre : tg(n).

Lemme 1.

2im

Posons ( =e¢™® et Q={{"{0<r <7} Soitsel’ Ona:

7 S
Zws:Z(CS)r:{g SlC"‘l

sinon.
weD r=0
Démonstration :

Une démonstration de ce [ait cst donnée dans [10, ch. 6, §1, proposition 4]. Mais bon, on peut aussi le

vérifier directement. e
Proposition 4.5

n3n—3
tr(n) = {23 :

Démonstation de E. Preissmann

(,Ob(—} 2k —n)) sikZn (mod4)
" cos (Z(2k —n)) + (1) 21 sik=n (mod 4)

Posons ¥ = {(l,m) € Z2 {{,m >0, l+m<netm+4l =k} Ona:
Hre /8 |zt =0} =2
{re /8" =1} =4
Hxe /8.2 ‘2*/1}|_2

Un rapide raisonnement de combinatoire nous donne :

E g t—m qm 2[ 10 D) n . E : om n
Ilm Im

Limew Lmevy

!
T n. . =
Rappelons que = . Solent a, b € I'l. Caleulons :
PE 4 (Zm) Uml(n—1—m)l

Z(l+wfz+2wh>7 Zzln - m a Zwb)m <l7:n> -w"k

wEQ weQ Lim

_ 2 § /‘ Cal-tbmk on n
-—_ (e vy p
im

lim weQ

lemme 1 Z §.o™m n
o \Um

t,m

Bial+bm-—k
Posons a =4 et b= 1. On trouve donc :
S e v t= 5w (1) 22 g
w2 Lo

Dong,

=2 Y (1w 420w =200 S (k).

w2

71
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Posons Q; = {¢, (%, ¢, ¢T}. On obtient :

S(nk) = D () T (24200 F 4 (2 - 20 (=) TF+ 0+ 4
wE

Z (2&1)"&) -k _ on (Cn~k + CS(n——k) + C')(n*k:) + <7(n7k:))
W@

— .2'ILCn k (1 + CZ(nr k) + C/l(n k) + Cﬁ(nk))

0 st 4 ne divise pas n — k
amen—k g 4 divise i~ k.

La dernitre égalité est un corollaire du lemme 1. It suit que :

(n, k) = 2% 4271 R((1 4+ 4)"i%) si 4 ne divise pas n — k.
(n,k) = 2% 4 271 R((1 4 9)" i k) 4 (=1)(k=m™/1. 9742 i 4 divise n — k.

&
18}

=
[1)

Sachant que 1 + 7= V2 (, et que R(¢"?*) = cos (5(2k — n)), on conclut. e

Démonstation de H. Joris

2mriz
‘17). Nous avons i = eg(2) et 1 +1 = v/2es(1), et

Posons eg(z) = exp(

! L 8 st mi=r (mod?8);
Z(—)g(s(Z'mi —7)) = { et ( ¥

0 sinon.

Nous en déduisons

7 7 77 n
8tr(n) = Z Z Z 205 er
=01y =0 i, =0 =0 k=1
7 7 7 7 7
= Z(g(-T'S’) Z Z Z eg(sm?es srn%)...()g(smi) = Z()g(—’f'é‘) (Q(s)"
s==0 my - Orrg=0 5:=0
ou ,
. deg(s) st s = 2t + 1 est impair;
Qs) = calem?) = 24+ 2(=1)° + deg(s :{
(#) T; s(em’) (=D s(s) 4(1+41i") sis =2t cst pair.
Il suit X
8tr(n) = ) es(—r(2L+1)Q(2 +1)" +Zeg 20))Q(20)"
=0 =0

3

3
Z ee(—=r(20+ 1)) es((20 + )n) + Z A A S

il

L0 (=0

3 3

= 4" (CS(” - 7_\) Z il,('n, ) + Zi —TL/17L(1 + iL)!L)
L0 10

— A" <(38(” _ T‘) Z il.(n ) + on + (1 + 1)77,1 T + (1 . i)niy.)
1=0
3 .

= 4" (()S(n —7) Zil("" T 2" 4 2R(V2 eg(n — 27"))))
=0
3 o

= 4" ((es(n -7) Z ) om0y /2" (os( 1 ))
L)

4™ (zl(—l)("' M gn g olin/2 Los(ril—7r - ’;)> sin=rmod4;
B 4" ('2”" 4 b2 cos(ﬂ - E)) sinon .
4 2
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Appendice : Deux nouvelles démonstrations de la proposition 4.5,

Finalement nous obtenons

EY . Doy i1 ,nTm T . .
Q‘in 3 + 22n 22 cos( 1 . 5 ) 2271 ](_ 1){n r)/4 sin=rmod4d :
tr(n) =
I3 I 2n /e nw rw .
23n 3 227'1. 24+n/2 (:OS( n . 5 ) sinon .



Bibliographie

(1] ABRAMOWITZ, M. & STEGUN, LA, : Handbook of Mathematical Functions. National Bureau of Stan-
dard Appl. Math. Series 55, U.S. Dept. of Commerce. Washington. 1970

[2] BAEZA, R. : Quadratic Forms over semnilocal rings. lecture Notes in Mathematics Vol 655. Springer-

Verlag. Berlin, Heidelberg, New York. 1978,
[3] CASSELS, J.W.S. 1 Rational Quadratic Forms. London Math. Society. 1978,

[4] CONWAY, J.H. & SLOANIL, N.J.A. : Sphere Packing. Springer-Verlag. Berlin, IHeidelberg, New York.
1988.

[5] EICHLER, M. : Quadratische Formen und orthogonale Gruppen. Grundlehren des Math. Wiss. zu Berlin.
No. 63. Springer-Verlag. Berlin, Heidelberg, New York. 1952,

[6] DIEUDONNE, J. : La Géomélrie des groupes classigues. Springer-Verlag. Berlin, Gottingen, Heidelberg.

1955.

[7] KNESER, M. : Quadratische Formen. Vorlesung SS/WS 1973-74, Mathematisches Institut. Géttingen.
1974.

(8] MILNOR, J. & HUSEMOLLER, D. : Symmelric bilinear forms. Ergebnisse der Math. No. 73. Springer-
Verlag. Berlin, Heidelberg, New York. 1973,

[9) PALL, G. : The Weight of a Genus of Posilyve n-ary Quadratic forms. Proc. of sympos. in pure Math.

No. 8 pp. 95-105. 1965
[10] SERRE, J.-P. : Cours d’arithmétique. Collection SUP No.2. Presses Universitaires de France. Paris. 1970.

[11] SIEGEL, C.L. : Uber die Analylische Theorie der Quadratische Formen. Annals of Mathematics No. 3.
1935.

[12] WATSON, G.L. : The 2-adic density of a quadratic form. Mathematika No. 23 pp. 94-106. 1976.

74



