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Introduction 

Une étape importante de l'histoire des formes bilinéaires symétriques entières commence lorsque, vers 
1859, Hermite démontre qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes d'équivalence pour un déterminant et 
une dimension n donnés. Quand un objet mathématique possède un nombre fini d'éléments, il est naturel 
de se demander quel est ce nombre. 
Nous allons nous intéresser aux formes non dégénérées sur Z et définies positives. Hermite lui-même 
démontra que si 1 < n < 7, il n'y avait qu'une classe d'équivalence. 
Mordell montre, en 1938, que si n = 8, il y a exactement deux classes. 
En 1957, Kneser énumère toutes les formes jusqu'à 16 variables. 
Il apparaît que si n = 0 mod 8, il est possible de trouver de telles formes /3 telles que p(x, x) soit pair 
pour tout x. Ces formes sont appelée "formes de type II" ou "paires", sinon, on dit qu'elles sont de "type 
/", ou "impaires". 

Niemeier en 1968 donna la liste de toute les formes paires à 24 variables : il y en a exactement 24. 
Conway et Sloane, en 1982, ont donné toutes les formes jusqu'à n = 24, puis avec Borcherds jusqu'à 
n = 25. Une liste de ces résultats est donnée dans ce travail au chapitre 5. 
Mais alors, que vient faire la formule de Siegel dans tout cela ? 

Imaginez que vous possédez une certaine quantité de classes de formes bilinéaires symétriques, définies 
positives, dans un type donné, et pour une dimension n donnée . Eh bien, la formule de Siegel permet de 
dire si oui ou non votre liste est complète. 
Plus précisément, soit M — M\ un Z-module bilinéaire symétrique, défini positif et de dimension n. 
Soient M2, . . . , M* des représentants des classes d'équivalence dans le même type que M. Pour chacun de 
ces modules, on pose O(Mi) le groupe orthogonal de M*. Ce groupe est fini dans notre cas. La formule 
de Siegel nous donne alors pour tout n et pour tout type la somme 

Cette formule est donnée dans les cas qui nous intéressent dans [4, ch.16, thm. 1 et 2], 
Or, les auteurs de cet ouvrages nous avertissent qu'un bon nombres d'articles concernant cette formule 
comportent des erreurs (notament [9] et [12]). 
Le but de ce travail est donc de reprendre la théorie de Siegel, exposée par Kneser dans [7]. Cela est fait 
dans le chapitre 2, alors que le premier chapitre est consacré au rappel de certain résultats classiques 
concernant les formes bilinéaires. 
La théorie étant élaborée, il reste les calculs à faire pour obtenir la formule explicitement pour chacun 
des types. Pour cela, nous devons calculer les cardinaux des groupes orthogonaux sur les corps finis, et 
sur Z/82. Ces calculs sont donnés dans les chapitres 3 et 4. 
Enfin, le chapitre 5 est consacré au calcul proprement dit de cette formule. 

Je tiens à exprimer toute ma gratitude au professeur Jacques Boéchat qui, avec une patiente attention, 
m'a aidé à écrire ce diplôme, et sans qui ce travail n'aurait pas vu le jour. 
Je remercie aussi le professeur Henri Joris qui a aimablement été d'accord d'être l'expert de ce travail. 
Enfin, je remercie Monique d'avoir bien voulu lire ce travail afin d'éliminer les principales fautes de 
rédaction. 



Table des matières 

Introduct ion 1 

Chapitre 1 : Déf ini t ions et propriétés classiques des formes bil inéaires et quadratiques. 3 

A. Formes bilinéaires et formes quadratiques. 3 

B. Anneaux et corps p-adiques. 5 

C. Réseaux et bases de réseaux. 6 

D. Réseaux bilinéaires et quadratiques. 9 

E. Quelques rappels. 11 

F. La notion de genre. 12 

G. Enoncé du problème. 18 

Chapitre 2 : Mesures , masses et formule de Minkowski-Siegel . 20 

A. Structure congruentielle et mesure de Haar. 20 

B. Groupe orthogonal et, structure congruentielle. 22 

C. Groupe orthogonal adélique et structure congruentielle. 24 

D. Lien entre ()(V) et Ô(V). 28 

E. Domaine fondamentale et masse. 29 

F. Représentations. 32 

G. Formule de Siegel. 36 

H. Normalisation des /j,p. 40 

Chapitre 3 : Le groupe orthogonal sur les corps Fp . 46 

A. Formes quadratiques non dégénérées sur ? 2 . 46 

13. Formels quadratiques sur iFp, p impair. 47 

C. Le cardinal du groupe orthogonal. 48 

Chapitre 4 : Le groupe orthogonal rnodulo 8. 52 

A. Groupes orthogonaux quadratiques et bilinéaires. 52 

B. Les vecteurs de norme i. 53 

C. Le cardinal du groupe Oq. 56 

Chapitre 5 : Calcul expl ic i te de la formule de Minkowski-Siegel pour les formes entières 
et définies posit ives . 60 

A. La formule de Minkowski-Siegel dans le cas de l>n . 61 

B. La formule de Minkowski-Siegel dans le cas de 62 

C. Applications et conclusion. 69 

Appendice : D e u x nouvel les démonstrat ions de la proposi t ion 4.5. 71 

Bibliographie. 74 



C H A P I T R E 1 
Défini t ions et p ropr i é t é s classiques des fo rmes bi l inéaires et 

quad ra t iques . 

Ce premier chapitre sera essentiellement, consacré au rappel de certains résultats classiques relatifs aux 

formes bilinéaires et quadratiques ainsi qu'aux objets dont nous aurons besoin pour ce travail. 

A . Formes bilinéaires et formes quadratiques. 

Déf init ions 1.1 

Soient A un anneau unitaire commutatif, et M un /i-module. Une forme bilinéaire est une application 

(3: MxM—> A telle que 8(x + y, z) — /3(x, z) + (3(y, z) 

f){x,y + z) = f3{x,y) + f3{x,z) 

l3(Xx, y) = A (3(x, y) = 3(x, A y) Vx, y,z € M, et A e A. 

On dit que fi est une forme bilinéaire symétrique si j3(x, y) = (3(y, x) Vx, y € M. 

La plupart du temps, f3 sera supposée non dégénérée, c'est-à-dire qu'elle sera symétrique, et que l'homo-

morphisme 

f p : M —» H o m A ( M , A) := M* 

x i—> 3{x, •) 

sera un isomorphisme. 

(M, fi) est alors appelé module bilinéaire. 

Deux modules bilinéaires (M, fi) et. (M', fi') sont dits équivalents s'il existe un isomorphisme 

u : M —» M' tel que B'(u{x), u(y)) = fi{x,y) Vx,y G M. et on note {M, fi) ~ (M',/3') ; nous écrirons 

souvent par abus que fi ~ /?', ou alors M ~ M' , s'il n'y a pas d'ambiguïté. 

Propos i t ion 1.2 

Si (M, (3) est un /1-rnodule quadratique libre de rang n, et ( e i , . . . , en) est une base de M, on note Mp la 

matrice à coefficient dans A définie par Mp^ = (3(ei,ej) G N n . 

f3 est non dégénérée si et seulement si det(M^) est une unité de A. Nous noterons U{A), l'ensemble des 

unités de A. 

De plus, il y a équivalence entre le fait, que {M, fi) ~ (M', fi') et l'existence d'une matrice S inversible 

dans Mn(A) telle que SM'0Sl = Mp. 

Démons tra t ion : 

Le premier point découle du fait que M* peut être muni de la base ( e f , . . . , ejf ) 
n 

où ef (e,) = 6ij £ 1!„ et que /^(e , ) = ^ f i j e f - La matrice ( / y ) i j eNn d e f p n'est autre que Mp. 

Puisque f p est un isomorphisme. on conclut. 

Le second point découle aussi directement de la définition: S est la transposée de la matrice de u. • 

Remarque : 
Dorénavant, si cela n'est pas explicitement mentionné, M sera supposé libre de rang n et (3 symétrique. 



Soit (M, p) un module bilinéaire. Le déterminant de P noté det p est le déterminant de Mp. La proposition 
2 

précédente montre que det p est défini modulo A* . 
r»(n- i) 

Le discriminant de P noté discr/3 = ( — 1) 2 det p. 

Définit ions 1.4 

Soit N un sous-^-module de M muni de la forme bilinéaire p. 

On note N1 pour {x G M \ P{x,y) = 0 Vy e ./V}. 

Il est clair que {M, fi) est non dégénéré si et seulement si M1 — {0), car M1- est le noyau de f p . 

Soient N et N' deux sous-^-modules de M tels que N n N' = {0}. N © Ar' se note N ffl N' si N' C iVx . 

Propos i t ion 1.5 

Soient (M, /?) un /1-module bilinéaire non dégénéré et N un sous-module de M, tel que /?| soit non 

dégénérée. Alors M = N ffl : . 

Démonstra t ion : 

Il suffit de voir que M = N © . 

Soit x e M, posons / = fp(x) | _v . On a J' & N* ; or par hypothèse, est un isomorphisme. Il existe 

donc y G N tel que (y) = f . On a ainsi : 

p[x,z) = fp(x)(z) = f(z) = fplf/(y)(z) = f3(y, z) V* G N. 

Donc (3(x — y, z) = 0 Vz e N ce qui nous donne x — y G N1. 

Finalement, on a x = y + {x - y) e N ffl N 1 . Le fait que N n N L = {0} est trivial. • 

Corollaire 1.6 

Si A est un corps de caractéristique différente de 2, alors P ~ p' où p' est une forme diagonale, c'est-à-dire 

que la matrice Mp est. diagonale et on la note <a,i,..., a-2>, les a t étant les coefficients diagonaux de Mp. 

Démons tra t ion : 

S'il existe x et y tels que p(x, y) ^ 0, alors p(x, x), p(y, y) ou P{x + y,x + y) est non nul. Supposons que 

ce soit x ; /?| est donc non dégénérée, par la proposition précédente. On a que p ~ <x> ffl <x> J - , et 

on termine par récurrence. • 

Définit ions 1.7 

Soient A un anneau commutatif et M un /1-rnodule. Une forme quadratique est une application : 

q : M —> A telle que q{Xx) = A2q{x) VA G A et x € // 

et telle que l'application pq avec 

Pq(x-, y) = + y) - <}{*) - <i(y) Vx'> y e M 

soit bilinéaire symétrique. 

On dit que q est non dégénérée si pq est non dégénérée, de même detq = det pq et discrq = discr Pq. 

On dit alors que ( M , q ) est un module quadratique. 

Si M = N ffl N' pour 3q, alors q{N ffl N') = q(N) + q(N'). On peut donc aussi écrire M = N ffl N' pour 

q-



Soit (M, (3) un module bilinéaire. Il est très simple de transformer M en module quadratique, il suffit de 

prendre q : M —> A définie par x i—> (3(x, x). Il faut noter que dans ce cas det q = 2n det (3 où n est la 

dimension de M, car (3q = 2(3. 

Réciproquement, si (M,q ) est un module quadratique, j3q est entièrement déterminé par q, donc (M,/3q) 

est clairement un module bilinéaire. 

Mais attention, il serait faux de croire qu'il y a une correspondance bi-univoque entre les deux notions : 

si cela est vrai sur les corps de caractéristiques différentes de 2. cela n'est pas vrai sur Z ni sur F2, ni sur 

les anneaux p-adiques et encore moins sur ZJ8Z. Par exemple sur Z, la forme quadratique x\ + X\X2 + 

ne peut jamais s'écrire /?(x, x) où (3 est une forme bilinéaire; d'autre part, sur F2, toute forme bilinéaire 

f3q associée à une forme quadratique q est "alternée" (i.e. f3q(x,x) = 0 Vx) donc n'est pas représentative 

de toutes les formes bilinéaires sur F2. 

De plus on ne peut pas affirmer que l'une est plus "pratique" que l 'autre : s'il est vrai qu'on peut facilement 

utiliser l'interprétation matricielle pour les formes bilinéaires, le théorème de Witt (voir chapitres 3 et 4) 

n'est pas toujours vrai pour elles, alors qu'il l'est pour toute forme quadratique non dégénérée. 

B . A n n e a u x et corps p-adiques 

Dans ce paragraphe, nous ferons une présentation succincte des anneaux Zp et des corps Q p . Il me semble 

qu'il n'y a pas de manière plus courte et élégante de définir ces ensembles que celle de J.P. Serre dans 

[10, pp. 23-26], c'est pourquoi je ne donnerai que les résultats sans rien démontrer. 

Défini t ion 1.8 

Soient n 6 1', n > 2, p premier et ipn l'homornorphisme naturel de Z/pnZ dans Z/pn"lZ qui est 

évidemment, surjectif. 

On définit, alors 
00 

Zp = l\m(Z/pnZ, <pn) = {(x„)£L, 6 Y[ Z/pnZ | ip„(xn) = x n _ j Vn > 2}. 
1 

L'addition, la multiplication et la topologie sur Zp sont, héritées de celles induites par l 'anneau topolo-
oc 

gique produit J J Z/pnZ>. Les anneaux étant munis de la topologie discrète, nous avons donc que 
n-- 1 

oc 

J^J 7LjpnZ, est compact (Tychonov), donc Z,p aussi puisqu'il est fermé. 
n= 1 

Théorème 1.9 

possède les propriétés suivantes : 

( / ) Ep/p"Sp = Z/p"Z 

( I I ) Zp est un anneau local d'idéal maximal pZp, donc les seuls idéaux de Zp sont les pnZp, n £ ; il suit que 

tout x G Zp s'écrit de manière unique sous la forme pn • u avec u inversible. 

( I I I ) L'application 

vp : -,p —> 1 ! U {oc} 

x 1—> n tel que x = pn • u 

0 1—> oc 

est appelée valuation p-adiqut. Elle induit une distance : d(x,y) — p vp(x-y) qui définit la topologie de 

Zp. On a en outre que Z est dense dans Z p qui est complet. 

(IV) z p n <Q> = Z(p) = {f e 0 | P /&} . 



Notons Qp le corps des fractions de Zp. Vu ce qui précède, on a bien sûr que <Q)p = Zp[p_ 1] , donc tout 

x 6 Q p s'écrit aussi de manière unique sous la forme pn • u, où u est un inversible de 22p mais maintenant, 

n G S ; n s'appellera aussi valuationp-adiqut que l'on notera aussi vp(x) ; elle induira de la même manière 

la topologie sur Q p , et on obtient facilement le théorème suivant. 

T h é o r è m e 1.11 

(/) Le corps Q p , muni de la distance d(x, y) = p-M'-v) est localement compact et complet ; le corps Q est 

dense dans Q p . 

( I I ) La distance d est "ultramétrique", c'est-à-dire qu'elle vérifie l'inégalité suivante : 

d{x, y) < mnx(d(x, z), d(z,y)). 

Nous obtenons grâce à cela le fait agréable que toute série de ou de Zp est convergente si et seulement 

si son terme général tend vers 0. 

Remarque : 

Nous aurions pu définir Q p , de manière tout à fait analytique, comme le complété de Q pour la distance 

d, en voyant Zp comme la boule unité et pZp comme la boule unité privée de la sphère unité. • 

C . Réseaux et bases de réseaux 

Nous allons donner dans ce paragraphe un critère pour pouvoir compléter des vecteurs linéairement 

indépendants en une base de réseau. 

Définit ions 1.12 

Soient A un anneau principal, (dans la pratique A sera I où Zp), K son corps des fractions, V un i f -

espace vectoriel de dimension n et. ( e 1 ; . . . . cn) une K-base de V. Alors l'ensemble des Ajei + • • • + Anen 

où les A; parcourent A est appelé A-réseau et, ( e i , . . . , en) est appelé base du réseau. 

Soit A un réseau. Un vecteur de A est dit primitif, s'il est possible de trouver n — 1 autres vecteurs formant 

avec lui une base de A. 

Si A C T sont deux /4-réseaux, on dit que A est un sous-A-réseau de F. 

Remarque : 

Il existe une définition plus générale si l'anneau n'est pas principal, mais nous n'en n'aurons pas besoin. 

Définit ion 1.13 
Soient F C A deux ,4-réseaux munis des bases (l>i,...,bn) et ( e i , . . . , e n ) respectivement. Pour tout 

n 
hj € Un, il existe r^ 6 K tel que b% = ^ rl;le:i. 

.7 i 

d{V/A) A= det[rl.J) est appelé le discrwriinwnl île 1" sur A. 

Si V = Kn , A = An ; alors d(Y/An) s'écrit d{V). 



Le discriminant est unique à un facteur de U(A) près. 

Démons tra t ion : 

Soient ( e i , . . . , e n ) , (e\,... ,e'n) deux bases d'un .4-réseau A, et soient (b\,...,bn) , (b[,... ,b'n) deux 

bases d'un sous-A-réseau T de A. 
n n n n 

On a que = . (>[ = ''»,' a v e < : rij >r;, & A et 6t = ^ a ^ , e- = ' ^ P i j e j avec 

(a!;).j€n„ = C et (Aj)«jcîi„ = B € Cl„(A). 
On trouve facilement que 

et on conclut en considérant le fait que toute matrice de Gln(A) a pour déterminant un élément de U (A). 

Lemme 1.14 

Soit F un sous-A-réseau de A. Alors 

d(V/i\)A c F. 

Démonstra t ion : 

Il suffit de montrer ce fait pour les éléments d'une base ( « ] , . . . , en) de A. Soit ( b 1 , . . . , bn) une base de T. 
n 

Par définition de T, il existe (7<j)t,jeK„ € M n (A) telle que ri(F/A) = d e t ^ j ) et ^ J i j e j = bj . 
j= i 

n 

En résolvant ce système, on trouve une matrice ( 7 € Mn(A) telle que d(T/A)ei = '^^lîjbj G T. 
3=1 

L e m m e 1.15 

Soit P un sous-.4-réscau de A et ( e l t . . . , e„) une base de A. Alors il existe ( a i , . . . , an) une base de T telle 

que : 
a 1 = A'i 1 C] 

a-2 = S12e, + S22Ê2 

G'n — '^n 1 " * " 1 S-nn^n 

avec 

Sij G A et sa ^ 0, i, j G N„. 

Démonstra t ion : 
•j .1 

Posons r ( j ) = {a G F | a = et, P3 = {7, | 3 71 , . . . avec ^ T ^ e * € r ( j ) } . pj est un idéal 

i-i t= 1 
non nul de A. En effet, d(T/A)ej G F ( j ) , et si /im G A et yJty$ G Pj alors f i j j +1/7^. G Pj clairement. 
Puisque A est principal, il existe sjj ^ 0 tel que P, = SjjA, et par définition de Pj, on pourra trouver 

j 
s\j,..., S j - i j tels que (ij := ^ ^ SijCi G r ^ pour tout j G i ln . 

2=1 
Montrons que les a3 engendrent F : 

n 

Soit a = ^ / i , e , e F = F ( r l ) avec fin G Pn = srinA. Donc, 
i - -1 

n 1 

E l p(u -1 ) 

tiiCi € 1 
1 - 1 

IL et, par itération du procédé on trouve que a = ^ • 
i=l 



Soient c i , . . . , c p des vecteurs linéairement, indépendants d'un /1-réseau A. Alors il existe une base 

(61,..., bn) de A telle que : 
cj = s u b \ 

r-2 = 12̂ 1 + A'22̂ 2 

cp = AVii bi + • • • + Sppbp 

avec 

Sij G A et su ± 0, i,j G Hp. 

Démons tra t ion : 

On peut choisir cp+i,... ,cn £ A tels que c i , . . . , cn soient linéairement indépendants. Posons F le sous-

réseau de A engendré par c\,..., cn. Par le lemme 1.14, on a dA C r où d = d(T/A). Grâce au lemme 

précédent, nous pouvons trouver (61,. .. ,bn) une base de A telle que : 

db, - luc\ 

db 2 = t 1 2'-'l + 122f-2 

dbn = tn\('\ + • • • + tnncn 

avec 

e /l et, tu ^ 0, i, j G 1!„. 

En résolvant le système par rapport aux c t, nous obtenons un système du type cherché. A priori, les s^ 

se trouvent dans K seulement. Cependant, les forment, une base de A (et de V), puis Cj € A; donc 

on trouve que Sij G A grâce à l'unicité de l'écriture de tout élément relativement à une base. De plus, 

su = d / tu ± 0. • 

Théorème 1.17 

Soient j < n G H, A un anneau principal et intègre, K son corps des fractions et ci,... ,Cj G An 

linéairement indépendants. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 

i) Il existe c J + 1 , . . . , cn tels que c i . . . . ,cn soit, une base de An. 

ii) Les sous-déterminant,s de rang j de; la matrice n x j (e.\C2 • • • c7) n'ont pas de diviseurs communs. 

iii) Si a — v\C\ + • • • + v1c1 G An avec v \ V j € K, alors v\, ..., v-t G A. 

Démonstra t ion : 

i H H): 

Soit ( c i , . . . ,cn) = P G Mn(A). On a âet(P) G U(A). Par le développement de Laplace à partir des j 

premières colonnes, on a : det(/ J) = Y] RM • RM' € U(A) où les RM sont les déterminants des matrices 

j x j en parcourant les j premières colonnes de P et, où les RM, sont les déterminants des matrices 

(n — j ) x (n — j) "complémentaires". El, par le théorème de Bezout, on conclut. 

ii)=> iii): 

Soit a = viCi + • • • + VjCj G A"'. Il existe ... ,wn G A tels que a = w\R\ H 1- wnen où ( e 1 ; . . . , e n ) 

est la base canonique de An, donc 

j 
•Wi = VkCV?' € Vi 

fc-l 



n 

avec Ci = ^ ^ Cfcjefc, où c ^ G A pour tout i G Nn, k G H7. 
fc=i 

En prenant au hasard j équations de type Ç?, et en résolvant par rapport à vk, on obtient que vi-Rm € A 

pour tout k G Nj et pour toute sous-matrice M de rang j de la matrice (ci • • -Cj). Or, par hypothèse, et 

par le théorème de Bezout, il existe A],. . . , Am G A tels que ^ \ x R m = 1 donc wfc = ^ K(RMvk) G A 
M M 

pour tout k G f'ij. 

iii)=> i) : 
Grâce au lernrne précédent, on peut trouver (61, . . . , bn) une base de An telle que : 

c, = s,,b, 

C'2 = -912̂ 1 + S22b2 

C3 ~ + ' ' ' + sj.jbp 

avec Sij € A et s a ^ 0. En résolvant, on trouve que : 

h 1 = ,9'nCi 

h = s'12ci + s'22c2 

hi = s'a\c\ + • • • + s'jjCp 

avec s'^ G K pour tout i,j . Ov b^,... ,bj G An , donc par hypothèse s'^ G A Finalement, 

(c i , . .., Cj, bj .],..., bn ) est une base de An. • 

Corollaire 1.18 

( z i , . .., xn) G An est primitif <:=> x\,..., xn ne possèdent pas de diviseurs communs. 

D . Réseaux bilinéaires et quadratiques 

Déf init ions 1.19 

Soient A un anneau principal, K son corps des fractions et (V, /?) un K-espace vectoriel bilinéaire. 

Soit A un /l-réseau ; on dit que A est un réseau bilinéaire si (3(x,y) G A Vx,y G A. 

Les réseaux quadratiques se définissent de la même manière. 

Remarque : 

Si M est un /1-module bilinéaire libre de rang ri. M peut être vu comme /t-réseau bilinéaire sur V = 

M ®A K. 

Définit ion 1.20 

Soient, A et K comme dans la définition 1.19, et soit (V,q) un /{"-espace vectoriel quadratique. Pour tout 

/4-réseau A de V, on définit Afi = {x G V | 3q(.x, y) G A Vy G A}. 

Si A est un réseau quadratique, il est clair que A C A l!. 



Si A est un réseau d'un K espace vectoriel quadratique non dégénéré (V,q) de dimension n, alors A* est 

aussi un réseau, et si A est un réseau quadratique et q est non dégénérée sur A, alors A = A # . 

Démons tra t ion : 

On sait par hypothèse que 
fa : V —, llornK(V,K) 

est un isomorphisme. Soit 23 = ( e i , . . . , e n ) une /1-base de A. On sait que Hom/<-(V, K) est engendré par 

les e f où e f ( e j ) — <5tJ, Vi,j G i!n- H existe donc des q linéairement indépendants tels que / s (c») = 

e f , Vi. Nous allons voir que A* = X^Li 

Le fait que A # D ^ C i découle directement de la définition des c;. 

Soit maintenant x G A # . On a 3q(x, e\) = A] G A. Or A] = fiq(AiC], ei), donc /3g(x — AiCi, ei) = 0. 

On a aussi (3q(x — \\Ci,e2) = (3q{XïC2,e2) € A car Ci € A # Vi. Donc /3q(x — AiCi — \2C2,e.2) — 0, de 

même (3q(x — AiCi — \2('2,ei) = 0 P ar définition des c,. On recommence alors ce procédé, et on obtient 

que (3q{x — \ c i , e j ) = 0 Y? donc x — ^ Kci-

Supposons maintenant que A soit un réseau quadratique, donc que A C A # . 33 étant une base de V, on 

a que a = Yl'i-1 € 1 !„ avec Ar/ t K. Par le choix des cz, on a : 
n 

<%k = 3q{c^(:.k) = Y . Kifigie-j-, Cfc), 
.7 1 

ce qui nous donne : L • B = In où Ltj = A^ Vi, j , donc L = B~x. Puisque q est non dégénérée sur A, on 

a que det B est inversible dans A, donc L est à coefficient dans A. D'où A = A # . • 

Définit ions 1.22 

Soient A un anneau cornmutatif et (M, 3) un /l-module bilinéaire. 

On définit Og(M) = {u : M —> M j u est un isomorphisme et 3(u(x),u(y)) = y) Vx,y G M}. 

La composition des applications munit naturellement cet ensemble d'une structure de groupe, et on 

l'appellera groupe orthogonal de M. 

Si (M, q) est un /l-module quadratique, on définit de même 

Oq(M) = {u : M —> M | u est un isomorphisme et q(u(x)) = q(x) Vx G M}. 

Remarque importante : 

Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, (V, 3) un espace vectoriel bilinéaire et M, M' 

deux réseaux bilinéaires. 

Supposons que (M, } ~ ) en tant que /1-modules bilinéaires. 11 existe donc un isomorphisme 

u : M —> M ' tel que 3\ (x,y) = 3\ (u(x). u(y)) Vx,?/ G M. Puisque M et M' contiennent des bases 

de V, u se prolonge en u G 0;i(\'' )-

Inversérnent, si u G Og(V) et M est un A-réseau bilinéaire, M' = u(M) est aussi un A-réseau bilinéaire 

et on a bien sûr que (M, p\ ) ^ (M',fi \ ) en tant que ,4-modules bilinéaires. 

Soient maintenant u\, U2 € Og{V) et M comme avant; supposons que u\ (M) = u^iM), c'est-à-dire 

u]~lU2 G Ogi (M). On obtient donc la proposition suivante : 
I M 

Propos i t ion 1.23 

Soient comme avant A, K, {V,3) et M un réseau bilinéaire. Alors Ogi (M) C Op(V) canoniquement, et 
I M 

il y a bijection entre l'ensemble des sous-A-réseaux bilinéaires de (V, 3) qui sont isomorphes à M en tant 

que A-modules bilinéaires et les classes de Os(V) à gauche de Og i (M). • I M 



Quelques rappels 

Nous citerons dans ce paragraphe des résultats classiques sur les formes bilinéaires et quadratiques 

entières, entre autres le théorème de finitude et le théorème de Masse-Minkowski. 

Défini t ion 1.24 

Soit (M,/3 ) un 2&-rnodule bilinéaire libre de rang n. (M, (3) est dit de type ( I I ) si (3(x,x) est pair pour 

tout x € M ; si (M, p) n'est, pas de type ( / / ) il est de type ( / ) . 

On note la catégorie des r.',-modules bilinéaires libres de rang n non dégénérés et définis positifs. 
c€ n est l'ensemble des classes dïsorriorphisrries de qui sont de type ( / / ) . 

Finalement, on note l'ensemble des classes d'isornorphismes de .9*n qui sont de type (I). 

T h é o r è m e 1.25 ( théorème de f initude) 

Le cardinal des classes à isomorphismes près des éléments de est fini, ou plus généralement, le cardinal 

des classes d'équivalences des formes bilinéaires entières de déterminant d donné est fini. 

Démons tra t ion : 

Une démonstration de ce théorème est donnée dans [3, pp. 135-137], • 

Corollaire 1.26 

S^n et sont finis. 

Corollaire 1.27 

Le théorème 1.25 et le corollaire 1.26 sont, aussi vrais si les modules considérés sont quadratiques. 

Démons tra t ion : 

(M,q) ~ (M',q') (M, (3,t) ~ ( M ' , / V ) car Z est intègre. • 

Définit ion 1.28 

Soit (M, (3) un '.-module bilinéaire libre de rang n. Alors M 'Zp, est, un Zp-module bilinéaire libre de 

rang n que l'on note (MP ,0V) . 

De même, si (V.(3) est, un O-espaee bilinéaire de dimension n ; eri tensorisant par Û p , on obtient (Vp,f3v) 

et en tensorisant par S, on obtient (V^, 9oo)-

On peut, bien sûr faire de même avec des espaces quadratiques. 

Définit ion 1.29 

Soient if l'ensemble des nombres premiers positifs et, ï 7 = ?U {oo} ; par convention, Qoo = K. Fixons-nous 

p € F . Pour tout a et, b € 0*, on pose : 

, i \ _ J l si ax2 + by1 = z2 possède une solution non triviale dans Qp 

( — 1 sinon. 

Ce nombre s'appelle le symbole de Hilbert de a et b. 

Propos i t ion 1.30 

Soient p e F, a, a', b, c £ J* et d € \ {!) . Les égalités suivantes sont satisfaites : 

i) (a, b)p = (b, a)v 

ii) (aa',b)p = (o.,b)p(a',b)p 

iii) (c, - c ) p = (d, 1 -d)v= 1. 



On a les égalités : 

' 1 si p = oo, a ou b > 0 
— 1 si p = oc, a et b < 0 

M ) p = ( - 1 ) ^ si p ^ 2, oo 

+ 514=11 s i p = 2 ) 

où est le symbole de Legendre et a respectivement b valent pau et p^v, u et v étant des unités de 

Théorème 1.32 (Formule du produit de Hilbort) 

Soient a, b G C:i*. Alors (a,b) v = 1 sauf sur un sous-ensemble fini de IF1' et 

n t ' M ' ) , , - 1 . 
pC ' 

Démonstra t ion : 

Ces résultats sur le symbole de Hilbert, sont démontrés dans [10, pp. 37-45] • 

Théorème 1.33 (Hasse-Minkowski) 

Soient (V, /?) et (V',/31) deux -'"'-espaces bilinéaires de dimension n. Alors : 

(V, fi) ~ (V, fi') si et seulement si (Vp, fiv) ~ (V;, pT) Vp e P'. 

Démonstra t ion : 

Ce théorème hautement non trivial, utilise ce que Ton vient de voir sur le symbole de Hilbert et demande 

une connaissance approfondie des formes bilinéaires sur les corps p-adiques. Toute la première partie de 

[10] est consacrée à la démonstration de ce théorème. • 

Remarque : 

Ce résultat est aussi vrai pour des espaces quadratiques, puisque tous ces corps sont de caractéristique 

nulle (y compris les p-adiques, bien que leur nom pourrait nous faire présupposer autre chose . .. ) 

F . La not ion de genre 

Dans ce paragraphe, nous introduirons une nouvelle relation d'équivalence sur les modules bilinéaires; 

nous verrons que pour ceux qui sont, libres de rang n et définis positifs, il n'y a que deux classes 

d'équivalence : c%?n et c € n . 

Définit ion 1.34 

Soient (M, B) et (AT, fi') deux Z-modules bilinéaires libres de rang n, on dit que (M, 8) est dans le même 

genre que (M',3') si 

{Mv,(ip)~{M'p,p'v) Vp e r 

avec la convention que Z ^ = iP:. Et on écrit (M, fi) ~ (M1, fi'). 

On définit, cette notion de manière identique pour les modules quadratiques. 



Si (M,/3) ~ (M',/? ') alors (M, (3) ~ (M',/3'). Mais la réciproque n'est, pas vraie, par exemple en dimen-

sion 2, où les formes 0 et ff définies par les matrices ^ 17^ e*' 34 ) SOn^ ^ a n s ' e m ® m e g e n r e 

mais elles ne sont pas 1-équivalentes. Cet exemple illustre bien qu'il n'y a pas d'équivalent au théorème 

de Hasse-Minkowski pour les formes entières. 

Tout d'abord, nous allons énoncer toute une série de résultats : 

T h é o r è m e 1.35 

Soient / € Zp[Xu..., Xm], x e (Zp)m, n, k e 1 ! et j e 1 lm . 

Supposons que 

0 < 2k < n, /( .r) = 0 (rnod pn) et vp = k-

Alors il existe un zéro y de / dans (Zp)m qui est congru à x rnodulo pn~k. 

Démons tra t ion : 

Ce théorème ainsi que les corollaires suivants sont démontré dans [10, pp. 28-30]. • 

Corollaire 1.36 

Soit p impair, et u une unité de Zp ; alors 

u € U2(ZV) si et seulement si la congruence u ~ X2 (mod p) est résoluble. 

De même si p = 2, on a l'équivalence 

u G U2(;:2) si et seulement si la congruence u = X2 (rnod 8) est résoluble. 

C'est-à-dire si et seulement si u = 1 (mod 8). 

Corollaire 1.37 

Soit A = (<Hj) G GLn(Zp) telle que A = A1. Soient f = (îijXzXj e Zp[Xi .. •, Xn\ et a € Zp . 

Alors il existe ( a j , . . . , an) G {ZT)n primitif tel que / ( a i , . . . . a „ ) = a si et seulement si 

a) p impair : il existe x\,.... x„ € non tous dans pZv tels que f ( x \ x „ ) = a (rnod p). 

b) p = 2 : il existe xj. ... ,xn e Z2 non tous pairs tels que J'(xi, . . . ,xrl) = a (rnod 8). 

Forts de ces résultats, nous allons étudier en détail les modules de vus sur les anneaux p-adiques. 

Propos i t ion 1.38 
Soit (M, /?) un Sp-module bilinéaire non dégénéré libre de rang n. Alors 

où l + 2m = n, Si € U( '.,,) V* 6 I '/ cl - € U(ZV) Vjf € 1 ! m . 

Démonstra t ion : 

Supposons qu'il existe x\ <E M tel que 0{xi,x\) € U(Zp)\ x\ est primitif, car si x\ = px\ alors 

fi(xi,xi) = p2f3(x\,x\) U(Zp). De plus, ^ est non dégénérée, donc grâce à la proposition 1.5 

et au corollaire 1.18 on a M ~ <x\> EB <x\>- . 



En continuant, ainsi, on a 

M ~ < x , > ffl • • • ffl <xi> ffl M' avec fi(x,x) e pZp Vx e M'. 

Soit Z] € M', 2] primitif. Puisque /?j est, non dégénérée, il existe ^ e M' primitif tel que j3{z\, t\) € 

U(Zp). Nous savons que B(z\,xi) et, ti(L\,1,) e pZp. Un rapide: raisonnement de déterminant nous permet 

de dire que B\ est non dégénérée. I<Z1 ,L ! > 
De plus il est possible d'étendre z,. t\ en une Z„-basc de M', car soit, c = - ( 2 1 + £1 ), alors 

P 

\0(c, 2l)| = \-0(zuZ]) + -P(zuh)\ = \-P(ziM)\ =P > 1 
P P P 

donc c g M. 

L'égalité (*) vient du fait que la valeur absolue p-adique est ultramétrique et que dans ce cas |x + y\ = 

max(|x|, \y\) si |x| ^ \y\. 

Si c = ~Z\ + t\ on voit de même que \8(c,t,)\ = p. En utilisant le théorème 1.17 et en faisant une brève 

récurrence, on conclut. • 

Cas 

Propos i t ion 1.39 

Sous les mêmes hypothèse que la proposition précédente, avec p impair, alors (M, fi) est diagonalisable. 

Démonstra t ion : 

Grâce à la proposition 1.38, il su Ait de voir qu'une forme de dimension 2 et représentée par la matrice 

inversible avec a, 6 € p P et. c € U('..P), est, diagonalisable. 

Le vecteur x = ^ j ^ représente: a + b + 2c qui est inversible si p ^ 2. 

étant donc non dégénérée, la forme e:st donc diagonalisable. • 

Lemme 1.40 

Soient a, b, c G Fp . Alors il existe x et, y € Zp tels que ax2 + by2 = c. 

Démonstra t ion : 

Soit A = {ax2 | x € F p } et B = {c - by2 \ y e ¥p\. 

On a <&A = $B = + 1 = Donc A n /i ± 0 • 

Propos i t ion 1.41 

Soient p ç f ' \ {2}, a 1 : . . ., an e U(ZP) et (A4, fi) un module bilinéaire libre de rang n sur Zp, avec 

fi = < a , > ffl • • • ffl <an>. 

Alors fi est Zp-équivalente à la forme 

<1> ffl• • • ffl <1> ffl <a> 
n 

où a = J^J Oj. 
î -i Démonstra t ion : 

Par le lemme précédent, nous savons quïl existe et € Zv tels que 

ajA'f + a2.s'= 1 (mod p). 
1 — a 2 s 2 Sans limiter la généralité, on peut supposer que s\ est inversible, et donc: que est un carre 

ai 
modulo p. Vu le corollaire 1.36, il existe donc Jf € U2{fZp) tel que ai^T2 + a2«2 = 1- Ceci démontre la 

proposition pour n = 2 ; le cas n quelconque se traite par une récurrence facile. • 



Corollaire 1.42 

Soit p G 1P \ {2} et (./M, 8) G SPn. Alors 

3 ~ < 1 > EB • • • ffl < 1 >. 

Démonstra t ion : 

j3 est diagonalisable vu la propositon 1.3!), et on conclut grâce à la proposition précédente, sachant que 

det(/3) = 1. • 

Cas p = 2 

Remarque : 

Jusqu'ici, on voit qu'il n'est donc pas nécessaire de se préoccuper des types ; ce n'est que pour p = 2 qu'il 

faudra distinguer le type II et le type I. 

Modules de type II 

Soit (M, /?), un E-module bilinéaire de type II. Par la proposition 1.38, et puisque /?(x, x) G 22,2 Va: G M2, 

on peut considérer que (3 est une somme orthogonale de formes représentées par des matrices du type 

^ . a, h. 2S2 et c G U(Z2). 

Nous allons voir que dans ce cas 

\ I ( ? l si I U ) représente 0 non trivialement 

: ; : ) = : ï [ J > <•> 
I 2 ) Sln°n-

Supposons donc qu'elle représente 0 non trivialement, c'est-à-dire, vu le corollaire 1.37, que l'équation 

ax2 + 2cxy + by2 = 0 (rnod 8) 

possède une solution (x, y) g (2-2)2 : ce qui est toujours le cas sauf si a = b = 2 rnod 4. Il est clair que, 

dans ce cas, on a 
a c \ / 0 c! 
c. b) ~ \ c' b' 

avec b' G et c! G U(Z2): car on peut supposer que 0 est, représenté primitivement. 

( — 1 A ( 0 c'\ Finalement, la matrice I 2f' J est la matrice de changement de base qui transforme [ , ^ I en la 

matrice I 1. 

Si la forme ne représente pas 0, c'est-à-dire si a = 6 = 2 rnod 4, on a alors que l'équation 

ax1 + 2cxy + by2 = 2 (rnod 8) 

est résoluble avec (x, y) = ( 1., 1 ) ou ( 1, — I ) par exemple. Le corollaire 1.37 implique que notre matrice est 

—7; 
9 

-équivalente à j '', ) avec b' g 27.2 et <:' G U{ 2)-

Ce qui nous fait, que 2b' — c'2 = 3 rnod 8 car b' = 2 mod 4. 

11 existe donc a G UÇ..2) tel que u2{2b' - c2) = 3. 

En faisant un changement de base défini par la matrice ^ l.}C(l la matrice ^ ^ ^ est Zp-

équivalente à y ^ ^ j -

Nous voilà donc en mesure de démontrer le 



Si (M, (3) est un La-module bilinéaire de rang 2r non dégénéré de type ( I I ) , alors : 

(-i y 
Ma~ 

0 1 
i n 
0 1 
1 0 

0 1\ 
1 0 
0 1 
1 0 

SI 

Démonstra t ion : 

Vu ce qui précède, on a : 2 1 1 2 

2 1 1 2 

- 2 - 1 

- 1 - 2 

si 

car —2 = 2 mod 4. Donc il est évident que : 
/ 2 1 0 0 \ (2 1 1 2 1 2 0 0 

0 0 2 1 ~ 0 0 - 2 
Vo 0 1 2 / \U 0 - 1 

Mais de plus, nous avons l'égalité matricielle suivante 
f \ 1 1 0 \ /(.) 1 0 0 \ f \ 

0 \ 0 
- 1 
- 2 / 

1 1 0 
1 0 1 - 1 

\ 0 1 1 - 1 I 
on obtient donc que 

1 0 0 (I 
0 0 0 1 

\ 0 0 1 t l / 

0 1 
1 0 

2 1 
1 2 

Enfin, la remarque (*) nous permet, de terminer la démonstration. 

Corollaire 1.44 

Si (M,P) est un module de de type (II), alors (M', fi') e .S^, est de même genre que (M, fi) si et 

seulement si (M',0') est. de type (II). Autrement, dit, cé?n représente un et un seul genre. 

Démonstra t ion : 

Si (M', fi') est de type (II), alors on a vu au corollaire 1.42 que 

it ~ < i > œ • • • m < i > 

si p ^ 2. Et, si p = 2, par le théorème précédent on a : 
' 0 

X 1 
0 1 
1 0 

car del(fi') = 1. 

La réciproque est évidente. 

Remarque : 

Il faut tout de même signaler que les formes bilinéaires de S f n de type ( I I ) sont plutôt rares dans les 

petites dimensions; le corollaire précédent, montre déjà que n s 0 mod 4, mais on peut montrer qu'en 

fait n = 0 rrtod 8; ceci est démontré dans [10, p. 92], 

La forme représentée par la matrice 

( 2 0 - 1 0 0 0 0 
° ( 

0 2 0 - 1 0 0 0 0 
0 2 - 1 0 0 0 0 

0 - 1 - 1 2 - 1 0 0 0 
0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 
0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 
0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 

\ 0 0 0 0 0 0 - 1 2 / 
est le plus simple exemple d'une telle forme. 



Modules de type / 

Lemme 1.45 

Si (M, fi) 6 est de type ( / ) alors fi est '^-équivalente à une forme diagonale. 

Démonstra t ion : 

Par définition, il existe EJ tel que fi(eI, c\ ) = u\ G T/(22). Donc fi ~ <ui > ffl p' avec p' non dégénérée. 

Si P' représente une unité de £3, on continue ; sinon, on considère ( e 2 , . . . , e n ) une base de < e i > x . 
Soit e'j = ei + e2. Clairement P(e\,e\) — u\ est impair, car /?(e2, e2) est pair ; donc p ~ <u ' j> ffl P". 

Montrons que p" est de type (/): 

P' étant non dégénérée, il existe h € <c.\ > - tel que fi(h, e2) = 1. Soit i = e, — mh ; on a 

3(1., I.) = (1(vu ei) + u'iPih, h) = impair + pair e U(Z2) 

puisque on a supposé fi(h,h) pair. De plus 

3{t,c\) = fi(c, - uxh,ex +e2) =ui ^P(h,e2) = 0. 

En résumé, L G <e\> et /, représente une unité. Donc 3" est de type (/) . 

On peut donc conclure par récurrence. 

Remarquons que tous les éléments de cette diagonale sont impairs, et le produit de ces éléments est 1. • 

Défini t ion 1.46 

Soit p un nombre premier, (M, fi) une forme bilinéaire sur On suppose que P est Sp-équivalente à 

une forme diagonale 

<a\ > ffl • • • ffl <an>. 
On définit alors 

<h>(fj)=ri"'''v1 
i<j 

où (a j ,a 7 ) est le symbole de Hilbort. I.e nombre <:p(fi) est appelé l'invariant de liasse-Minkowski. 

Lemme 1.47 

cp(fi) est indépendant de la diagonalisation choisie. En particulier, si deux formes diagonales sont S p -

équivalentes, alors elles ont le même invariant de liasse;-Minkowski. 

Démons tra t ion : 

Ce résultat est démontré dans [3, p.57], • 

Théorème 1.48 

Si (M,f3) G est de type (/) , alors 3 est Z'2-équivalente à la l'orme <1> ffl • • • EH <1>. 

Démonstra t ion : 

On peut supposer grâce au lemme 1/15 que notre forme est, diagonale. 

Soient c G Z2 et a i , . . . ,a4 e t / (Z 2 ) . Alors il existe une solution à l'équation 

a\x\ + • • • + a4x'\ = c (rriod 8) 

En effet, considérons 

A = {y | y = a\xf\ + a2x'i, x\, x>> ç './8Z.) et li = {y \ y = c- a»x | - a 4 x x x , x 2 € Z/8Z}. 



Une vérification directe rions permet de voir que le cardinal de chacun de ces ensembles est au moins 5. 

On trouve donc que A n B ^ 0. 

Si on applique ce résultai, pour c = 1 ainsi que le corollaire 1.37, il est clair que 

a ~ < i > œ • • • a < i > œ < a i > m « i 2 > ffl <a3> 

avec J~[ ai = 1 mod 8. 

S'il y a deux "5" ou un "1" parmi les al: la forme < « ] > ffl <«2> ffl < « 3 > représente 1, donc nous 

pouvons poursuivre le procédé; par contre si les a, ne sont pas de cette forme, il ne nous reste que le 

cas ai = 3, a a = 5, ai = 7, (les autres ne sont pas de déterminant 1), mais 1 est représenté par 

x\ = 2, x'2 = 1 et .X3 = 0. 

Nous avons donc avancé d'un cran, et maintenant 

0 ~ < I > ffl • • • ffl <1> ffl < a i > ffl < a 2 > 

avec ai • a2 = 1 rnod 8. 

Il s'ensuit que ai = a-> = a. Si a = 1 ou 5, le problème est réglé. 

Et puisque <3>f f l<3> ~ <7>f f l<7> (la matrice de changement de base est, ^ ^ <2ot) a v e c a e 

tel que 15a2 = 7) il ne nous reste que le cas a = 3. 

Pour le traiter, nous avons besoin de l'invariant de Masse-Minkowski avec toute son armada. 

Tout d'abord, on a que cp(0) = 1 Vp € {J \ {2j car pour de tels p, on a 0 ~ < 1 > ffl • • • ffl < 1 > ; cela 

découle du corollaire 1.42 ainsi que d'un théorème connu sur les formes définies positives sur E. 

Vu la formule du produit, de Hilbert et, le lernrne précédent, on en déduit que C2(/?) = 1. Or calculons 

c 2 W ) où 
8 ' = < l > f f l - - - f f l < l > f f l < 3 > f f l < 3 > : 

vu le théorème 1.31, on a 
(3 - 0 ( 3 - ' ) 

(3,3)2 = ( - 1 ) — ' — - - 1 ; 

de plus, (1,3)2 = (1, 1)2 = 1. D'où on a que <;2(//) = - 1 ; ce qui fait que 8 9É 0' en vertu du lemme 

précédent. 

Donc 0 ~ <1 > ffl • • • EB < 1 > ffl <a> ; mais là, puisque le déterminant, vaut, 1, on a que a — 1. • 

Corollaire 1.49 

La relation d'équivalence "être dans le même genre que" définie sur ne comporte que deux classes 

d'équivalences : les formes de type ( / / ) et les formes de types (/) . 

Démons tra t ion : 

C'est un corollaire immédiat du théorème; précédent et du corollaire 1.44. • 

G . Enoncé du problème 

Nous voilà enfin en mesure de poser clairement le problème. 

On se fixe {M,0) un "-module bilinéaire de et on pose V = M ® '•"» et l'ensemble des classes à 

isornorphisme près des éléments de SAi qui sont dans le même genre que (M, 0). Le corollaire 1.49 montre ( l u e CJ?n = 011 

Le théorème de Liasse-Minkowski nous permet de dire que tous les représentants de ces classes d'équivalences 

peuvent être vus comme des réseaux bilinéaires de V. 

Soient M1,.... Mfc des représentants de chaque classe de JÉ" 



et. O(Mi) le groupe orthogonal (le A7/, V< g 1 ]
k . 0(Mt) est un groupe fini car isomorphe à un sous-groupe 

discret du groupe orthogonal de M t X > qui est compact. 

Nous nous proposons de calculer 

Ce nombre rationnel est appelé masse de 

Il existe une formule pour calculer ; c'est à la démontration et au calcul de cette formule que seront 

consacrés les chapitres suivants. Son nom est la formule de Minkowski-Siegel. 

Remarquons que si nous prenons un module ( M , q ) où q est une forme quadratique de la forme f3(x,x) 

avec fi 6 SPn et que nous faisons le même travail, nous obtenons les mêmes classes d'équivalences et les 

mêmes genres que précédemment. De plus, la formule de masse reste la même car les anneaux p-adiques 

ainsi que Z sont des anneaux intègres. 



C H A P I T R E 2 
Mesures , masses et formule de Minkowski-Siegel. 

Nous allons établir dans ce chapitre la formule de Minkowski-Siegel. Pour cela, il faudra faire un peu de 

théorie de la mesure sur les groupes orthogonaux. 

A . Structure congruentîol lc et mesure de Haar. 

Déf init ions 2.1 

Soit G un groupe et une famille de sous-groupes satisfaisant les propriétés suivantes : 

(CO Si Ku K2 £ ^ , alors il existe K2£^ tel que K3 C Kx n K2 • 

(C2) Si Ki et K2 £ sont tels que K\ C K2 , alors l'indice [K2 : K\] est fini. 

(C3) Si K £ et u £ G , alors u • K • u 1 e 

On dit alors que J^ munit G d'une structure congruentielle, et les éléments de ^ sont appelés sous-groupes 

de congruence principaux. 

On définit aussi 
n 

%={{jxzKl I n e n, xi,..., xn £ G et K u . . . , K n e $ ) . 
i=i 

Les éléments de sont appelés ensembles de congruence. 

Propos i t ion 2.2 
A) est stable par intersection et réunion finies. 

B) Si / ? ] , . . . , En £ cé, alors il existe K £ tel que pour tout i £ I !n, Ex soit réunion disjointe finie de classes 

à gauche rnodulo K. 

C) Soit E £t? et, u £ C: alors uB, Eu et, u 1 Bu € î f . 

Démons tra t ion : 

Soient E = ( J xxKz et E ' = ( J y.jL:i £ Il est, clair que E U E' £ De plus, EnE' = {JxxKx n yjLj. 
i „7 'J 

Or, pour tous sous-groupes H et H' de G, si xH H yII' est non vide, on a l'égalité suivante : 

xll n y H' = z(H n II') pour tout z £ xH n y H'. 

Ce résultat s'obtient, grâce à une vérification évidente. Donc, on a que En E' = [Jzij(Ki n Lj), en 

supposant que Ki n Lj est non vide pour tous i,j. Mais, pour tout sous-groupe de G contenant un K 

dans et tel que [H : K) < cc, on a que II £ cê\ ceci nous permet de dire que Kx n Lj £ pour tous 

i,j, grâce aux axiomes (G\) et (C2). 
Soient maintenant E\,..., En £ "s?. Par définition, on a pour tout i : 

E, = [ J x 3 K i j avec K^ 

L'axiome (C, ) nous permet de prendre un sous-groupe de congruence principal K contenu dans Ktj et 
i j 

l'axiome (G2) nous permet de dire que /<„, est une réunion disjointe finie de classes à gauche rnodulo K. 

Le fait, que pour tout sous-groupe II de G on ait xll fl y H ^ 0 ==> xll = yll nous permet de terminer 

la démonstration de B). 

D'autre part, si E est dans g, alors uE et u 'x Eu £ §P, et comme Eu = u(u~1Eu), on conclut. • 



Soit urt groupe muni d 'une s t ructure congruentielle. Une mesure de Haar est une application /j, 

de é? dans Ë 4 telle que : 

(I) fi ï 0 

( / / ) si /<;,, E2 € sont tels que /£, n /?2 = 0, alors U E2) = + M ^ ) 

( / / / ) ji(uE) = /j.(E) pour tout u G 6' et / ï G if. 

T h é o r è m e 2 .4 

Si G est un groupe muni d 'une s t ructure congruen t i e l l e^ , alors il existe une mesure de Haar, et si //1 et 

jj.2 sont deux mesures de Haar, alors il existe une constante c > 0 telle que /i2 = 

D é m o n s t r a t i o n : 

a) Fixons EQ G §f tel que EQ ^ 0. Soit E G cê quelconque; par la proposition 2.2, on peut choisir K G J ? 
r r' 

tel que EQ = [ J Xj/<" et /•,' = [ J ytK- Posons alors n(E) — '-. Supposons que EQ = x\K' et que 
i -1 _7 • -1 7 i=l 

s' / 
i? = | | y'jK' et voyons que - = —. 

j= i r r 

Par (Ci) , nous savons qu'il existe L G tel que L C /<"' n /C, puis par (C2), il existe m et m' G N tel que 

m m 
K=\JzlL et K'=\_\z'kL 

(. 1 fc==i 

donc 
r m T rn 

/ ^ U U x , , / . = • [ > ; , ; / . . 
•1 1 / .1 I 1 k-1 

S s' 
On a alors que rrn = r'm'. Par un même raisonnement, on obtient que sm = s'm', d 'où - = —. Donc fj, 

r r 
est bien définie. 

Il est clair que fj, ^ 0 et que n(uE) = /i(E) pour tout u G G et E G §f. Soient maintenant, E et E' dans 

if; vu la proposition 2.2, il existe K tel que 

r .s .s 

E0 = • xtK, E= • ViK et E' = [ J y [ K . 
i • 1 ;/ - 1 / = 1 

Mais, puisque £ et E' sont disjoints, on a que ijjK y[K V j , / . Donc 

E U E' = [J ztK 
!-= 1 

où zi = yiViç Ms et, zs+l = ?y- Vi G 1 !.,'. Donc finalement,, 

//(/•; u /•:') = = - + - = + /*(£')• 
r r r 

b) Soient /i] et //2, deux mesures de Haar sur ((*,', Fixons-nous l'À) G tel que fJ.](Eo) ^ 0. Il existe c > 0 
r s 

tel que m (EQ) — cm2(E0). Soit E G §f, il existe K tel que EQ = [ J x f /C et E = |_ | ydK. On a : 
j=1 

/* i (£ ) = = -Mi(/?o) = - c M ) = C5M2(AT) = c /z 2 (£) . r r 

Et , nous voyons que c > 0, puisque ji\ et /i2 sont non nulles. • 



Soient G un groupe muni d'une structure congruentielle et fj, une mesure de Iiaar. Définissons 

E i—> n(Eu). 

C'est clairement une mesure de Haar. Donc, par le lemme précédent, il existe c(u) tel que fiu = c(u)/n. 

On obtient alors une application c de G dans !? attachée à la structure congruentielle, et telle que 

c(uv) = c(u)c(v) Vu, v € G. Cette; application s'appelle la fonction modulaire de (G.J?) , et (G,^?) est 

dit ummodidarre si c est identiquement 1. 

B . Groupe orthogonal et s tructure congruentiel le . 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer qu'il est possible de définir une structure congruentielle sur le 

groupe orthogonal d'un espace vectoriel bilinéaire ou quadratique donné. 

Définit ions 2.6 

Fixons-nous, pour le reste de ce paragraphe, A un anneau principal à quotient fini et de caractéristique 

différente de 2, K son corps des fractions et. V un espace vectoriel de dimension n sur K. Munissons V 

d'une forme bilinéaire non dégénérée [i. On notera q, la forme quadratique définie par q(x) = f3(x,x). Au 

lieu de partir d'une forme bilinéaire, prenons q une forme quadratique non dégénérée sur V. Posons p 

définie par /3(x, y) = q(x + y) — q{x) — q(y). Dans les deux cas, puisque A est intègre et de caractéristique 

différente de 2, on a Oq(V) = Og(V). Nous noterons et; groupe 0(V). 

Puisque par la suite, on considérera des espaces quadratiques et des espaces bilinéaires, mais que cela 

n'influe en rien les raisonnements qui vont suivre, ori dira que V est un espace bilinéaire ou quadratique. 

Soient N C M deux .-1-réseaux de V; on définit 

Ces ensembles sont clairement, des sous-groupes de 0(V). Si M est un réseau quadratique ou bilinéaire, 

0(V, M) sera noté O(M). 

Soit J ? l'ensemble des sous-groupes de 0(V) de la forme 0(V, M/aM), où a € A et M est un /4-réseau 
quelconque de V. Nous allons montrer que J ? munit O(V) d'une structure congruentielle. 

Lemme 2.7 

Soient M i et M2, deux /1-réseaux. II existe a et b dans A tels que aMi C et, t M2 C M\. 

Démonstra t ion : 

On sait qu'il existe ( e , , - - - , e„) et ( / , , . . . , / „ ) , deux K"-bases de V tels que 

Q(V, M/N) = {u e O(V) | u(M ) = M, u(N) = N et u{x) = x mod /V Vx e M). 

et, 
0(V, M) = {u e (){V) | u(M) = M). 

M\ - A e i © • • • © / ! & 

M2 = A j\ ©•••©/!/; 

7L 

Soient, c I7 € K tels que ax — ^ aî7/7- pour loul i G I ]
n , et a un dénominateur commun des a^ . Nous 

avons alors 
ri 

c'est à dire aM i C M2. • 



Si A — 2,p, alors on peut, supposer que a cl, b sont dos puissances de p. 

L e m m e 2.8 

Soient M un A-réseau et N un sous-/l-module de M; alors N est un /i-réseau, si et seulement s'il existe 

a et b dans K tels que aN C M C bN. 

Démons tra t ion : 

S'il existe a, b G K tels que aN C M C bN, alors N est isomorphe à un sous-module de M; il est donc 

un module de génération finie, car la multiplication par a ou par b est un isomorphisme /1-linéaire de N 

dans aN ou bN. De plus, on a KN C KM C KN, ce qui nous donne KN = KM = V; donc N est un 

/1-réseau de V. 

La réciproque est évidente grâce aux lemrnes précédents. • 

Lemme 2.9 

Soient M et N, deux A-réseaux de V, alors M + N et M n N sont, aussi des A-réseaux. 

Démonstrat ion : 

Le lemme 2.7 nous dit qu'il existe a et b G A tels que aM C N et, bN C M. Or, nous avons immédiatement 

les inclusions suivantes : 
b(M + N) C bM + bN C M C M + N 

et 

M n N c M c -M n -N = -(Mn N). 
a a a 

Ce qui démontre le lemme. • 

Propos i t ion 2.10 

Soient, 0(V, M/bM) et, C)(\', N/aN) g ^ . I.es lemrnes précédents nous donnent, l'existence d'un c tel que 

c(M + N) C aN n bM. Alors on a: 

C)(V. M + N/<:(M + N)) C Û(V, M/bM) n G(V, N/aN). 

Démonstra t ion : 

Soient x € M et u e ()(V, M + N/dM + A')). En particulier, x <E M + N, donc u(x) - x G c(M + N) C 

bM C M. Ce qui nous donne que u(x) G M et u(x) - x G bM. 

Par un même raisonnement,, si y G A', nous obtenons que u(y) G N et u(y) — y G aN. Nous avons que 

u(M) C M: or, ()(V, M + N/c{M + N)) est, un groupe; alors, en faisant le même raisonnement pour u ] , 

il vient que u \ M ) C M, donc M C u(M). • 

Propos i t ion 2.11 

Soient 0{V,M/aM) C 0{V,N/bN) Alors 

[(){V, N/bN) : ()(V, M/aM)] < oc. 

Démonstra t ion : 

On sait qu'il existe /: et, r G A tels que CM C N et. rN C f.abM. Une rapide vérification nous permet de 

montrer les inclusions suivantes : 

0(V, N/rN) C Q(V, N/iabM ) C_ ()(V. M/aM) C 0(V, N/bN). 



Il suffit donc de démontrer que [Û(V, N/rN) : O(NfbN)} est fini. 

Nous avons déjà que rN C bN C N. Soit maintenant 

<p : 0(V, N/bN) — • Sf(N/rN) 

u ^ <p(u) : N/rN N/rN 

x + rN i—» u(x) + rN, 

où 5f(N/rN) est le groupe des autornorphisrnes de N/rN, vu comme 4/ r / l -module . On a supposé que 

A était à quotient fini; donc ùf(N/rN) est fini. Notre application <p est bien définie, car tout élément u 

de 0(V, N/bN) est, tel que u(N) = N, donc u(rN) = rN. De plus, ip est clairement un homomorphisrne 

de groupe. 

Etudions maintenant le noyau de cet homomorphisrne : 

Dire que <p(u) = ip(v) pour u, v G ()( V, N/bN) est équivalent à dire que iï~lv(x) = x mod rN pour tout 

x G N et, comme u ~]v(N) = N, cela veut dire que u lv G 0(V, N/rN). 

En résumé, on a que (){V, N/b:\)'/0(V, N/rN) est isomorphe à un sous-groupe de Sf{N/rN) qui est fini. 

Ce qui démontre la proposition. • 

Propos i t ion 2 .12 

Soient 0{V, M/aM) G et u G O(V). Alors 

uO{V,M/aM)u 1 = 0(V,u(M)/au{M)) 

Démonstra t ion : 

C'est immédiat. • 

T h é o r è m e 2.13 

L'ensemble des sous-groupes de O(V) de la forme ()(V, M/aM), où a G A et M est un /1-réseau quel-

conque de V, munit O(V') d'une structure congruenlielle. De plus, est unirnodulaire. Finalement, 

si Mi est un sous-.4-réseau de alors M->jM\) est un ensemble de congruence. 

Démonstra t ion : 

La première partie de ce théorème esl une conséquence directe des propositions 2.10, 2.11 et 2.12. 

On a ( C , ^ ) est unirnodulaire, car Q(V) est engendré par les symétries orthogonales relativement aux 

hyperplans de V. Ce fait est démontré dans [3, lernrne 4.3, p. 20], Puisque ces applications sont d'ordre 

fini dans 0(V), on en déduit, que c est, identiquement 1, car dans iP:^, il n'y a pas de racine de l'unité 

autre que 1 lui-même. 

Pour la dernière partie de ce théorème, on sait, qu'il existe a G /I tel que aMi C M\. De plus, on a 

que 0(V, M2/aM2) C 0(V, M 2 /A/ , ) . Si on définit l'application y de 0{V,M2/M1) dans S ? ( M 2 / a M 2 ) 

comme dans le lemme précédent, on voit, que le noyau de cette application est 0(V, M2/aM2). Puisque 

Sf(M2/aM2) est fini, on en déduit, que (){V, M 2 /A/ j ) est une réunion disjointe finie de UiO(V, M2/aM2), 

où M G 0 ( V ) . • 

C . Groupe orthogonal adel ique et s tructure congruentiel le . 

Fixons-nous, pour ce paragraphe, un v-espace vectoriel V muni d'une forme bilinéaire ou quadratique 

non dégénérée. Nous allons montrer qu'il est. possible de munir O(V) d'une structure congruentielle, où 

O(V) est le groupe orthogonal adélique que nous définirons tout à l'heure. 



Soient M un Z-réseau de V, M l'ensemble de totis les "1,-réseaux de V, et WM l'ensemble des familles 

(Ep)pçr formées pour chaque p d'un :".'.p-réseau de Vp, telles que Ep = Mp pour tous les p sauf pour un 

nombre fini (on dira par la suite "pour presque tout p"). Alors l'application 

/ : X '—» ( A ' P W 

forme une bijection entre et , avec 

r 1 ^ • H(A'Vnl/)-
P<E r 

Démonstra t ion : 

Montrons déjà que notre applicat ion f a bien son image dans : 

Soit N € M\ nous savons qu'il existe a et a' G '' tels que aN C M C a'N. Or, a et a' sont inversibles 

dans 7.,p pour presque tout. p. Donc 

«A'p = a'Np = Np = Mp 

pour presque tout, p, et, donc {Np)pr •; G 

Montrons maintenant que / 1 o / est. l'identité de M : 

soient N € M et Np = N ®r, " p- Il faut voir que N = f | p C
n v)- '<e fait que N C f |p G p( n p n v ) est 

évident. Soit x G Ope^^ ' p n puisque x £ V, on peut écrire x = —, avec y e N et m > 0 minimal. 

Mais x G Np, donc p ne divise pas m, quel que soit p G ï , ce qui veut, dire que n, = 1 et donc x = y. 

11 reste à voir que / o / 1 est. l'identité de : 

soit (Ep)p(.î G posons A' = f ] .\EP D V). Nous allons montrer dans un premier temps que N est 

un S-réseau de V, ensuite nous montrerons que Np = Ep pour tout p. 

On sait que pour chaque p, il existe ap et bp G C p tels que apEp C Mp C bpEp. On peut choisir ap = bp = 1 

pour presque tout, p. Dans les autres cas, on peut, choisir une puissance convenable de p. 

Posons a — J~J Op et b = J J bp: cela a un sens, et, de plus, aEp C Mp C bEp pour tout p. On en déduit 
pÇï pC-

que 

«A C M C bN, 

car nous savons que M = f ) . (Mp n V). Donc A' est. un réseau, en vertu du lernrne 2.8. 

A' est inclus dans Ev, donc Np C Ep pour tout. p. 
n 

Soit maintenant, x e Ep, et. supposons que .Y = "c j S •••© T.«„; x peut donc s'écrire aie<, avec des 

a* e Q!p- Or, Z est dense dans donc pour chaque i, on peut écrire a, = a- + avec a- G 2 p , a" 6 S 

et m G H. 
" a" 

Soit alors x = x' + x", avec x' = 0 1 x " = S ' ' a r construction, on a x' e A/p. De plus, 
i.-l i---- 1 P 

x" e N C Np, car : 

i) x" G V et x" € A',, C E,, pour tout, q ^ p. 

ii) Puisque Np C Ep, on a x" — x - x' G Ep. 

On obtient alors que 

x"G Q (Eq nK) = N 

et on a bien x = x' + x" G Np, 



Soit (V,3), un -Q'-espaco vectoriel bilinéaire ou quadratique non dégénéré. On définit : 

Ô(V) = {(up)pC = € J ^ 0(Vv) | il exisie M, un -réseau tel que up G 0(Vp. Mp) pour presque tout p}. 
r" : ' 

Remarquons que si cela est vrai pour un réseau M, c'est vrai pour tout autre réseau N , car Np = Mp 

pour presque tout p. Ainsi ce groupe ne dépend que de V. 

Soit N, un sous-réseau de M; on définit aussi : 

Ô(V, M/N) = n 0(VP, Mp/Np). 
peF 

Nous allons montrer que = {0(V, M/aM) | M e M et c e .3} munit Ô(V) d'une structure congruen-

tielle. 

Lemme 2.16 

Soient Ô(V, M/aM) et Ô(V, N/bN): il existe c € 3 tel que 

Ô(V, N/cN) C Ô(V, M/aM) n Ô{V, N/bN). 

Démonstra t ion : 

On sait qu'il exisie P C " ., I' étant de cardinal lini. tel que Mp = Np Vp £ J \ P. 

Si p € P: Il existe rp et sp des puissanci\s positives de p, telles que spNp C rpMp C Np. On vérifie facilement que 

0{VP, Np/sprpabNp) C ()(VP, Mp/aMp) n 0(VP, Np/bNp). 

Posons c = ( j Q sqrq)a,b\ on a que cNp C sprpabNp. On obtient donc : 
qCP 

0(Vp,cNp) C (){Vp,Np/sprpabNp). 

Si p $ P: Dans ce cas. nous avons Mp = Np, et clairement 

0(Vp,<:Xp) C ()(Vp, Mp/aMp) n 0(Vp, Np/bNp), 

c'est à dire que 
Ô(V, N/cN) C Ô(V, M/aM) n C)(V, N/bN). 

Lemme 2.17 

Soient, Ô(V\ M/aM) C Ô(V, N/bN): alors 

[Ô(V. M/bM) : Ô(V, N/aN)} < oc 

Démonstra t ion : 

Comme lors de la proposition 2.11, on voit facilement qu'il existe r e 2 tel que 

Ô(V, N/rN) C Ô(V, M/aM) C Ô(V, N/bN). 



Il existe P C F fini tel que rNp = bNp = Np, sauf si p G P. Posons 

tp : Ô(V, N/bN) —> J] Sf(Np/rNp) 
pe. i' 

(wp)pef 1—1 II " : Np/rNp —> Np/rNp 
pQ P 

xp + rNp i—> up(xp) + rNp. 

ip est clairement un hornomorphisme de groupe. Regardons son noyau : 

soient ( «p ) p e r et (vp)pei? € Ô(V, N/rN), tels que ^((ttp)per) = ¥>(("p)j>er)- Cela est équivalent à l'égalité 

suivante : 

n ur>(xp) + rNp = [ ] vp(xp) + rNp V(xp)p e P G J J Np. 
pi P pCl' p£p 

C'est aussi équivalent au fait que u' lvp(xp) — xp G rNp quels que soient p G P et xp G Np. Autrement 

dit, nous avons que 

K p 

et, comme les premiers hors de P ne nous embêtent pas, on trouve 

(up)^T(vp)p^ G Ô(V,N/rN). 

Puisque J J Sf(Np/rNp) est, fini, on conclut,. • 
pEP 

Lernrne 2.18 

Soient u (= (u p ) p e ï ) € 0{V) et, O S . M/aM) G j ? ; alors 

ud(V, M/aM)u 1 = Ô(V,u(M)/c-u{M)) 

où u(M) est un réseau, tel que u(M)p = up(Mp); il existe et il est unique en vertu du lemme 2.14. 

Démons tra t ion : 

Soient ui G Ô(V, M/cM) et p G iP; alors 

Up-jjpUp
 1 (v,(Mp)) ---- Up^p(Mp) = up(Mp). 

De plus, soit, rrip G Mp, on a : 

Up^pUp
 [{up(mp)) = Up(^çnip) - mp) G cup(Mp) 

ce qui est équivalent à u;p{'rnp) — rnp G <:Mp. • 

Théorème 2.19 

Le groupe orthogonal adélique O( V) est muni par d'une structure congruentielle. De plus, ( G , ^ ) est 

unimodulaire. 

Démonstrat ion : 

Le fait que soit une stucture congruentielle découle directement des lemrnes 2.16, 2.17 et 2.18. 

Soit, maintenant u G Ô(V'). Nous savons que /t(B • u) — c(u)/i(B) pour tout, B G §P. Soit N un réseau. 

Par définition, up G 0(Vp, Np) pour presque tout. p. Donc, up(Np) = Np, sauf pour p e S fini. Posons 

„ _ f idVv si p G P , _ J idVp si p £ P 
"P ~ \ up si p <jL P 0 1 "P ~ \ up si p G P 



On a donc u' = (u'v)pir et. u" = (up)p^ G 0(V). De plus, u = u' ou", alors c(u) = c(u')c(u"). Montrons 

que c(u') = c(u") = 1. 

u' est l'identité presque partout, et pour les premiers de P, nous savons que up est un produit de réflexions. 

On obtient, par un même raisonnement, que pour le théorème 2.13, que c(u') = 1. 

Par constuction, u" G 0{V, N). Puisque pour tout E G £f, p{E • u") — c(u")p(E), cette égalité est vraie 

en particulier si E — Ô(V, N), or on a que E • u" = E dans ce cas là. Donc c(u") = 1, puisque p(E) ^ 0. 

D . Lien entre 0(V) et Ô(V). 

Pour ce paragraphe, ainsi que pour tout le reste du chapitre, on se fixe un Q-espace vectoriel V de 

dimension ri et muni d'une forme; bilinéaire ou d'une forme quadratique non dégénérée et définie positive. 

Remarquons tout, d'abord que Q{V) pou 1. être vu comme un sous-groupe de Ô(V). En effet, soient 

u G 0(V) et M un réseau de V: up = u & id; est. bien un élément, de 0(VP) pour tout p. De plus, 

Up(Mp) = u{M)v ne diffère de Mr, que pour un nombre fini de p. 

Lernrne 2.20 

Soient N un I-réseau de V et Ap G &o(v ) pour tout p G If, tel que Ap = 0(Vv, Np) pour presque tout 

p; alors 

n Av
 e

 ^ô{vy 
va 

Démonstra t ion : 

Soit P = {p | Ap ^ 0(Vp, Np)\ de cardinal fini. Pour chaque p G P, on a Ap = [ ( x P i o ù Kp = 
i 

0(VP, Np/cpN'p) et où Np est, un .T,-réseau de Vp. Comme toujours, on peut, supposer que cp est une 

puissance convenable de p. Par le lemme 2.Pl. il existe un unique réseau M tel que Mp = Np si p G P, 

et, Mp = Np si p / ' . 

Posons Kv = Ap si p (jt P. On obtient : 

1 1 ^ « O S M / C M ) G J % ( V / ) O H C = L \ C P . 
pEP 

Et: donc, J | Ap est une réunion finie de classes à gauche rnodulo J J Kp. • 
per ptï 

Lernrne 2.21 

Soit, N un Z-réseau de V. Pour tout p G , fixons-nous pp, une mesure de Haar sur 0(VP), et p sur 0(V). 

Supposons que 

Hpp(C)(Vp,Np)) 

PCE" 

converge absolument. Cette convergence est indépendante du réseau N choisi. 

Alors, il existe une constante c positive, telle que pour toute famille (Ap)piî, avec Ap G §o(vp) quel que 

soit p premier et Ap = 0(Vp, Np) sauf pour p G P fini, on ait : 

Y l pP(Ap) = cp(Y[ Ap). 
pc : pc ? 

Le membre de droite de cette égalité est bien défini en vertu du lemme précédent. 



C h a p i t r e 2 : Mesu res , m a s s e s et f o r m u l e de M i n k o w s k i - S i e g e l . 

On en déduit que si les /xp sont tels que J^J /ip converge, alors J J fip est une mesure sur 0(V). 
pt.F pGlf 

Démonstra t ion : 

Posons c > 0 tel que 

cp([\ 0(Vp: Np)) = l{ pp(0(Vp, Np)). 
PC ' ptï 

Fixons-nous une famille (/1p)pf r; , telle que Ap = ()(Vp, Np), sauf pour p & P = {pi, • • • ,ps}- Posons 

Çpi : %o(vPl) 

B^p,P)(B)- [ ] pq(0(Vq,Nq)) 
<îer\{p,} 

et 
c . Q> , •'•• 

B ^ p ( B x n (0(Vq, Nq)). 
'>(• ?\{pi} 

Çpi «t sont clairemeril des mesures sur 0(V,,, ). 11 existe donc cpi positif tel que = cpi Çp]. Cette 

égalité est. vraie, en particulier si B = 0 ( l ' P l , APl ). On en déduit, alors que cp, = c; donc l'égalité suivante 

est vérifiée : 

c/x(,lp, x U (0(Vq, Nq)) = /xpi (/lPl ) • [ ] pq(0(Vq,Nq)). 
<!&-\{p i) <?e?\{pi} 

Soient maintenant 
p • 9? Çp2 • (°o(vP2) 

B^llp,2(B)./lpi(Api). [ ] /lq(0(Vq,Nq)) 
'K î\{pi -p'2 } 

et 
sp, : vp,) 

B i—> / i ( / i x / l p , x H (0(VQ,NQ)). 

qc -:\{pi 1P2} 

De nouveau, il existe cp.,, tel que = Cp,Ç ; on trouve alors que cp2 = c. On refait le même procédé 

jusqu'à ps, et, on trouve : 
a v ) = i w ^ -

pcr pC" 

E . Domaine fondamental et masse. 

Déf ini t ion 2.22 

Soient, un groupe muni d'une structure congruentielle, O un sous-groupe de G, et M G fé'. Si 

F G S5 est, tel que 
O.M = |J .;•/'. 

xeo 

F est appelé domaine fondamental pour M relatif à O. 

Lernrne 2.23 
Soient, G un groupe, /•/,, !/> deux sous-groupes de G, et x, y G G. Si H^xH-i n H\yHi ^ 0, alors 

//1.7,7/2 = 11 il/Il 2-

Démonstra t ion : 

C'est, une vérification évidente. • 



S'il existe K G ^ tel que () n xKx 1 = {1 } Vx G G, alors tout M G S3 possède urt domaine fondamental 

relatif à O. De plus, si (H. I-'2 sont, deux domaines fondamentaux pour M, on a FI(l'\) — (j,(F2). 

Démons tra t ion : 

Soit M e cé\ M est une réunion finie de classes à gauche d'un certain /, e tel que L C K. On a 

t 
M • [J xtL, 

et, grâce au lemme précédent. 
t s 

OM = {JOXlL=[_\ OijjL 
t=i j=i 
s 

où {yi,..., ys} C {x\,..., xt}. Posons F = J j . On a déjà que OM — xF. Il nous reste à voir 
J=1 XGO 

que la réunion est disjointe : 

Soit v, u G O, v -f- u. Supposons que uF H vF ± 0. On a alors : 
S 6' 

( y •«?/,/.•) n ( y uyjL) ± 0. 

:/ 1 ;i ' 
Donc, puisque les OyjL sont disjoints, il existe y.L et, f^, t2 € L tels que uyii\ — vyil2. Mais cela n'est pas 

possible, car sinon on aurait 1 ^ u xv = yxi\t2
 lV* € y./^/j"1 C 7/j/^y,; \ ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Suposons maintenant qu'il existe l-\ et F2 £ cé tels que 

U •<•/••; = U 
.xC O O 

Il existe K G tel qm; 
n m 

F y . , , A et F2 =\JyjK. 
r - 1 

On trouve que 
n rn 
y qXik = y o]hK. 

1 1 

Le lernrne précédent nous dit alors que m = n, donc /*(/•"}) = ft(l'2). • 

Définit ion 2.25 

Soient, urt groupe muni d'une structure congruentielle, ji la mesure; associée, O un sous-groupe de 

G, M G (o: et F un domaine fondamental pour M relatif à O. 

On pose 

OÙ o\OM = {Ox I x G <>M]. 

On en déduit fout, de suite les propriétés suivarit.es : 

Propos i t ion 2.2G 

a) rn(o\OM) > 0 

b) Soient, M, et, M2 G g? tels que OM] n OM:, = 0. On a : 

, „ ( o y > < . = m{fA™, )+m{o\OM*). 

Démonstra t ion : 

Evident. • 



Soient N un Z-réseau de V, et p un nombre premier différent de 2. Alors 

0(V)nÔ(V,N/PN) = {1} 

Démonstra t ion : 

Soit 1 / u e 0{V) n Ô{V, N/pN). En particulier, u e Ô(V, N) n Q(V, N) d'après le lemme 2.14. Nous 

savons que O( V.N) est fini puisque; fi est définie positive; u est alors d'ordre fini. Quitte à prendre une 

puissance convenable, on peut supposer que; u est d'ordre q e IP. 

Relativement à une Z-base; de N, u est représentée par A une matrice à coefficients entiers. Puisque u ^ 1, 

A = I + U, où I est la matrice unité, ei U une matrice quelconque non nulle. Or, pour tout x £ N, on a 

u(x) — x e pN, donc p divise; U. Finalement, 

A = 1 + prnU 

avec p j(U et rn > 1. On obtieinl alors : 

/ = (/ +'p"'U)q = f + qpmU + • • • Cette; somme contient au moins 3 termes. 

i) Si p / q, on a : qprnU = 0 rnod p2"1 donc U = 0 rnod prn; ce qui veut dire que p divise U, ce qui est 

absurde. 

ii) Si p = q, on obtient pm ' 1 s U rnod p2"1 1, car 

et p divise puisqu'il esl différent fie; 2. Finalement, on trouve que; U = 0 rnod prn qui est aussi 

absurde que tout à l'heure. • 

T h é o r è m e 2.28 

Le groupe adélique O(V') possède un domaine fondamental relatif à 0(V). Il est donc permis de parler 

de m ( o ( v ) \ 5 ( v ) ) . 

Démonstra t ion : 

Soit u € Ô(V) ; ale>rs 

-w» rv , v . > ., i Clcrntru; 2.18) ., r, ~ ,, , , . », - - »,, , (prop.2/27) ,_ -, 

0(V)nu0(v,.\/pK)v 1 = 0(V) C\()(y,u{N)jjm{N)) = ' {1}. 

Et on conclut, grâce au théorème 2.24. • 
Théorème 2.29 

Soient, M un réseau quadratiquo pour la forme q = 3{x,x), et l'ensemble des Z-reseaux de V qui sont, 

dans 1e même ge:nre que; M. L'application 

: Ô(V)fÔ{M) —> Jt 

u rnod Ô(M) >—» u{A4) 

est bien définie, et, de; plus, e:llo est bijective. 



Soit 
v : 0( V) —• .M 

u i—> u(M). 

Rappelons que u — (u)pC.*, et que u(M) est l'unique réseau, tel que u(M)p = up(Mp). Il s'ensuit que 

u{M) et M sont dans le même genre. 

Soient maintenant u et, u' £ 0(V), tels que u n " 1 e O(M). On a donc que up
lu'p £ 0(Mp) Vp. Cela est 

équivalent à : 

Up(Mp) = u'p(Mp) Vp £ IF'. 

D'où, u'(M) = u(M), ce qui veut dire que l'application <p est bien définie. 

Soit M' un réseau dans le même genre que M, il existe u £ Ô{V) tel que up(Mp) = M'v\ grâce au lernrne 

2.14, cela veut dire que u(M) = M'. Donc ip est surjeetive. 

Finalement, <p est inject.ive, car si uO(M) et u' 0{ M ) sont, tels que u'p(Mp) = up(Mp) Vp, alors, cela est 

équivalent au l'ait que u 1 u' £ Ô(.Vl), donc que v Ô{M) = v' (){M). • 

Corollaire 2.30 

Soient a £ IL, M un réseau quadratique; pour q = ri(x.x) respectivement pour q si V est quadratique, et 

K = Ô(V, M/aM). On a que Ô{V) est une réunion finie de classes doubles 0(V)ui K. 

Démonstra t ion : 

11 suffit de démontrer ce résultat, pour K = O(M), car les autres sont d'indice fini par rapport à lui. 

Posons 
y : o ( i ' ) \ ° ( l / ) / o ( . M ) — Jt 

0(V)uÔ(M) i—> u{M) 

Soient u et v £ Ô(V) tels que 0(V)uÔ(M) = 0(V)vÔ(M). Cette égalité est équivalente à l'existence 

de r G 0(V) et de Ç 6 O(M) tels que v = tuÇ, qui est équivalent à v(M) = r (u (M)) ; ce qui veut dire 

que v(M) et u(M) sont isomorphes, ou encore que v(M) = u{M). 

Donc tp est bien définie et, inject.ive. 

Soit M' £ A4' qui est une classe d'isrnorphisrnes dans le genre de M. Le théorème précédent nous donne 

l'existence d'un u £ 6{V) tel que r~{ud(M)) = M', ce qui veut dire que v(0(V) uÔ(M)) =W. • 

F . Représentat ions . 

Définit ion 2.31 

Soient (L, et, ( M , / l w ) deux r.-niodulis bilinéaires non dégénérés, libres de rang finis. Un homomor-

phisrne de Z,-module « de /, dans M tel que qM(u(x)) = qi(x) Vx G L où qM = 0M(x,x) et qi, — 0l(x, X) 

est appelé représentation de I, par M. 

Si L et M sont des -modules quadratiques non dégénérés, on défini les représentations de manière 

identique. 

Remarquons que u est inject.ive puisque I. est non dégénéré. 

Définit ions 2.32 

Soient L, M et M'des ' '-modules bilinéaires ou quadratiques non dégénérés; soient de plus u : L -* M 

et u' : L —> M' deux représentations. On dit que u, u' sont, équivalents, et on écrit u\ ~ u2, s'il existe 



C h a p i t r e 2 : M e s u r e s , m a s s e s et f o r m u l e de M i n k o w s k i - S i e g e l . 

un isornorphisme / de M dans M ' loi que le diagramme 

M 

L M' 

commute. Il en découle en particulier que M] et A42 sont équivalents. 

On dit que u, u' sont de même genre, et on écrit u 1 ~ u2 , si pour tout p premier, il existe un isornorphisme 

Jp : Mp —» Mp faisant commuter le diagramme suivant : 

\4V 

>„ 
k 

M et M' sont eri particulier dans le même genre. 

Lemrrie 2.33 

Supposons que fl^i soit définie positive. 

1) Il n'existe qu'un nombre fini de représentations de L par M. 

2) Il n'existe qu'un nombre fini de classes de représentations de L par des .".-modules du genre de M. 
Démonstra t ion : 

1) : Soit a G posons Sa = {y G M | <]M(y) = a}. Le cardinal de Sa est fini. 

En effet, posons 14 = M X ï . ; qm s'étend naturellement, sur 14. Soit v G V-posons 

Ibll = VdM(v)-

|| • || est. une norme sur 14. Puisque toute les normes sont, équivalentes sur \4:, on a que M est discret, et 

donc Sa = B(0,n2) n M est fini. 

Si on veut que </,w(«(x)) = <//.(x), on n'a dont; qu'un nombre fini de choix pour «(x); et comme u est 

défini en connaissant les images des vecteurs de bases de qui sont, en nombre fini, on conclut. 

2) : On a vu dans le premier chapitre qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes d'isornorphisme de 2-module 

bilinéaire ou quadratique dans un genre donné. Soient donc M = M\, M 2 , . . . , Mk des représentants des 

classes d'équivalences dans le genre de M. Posons 

fc 
l } = | J { u j j Uj représente ]. dans M,}. 

:i 1 

Vu 1), nous savons que B est. fini. Soit M' tel que M' ~ M et, tel qu'il existe u' qui représente L dans M'. 

On sait, qu'il existe; j G 14 tel que M,- ~ M. Posons u' : L —• M,-, Uj = fou' où / est l'isornorphisme 

entre M' et M.r On a alors u, G B et »/ ~ u'. • 

Définit ion 2.34 

Soit, L un sous-4-module bilinéaire ou quadratique de M. L'inclusion de L dans M constitue ce que l'on 

appelle une représentation spéciale de L par A4. 



Remarquons que toute classe d'isomorphisme de repésentation de L par M contient, une représentation 

spéciale; on a même mieux : 

Lcmrne 2.35 

Supposons que V = M X j ; alors toute classe; de représentation de L par un L-module du genre de M 

contient une représent ation spéciale: de L par un L-réseau de V. 

Démonstra t ion : 

Soit M' ~ M. Supposons qu'il existe: u : L —• M' , une représentation. Posons V' = M' ®Q et 

U — L<E> Q. U est un sous-espace vectoriel de: V, et u engendre une application u de U dans V'. Par le 

théorème de Witt tel qu'il est vu dans [10, thrn. 3, p. 58], u se prolonge en û : V —> V', tel que 

û e 0(V, V') = {u : V — V I pV:(u(x),u(y)) = 3v(x,y) Vx,?y e V}. 

Posons M" = ïTl(M') et v : I. —>• M" tel que v - û 1 o u. 11 est clair que v ~ u. • 

Définit ion 2.36 

Soient W un sous-e:space vectoriel de V, et. M un réseau de V. Posons U = W ; . 

On définit 

O(W, M) = {f G O(W) j (v © id,y) e Û(V, M)}. 

On pose: aussi 

O(W) = {(t>)P(.? € f j 0(WV) | il existe M un n':se:au de V tel que vp e ()(WV, Mp) pour presque tout p 
p c : 

lit on définit 

Ô(W. M) = {(vp)pc , e Ô(W) I Op0iduv)(Mp) = MpVp€ !F) = [ ] 0(Wp,Mp). 
p£lP 

Ces ensembles sont clairement, des groupes. 

R e m a r q u e : 
Si W est vu comme espace vectoriel "tout. nu", lors de; la définition 2.15, nous avions défini 

Ô(W) = {(«p)p£!? e 0(WP) I il e:xiste M un re':se:au de: W tel que: vp t 0 ( W p , Mp) pour presque tout p 
P C T 

Une petite: vérification nous permet, de voir que: ces deux groupes coïncident, donc qu'il n'y a pas d'abus 

de notation. 

Propos i t ion 2.37 

On sait que O(W) peut et.re muni d'une st.ue.1ure congruentielle. De plus, on a que 0(W, M) est un 

ensemble de: cemgruence de: ()(W). 

Démonstrat ion : 

Soit p la projection de l ' sur W le: long do U. On a que p(M) et W n M sont des réseaux de W. Il existe 

donc a e L tel que: a • p(M) C W n M. Alors, on a : 

0(W,p( M ) / a P (M)) C 0{W,M) C 0(W,p{M)). 

34 



En prouvant, ces inclusions, on prouve la proposition grâce à ce que Ton sait, sur les sous-groupes de 

congruence. 

Prouvons la première inclusion : 

Soit v e 0(W,p(M)/a • p(M)). 11 suilit, de voir que (v 0 i d u ) ( M ) = M. Soit m e M. On a que m = 

mu + m w £ U © W- Pur hypothèse, on a : 

v(mw) ~ mw € ap(M) C W n M. 

Par définition, (t>©id;;)(m) = v(rriw) + mi;. Or, comme m £ M, il s'ensuit que (v(rriw) —mw) + (mw + 

mu) £ M. Donc, (v © \du){M) C M. En faisant, le même raisonnement pour (?; 1 © idy), on conclut. 

Il nous reste à montrer la deuxième inclusion : 

Soit: v e 0{W,M). Posons p' la projection sur U le long de W. On a : 

p(M)mp'(M) = M = (v © i d u ) ( M ) = v{p(M)) fflp'(M). 

Donc v(p(M)) = p(M). • 

Propos i t ion 2.38 

Le groupe ()(W,M) est un ensemble de congruence pour C)(W). 

Démonstrat ion : 

La démonstration est similaire à celle de la proposition précédente. • 

Propos i t ion 2.39 

Soient, L C M deux -modules bilinéaires ou quadratiques libres de rang fini. Posons V = M g> 0, 

U = L © et W = U . Alors, le nombre de représentations de L par M qui sont, dans la même classe 

d'isomorphismes que l'inclusion j : /,<—» M est. l'indice [0(V, M) : 0(W,M)\. 

Démonstra t ion : 

Remarquons que si v est une application linéaire de Ij dans M, elle se prolonge naturellement en une 

application linéaire v de U dans V. 

Soient X l'ensemble des représentations de L par M qui sont, isomorphes à j , et Y = 0(V,M)/ « où 

/ ~ g si et seulement si / | = <y| . Soif 

^ : X —> Y 

v '—' fv • 
L'application /,., est définie comme suit. : 

nous savons par hypothèse que u ^ j . Il existe donc /' faisant commuter le diagramme suivant : 

Il est clair que / | == v. Cela veut dire que (p est, bien définie et. injeetive. 

Montrons la subjectivité : 

Soif / un représentant, d'une des classes de Y. Posons v = f| • j: alors <p(v) = f . 



D'autre part, soit f ~ g; cola est équivalent à / | = <7|(r ou encore ,<y./' 11(. = ici/;. Puisque / et g sont, 

dans ()(V, M), cela veut dire que g • f 1 e ()(W, M). 

Donc [Q(V, M) : (>• H'. M)] compte bien le nombre de représenl.at.ions de L par M dans la même classe 

que j . • 

Remarques : 

1) O(W) peut être vu comme un sous-groupe de 0(V). En effet,, si vp G 0(Wp), vp ffi idy est bien défini 

sur Vp. et on a 

qp((vp O idUp)(x)) = qp(x) 

car W = 

2) Soit, 7 l'ensemble des " -réseaux N de même genre que M et tels que les applications up : Mp —* Np 

vérifient, ïl^l . = id»; , où v f , est l'extension naturelle de up sur Vp. Alors 7 est en bijection avec l'ensemble 

des représentations de /, par M dans le même genre que j . 

Ce fait est plus facile à démontrer qu'à énoncer. 

Propos i t ion 2.40 

On a une bijection entre 0( W)/0( W. M) et. l'ensemble des représentations de L par M dans le même 

genre que j . 

Démonstra t ion : 

Par ce qui précède, il suffit de voir que l'application 

-a : Ô ( W ) / Ô ( W , M ) —» 7 

u Ô( W, M) 1—> (u® id , ; ) (M) 

est, une bijection. 

Soient u et, u' G 0(W), tels que u V G ()(W, M). Cela veut dire que 

(up C id,;(,K;Wp) = Mp VP G .': ; 

ou encore 

(,, O id,- )(M) = (vp o id,..p)pc 4 M ) = (u'p Q i d U p ) p c j ( M ) = (u' O id,;)(M). 

Donc ij; est, bien définie et injeetive. 

Soit M G 7. 11 existe donc (vp 0 id,/p)pG- G (){V) tel que (vp © i d , ; J p e f (M) = M' . 

Finalement, (vp)p(.i G 0{W), et de plus, ^ ( ( i ; p ) p e f ) = M' . Donc # est surjective. • 

Corollaire 2.41 

Le groupe Ô(W) est. une réunion de classes doubles ()( W) v, 0(W, M). 

Démonstrat ion : 

Posons 
0 : i.>(w) ^ ) /'o(w.M) —>7 

0(W) v Ô(W, M) 1—• (v © id„)(M). 

Par un raisonnement identique à la démonstration du corollaire 2.80, on voit que 0 est injeetive et bien 

définie. La proposition précédente nous donne la surjectivité, et., puisque 7 est fini en vertu du lemme 

2.33, on conclut. • 

G . Formule de Siegel. 



Dans ce paragraphe, on se fixe M un -réseau quadratique de V, L C M un "..-module quadratique libre, 

U le sous-espace de V engendré par /, , et W = U - . 

Lemme 2.42 

Soient un groupe muni d'une structure congruentielle, K O un sous-groupe de G, et u e G 

tels qu'il existe F C uK un domaine fondamental pour u K relatif à O. Ce qui veut dire que : 

OuK = [J xF 
xi-O 

alors, on a : 

uK = | | y F 
yC CVuKu 1 

Démonstrat ion : 

On a bien sur : 

uK = OuK n uK = [J (xF n uK). 
xeo 

Si xF H uK jk 0, alors xF C uK. lui effet, supposons que xf = uk; puisque F C uK, on peut écrire 

/ = uk'. On a donc que x = uk"u 1 e uKu 1. Or 

xF c xuK = uk"u xuK C uK. 

On obtient, donc uK = | | ///•'. • 
yC <)"uKv. 1 

Propos i t ion 2.43 

Nous savons par le corollaire 2.41 qu'il existe ui, . . . ,urn G (){W) tels que 
rri 

Ô(W) = | J 0(W)UlÔ(W, M). 
1 

Alors, on a : 

ml<HW)\«»>) = ii[0(W, M)) £ ^ > 

où fi est, la mesure sur % 

10(UlM)\ 

r>( w ) • 
Démonstrat ion : 

On a : m 

2 - ' 1 
Le théorème 2.28 nous assure l'existence pour tout i € 1 Im d'un e tel que 

0(W)uiÔ(W,M) = | J .ri). 
XC:<)(W) 

Le lemme précédent nous permet, alors de dire : 

u,Ô(W,M)= y xF. 
xCO(W)"Uid(W.M)u~. 1 

On vérifie facilement, que 

()( W) ri UiÔ(W, M) = Û(W, u,M). 

Or, m ( o ( W ) \ ° ( w ^ ' d ( W ' M ^ ) = ni Fi). Nous savons que 

u,ô(w, M) = |J .( /•;.. 
xi 0{ W:al M ) 

Donc 
= M ^ M ) ) = i f j W , M ) ) ( ) { W , U i M ) ] . 

' \0(W, ^,-W}| 10(UlM)\ 1 y- ' Jl 



R e m a r q u e : 

On a que L C Uj(M) Vi G 1 car g 0(W)\ et on peut voir ut comme un élément de 0(V) en prenant 

uip © idUp. Puisque (Jp D Lp Vp G P, on a 

[uip © i d u v ) { L p ) = Lp Vp G ]p, 

ce qui veut dire que Ui(fJp) = Lp. 

Propos i t ion 2.44 

Les inclusions : L <—> m(M) constituent un système complet de représentants des classes de 

représentations qui sont dans le genre de l'inclusion j : L <—> M. 

Démonstra t ion : 

On a déjà que L <—» u*(M) est dans le même genre que j Vi G I !m : car le diagramme 

Mp 

/-> u l p (M p ) = (u t (M)) p 

commute puisque u ^ L ) = L. 

Soit maintenant u : L —> M " du même genre que j. On sait, grâce au lernrne 2.35 qu'il existe u : L c—> 

M', une représentation spéciale dans la même: classe que u'. Donc quel que soit, p G IP, il existe fp tel que 

le diagramme 

Mp 

/ < \A ' 
P 'l,p 

commute. Kt,anf donné que jp et, up sont des inclusions, on a que Jp : Vp —> Vp (!st, telle que f p = id;/p. 

fp s'écrit alors Jp Q id»; où j'p t 0{Wp). Or, Mp = M' pour presque fout p, donc (fp)p&r € 0{W)\ on a 

de plus, (fp)pc~(M) = M' . Nous savons que 

7 n 
Ô(\V) = |J 0{W)UlÔ{W: N), 

1 

donc il existe un unique i G 1 ' m tel que : 

( , / P ) P C = F u,. v' où v G ()(W) et, v' = (v'p)p^ G Ô(W, M). 

v s'étend en -<;®id(; G (){V), que nous noterons quand rnerne par abus v. Notons jv l'inclusion de L dans 

v l(M'). Le diagramme suivant, commute : 

A R 



Or, on a que M' = (fp)pi e(M) = v u, v'(M). Puisi|uc u' e ()(W, M), on a que v'{M) = M. Donc, 

M' = v Ui(M) ce qui veut dire que v ' X(M') = Ui{M). 

Remarque : 

Grâce à la proposition 2.39, nous savons que l'indice [0(?i,(M)) : 0(lV, Ui(M))} est égal au nombre de 

représentations de L par w,;(M) qui sont dans la même classe que l'inclusion L «—• Ui(M). 

Défini t ion 2.45 

On sait qu'il est possible de choisir M = M i, .. ., M k des représentants des classes d'isomorphismes dans 

le genre de M. Soit, .s- t 1 l ' o s o n s a(L, M.,), le nombre de représentations de L par Ms dans le genre de 

j : /. — M. 

Propos i t ion 2.46 

Soif .s- e II/-; alors on a : 

a(L Ms)=Yl[0(ui{M)) : 0(W, m (M))} 
iC-f 

où / = { i e 1 !m | Ui(M) ~ M s \ . (/ peut être éventuellement vide.) 

Démonstra t ion : 

Soient, i j , . . . , i r tels que u ^ A f ) — M,, V j € M,-- Pour tout, j e l ! r , on se fixe un isomorphisme cjj de 

Wi.(Af) dans Af, préservant, les formes quadratiques, ainsi que hj : L —» Ms qui est la composition de 

l'incusion de I. dans «j (M) avec <jv 

Nous allons tout d'abord montrer que l'ensemble des h1 constitue un système complet, de représentants 

de représentations de /, par A'/,, qui sont dans le même genre que l'inclusion j : L <—> M. (*) 

lin effet,, soit, u : L —» ,W., de merne genre (|ue l'inclusion de L dans M. Vu la proposition 2.44, il 

existe un unique j € 1 V ef f , : Ms —> w4 (A/), tels que fjU soit, l'inclusion de L dans Or, par 

construction, g'1 hj est. aussi égale à l'inclusion de L dans u-Lj(M). Donc, (gj Jj)u = hj; ce qui veut dire 

que u ~ hj. 

Soit j e i ! r. Posons Xy. l'ensemble des représentations de L par ul;(M) qui sont dans la même classe 

que l'inclusion L «—• u t j ( M ), et Y',, l'ensemble des représentations de L par M s qui sont dans la classe 

de hj . Alors, l'application 

V : — y:, 

U I > <Jj u 

est une bijection. (**) 

Le fait que ip soit bien définie et injective se démontre de la même manière que (*). Soit v e Yj; il est 

clair que gy1 v est, dans A',-; donc •</> est, bijective. 

Finalement, on a : 
r 

a(L, M„) = Y , = 
:i i ic / 

La deuxième; égalité est une conséquence directe: de (**) e:t de la remarque: précédant la définition 2.45. • 



On a l'égalité : 

Démons tra t ion : 

C'est un corollaire irnrnédial des propositions 2.43 et 2/lfi. • 

Définit ion 2.48 

Cette égalité est appelée; formule de Minkowski-Siegel. Nous nous intéresserons plus particulièrement à 

un cas particulier de cette formule : 

Corollaire 2.49 

Si L = U = {()}, alors quel que soit .« t i U, il est clair que «(/,, Ms) = 1 est que V = W. De plus, on a 

vu au paragraphe D que /i.p forme une mesure Ô(V). On obt ient alors : 

PC 

rn . 

z ^ r m ( o l v A r H V } ) 1 

Cette égalité n'est vraie que si ]~[ ... p,p converge. Le paragraphe suivant sera consacré à fixer les fip pour 

tout p de telle manière que ce produit, converge. 

H 
. Normal isat ion des //,,. 

L e m m e 2.50 

Soient, p e „- et, Vp = V -v où V est notre ;;-espace vectoriel bilinéaire ou quadratique, de dimension 

n et défini positif. Soient L C M deux 4p-réseaux de Vp, et u : L —» M une injection linéaire telle que 

L* = 3q(u(-)} M). Supposons qu'il existe k ç 1} tel que pk '1 q(M) C Zp et, tel que q(u(x)) = q(x) mod pk. 

Alors, il existe u' : L —» Vp linéaire, telle que u'(x) = u(x) mod pkM pour tout x G L, et q(u'(x)) = 

q(x) rnod pk" 1. 

Démonstra t ion : 

Soit / : L —> M à déterminer, linéaire, telle que u'(x) =. u(x)+pkf(x). D'autre part, il existe g : L —> 

Zp telle que q(u(x)) = q(x) +g(x)pk. Les égalités suivant,es sont, satisfaites : 

0q(x, y) + q(x) + q{y) + g{x + y)pk = q(x + y) + g{x + y)pk = q(u(x + y)) = q(u(x) + u(y)) 

= 0q{u(x), u(y)) + q{u(x)) + q(u(y)) 

= 3q(u(x), u(y)) + q(x) + g(x)pk + q{y) + g{y)pk. 
Donc, 

g(x + g) - g(x) - g{y) = j> k{3q(u(x).. u{y)) - 0q(x,y)) € Zp ¥.x, y e L. (*) 

11 existe une l'orme bilinéaire n : /. x /. —> ".p. non forcément symétrique, telle que -/(x. x) = g(x) Vx € L. 

Calculons : 

q{u'(x)) = q{u(x) + pkf(x)) = 3q ( V. ( X J, Y ( X ) ) + q(u(x)) + p2kq(f(x)) 

= Pk3q(u(x), / (x ) ) + q(x) + Jk~'(x, x) + p2kq(f(x)) 

= q{x)+pk(3q(u(x)J(x)) + 7 ( x , x ) ) (mod pk' l). 



Il nous faut, donc trouver / telle que 

fiq(u(x)J(x)) = -y(x, x) (mod p). 

Fixons y0 € L. La forme —7 (x ,y 0 ) est. un élément de L*. Par hypothèse, il existe /(yo) € M tel que 

-7(.x,?yo) = Pq(u(x),f(yo)) mod p. Soient. y0,yi € L, ort a : 

Pq(u(x)J{yv + 2/0) = -T^V/yo + ?/0 = -(y(x,yo) + y(x,y])) = ~{Bq(u(x)J(y0)) + fiq(n(x),/(yx))). 

Ce qui veut dire que 

'Jq(n(x), j{'yo + 7/1 ) — f{yo) — j{y\ )) = " 

ceci, quel que soif x. Or, a est injecl.ive, donc son image contient un base de Vp. De plus f3q est non 

dégénérée. Donc / est, linéaire;. • 

Nous allons déterminer au lernrne suivant, le nombre d'applications / rnodulo pM que nous cherchions 

lors de la démonstation du lernrne précédent, donc le nombre possible de u' rnodulo pkn~l M satisfaisant 

la conclusion de ce lernrne. 

Lemrne 2.51 

Dans les mêmes hypothèses que pour le lernrne procèdent; on a exactement. " possibilités pour / 

rnodulo pM. 

Démonstrat ion : 

Soit F p = Lp/pLp. L et M peuvent, être vus comme des Fp-espaces vectoriel. Posons &r p (L , M) l'espace 

des applications linéaires de L dans M, et, (L-, Fp) celui des formes bilinéaires symétriques de L x L 

dans Fp. L'application 

y ^ ;{••)) 

est, clairement, linéaire et surjeclive, car 'irj est non dégénérée et, u est, injecfive. Par le théorème du rang, 

on a que la dimension du noyau de 0 vaut ?r - = Donc, il existe ~ éléments de 

ïâf (L ,M) qui vont sur le - 7 ( x , x ) du lemrne précédent. • 

Lernrne 2 .52 

Soient, L, M dans Vp, et, u comme au lemrne 2.50. Alors il existe ïï : L —• Vp linéaire, telle que 

tt(x) = u(x) mod pkM et, telle (]ue q{u{x)) = q[x) quel que soif x dans !.. 

Démonstra t ion : 

Par le lemrne 2.50, il existe u' tel que u'(x) = u(x) mod pkM et, q(u'(x)) = q(x) mod pk~"1. Or, on a que 

/?,(«'(•), M) = 6q(v.(-), M ) + }>kPq(f(-), M) = Donc, u' satisfait les conditions du lernrne 2.50 mais 

pour k + 1 cette fois-ci. Il existe alors u" tel que : 

u"(x) = u'{x) (mod pkr]M) 

q{u"(x))~q{x) (mod pk+2). 

Par induction, il est donc possible de se définir pour tout n G H, une application linéaire «(n) : L —> Vp 

telle que : 

u ( n ) (x) = v(n 1)(x) (mod pk ' n' 1 M) 

q(u{n)(x)) - (x) (mod pkrn). 

Posons v, = lim„ >{V «'-" '(x). Cela a un sens, car Vp esl homéorriorphe à '., p qui est, complet,, et il est, simple 

de voir que la suite (</"'')•„.,; ' est de Cauehy. On a donc que û est linéaire . De plus q(û(x)) = q(x) Vx, 

car la suite q{vSn\x)) — q(x) converge vers 0 dans '..„.p. • 



Soient, M un J'-résoau quadratique de V, p € •< , et, k ç 11 tel que pkM'j! C Mp et tel que pk~lq{M#) C 

Alors 

pp(()(Vp,Mp/pKA4«)) = 

pp(0(Vp,A4p/pk^A4*)) P 

Où pp est une mesure; sur ()(Vp). 

Démons tra t ion : 
Par propriété de pp, il suffit de montrer que l'indice [0(Vp, Mp/pkMff ) : ()(Vp, Mp/pk'vl M*)\ vaut 

P 2 

Posons u, l'inclusion Mp <—> M*. Il est, clair que Mp, M* et u satisfont la donnée des lemmes précédents. 

L'ensemble des applications u trouvées lors du lemme 2.52 n'est, autre que 0(VP, Mp/pkM#). Le lemme 

2.51 nous permet, de conclure sachant, que les u' du lemme 2.50 sont congrus aux u rnodulo pk+lM. • 

L e m m e 2.54 

Soient, L et M deux ;/-réseaux de Vp tels que [M : /.] = p. Alors on peut, trouver e\,. . . , en € Vp tels que 
7I N. ! 

M — X ] e l ^ = --PCl + V -v'-r,.-
1=1 i 1 

Démonstra t ion : 

On a que A4 j 1. est un groupe additif à p éléments, il est donc engendré par un élément x. Soit x un 

représentant de x. Par choix de x, ju: est dans L, mais pas x lui-même; px est, donc primitif. Il existe 

alors C], . . . , cn i tels que (c |, . . ., r.n ,, px) soit une base de /,. Il est, clair que {c\, . . ., en . j, x) engendre 
p 

A4, car M = J J ix + !.. • 
i-̂ t 

Lemme 2.55 

Soient L et, A4 deux ::p-résoaux de Vp tels que [M : L] = p. Alors [L* : M*\ = p. 

Démons tra t ion : 
n n 1 

Prenons t ' i , . . . , en tels que M = J ^ Z y C j el L = ZpCi + pZpen- Soient. c\,..., cn, définis lors de la 
i- i t i n 

proposition 1.21, tels que M " = ^ '.'.pt%. On a : 
•i i 

n I 
= y -j )'-,; + -..pCn. 

i 1 

Et, en se souvenant de la définition des c,, on voit, facilement que c'rl = p lCn. • 

Propos i t ion 2.56 

Soient /,, A4, deux ' p-réseaux de Vp tels que [A4 : L] - p, et, k e I* tel que pk C M, pk lL* C L 

et, 2k - 4 > k, alors : 

\()(Vp,L/pkl//):0(VJI,M/pkM//)] = pn-1 

Démonstrat ion : 

Choisissons-nous cu...,cn tels que A4 = ~~j>et> = XX-1 ' :'-pet + P--pen, M* = £ " = 1 2pCj et, 

L ^ = 1 - Pci P pcn-

Soit u e 0(Vp, L/pkLir). Pour tout i e IV-1» 011 a : 

u(ci) = Ci + Xi avec x, É p V / . 

Puisque [pklJ' : pkA'Iil\ = p, le nombre; des images u(ct) module) pkA4'' possible est au plus de p pour 

chaque i G ! 1; donc en tout p"J '. 



L e m m e 

Soient, u et, ?/ e Q(Vp, L/pkL/l). Si 

/ i i - fc i // «(c.) = Cj + x „ x, t p 1/ 

et u'(Ci) = c, + Xj, x; 6 pkl.<> Vi € 11„ . j 

sont, tels que x< = mod pk M " . Alors, u = u' rnod M/pkMlf ). 

Ce lemme implique que l'indice cherché est, inférieur ou égal à p n " 

D é m o n s t r a t i o n d u l e m m e : 

Puisque x» s x\ rnod pk M , il est clair que u'fe) = u(e<) mod pkM^, donc que (u" lu')(ci) = e* mod 

u'~l(pkMi!) Vi e l !n , . Or, dans noire cas, u }(pkM*) est égal à pkM:/Z Pour voir cela, il suffit, de 

montrer que /?,(u(cj), c , ) € Z,p Vi. j G 1 !„. 

1) Si j ri, ej G L, et Q t // ' ' quel que soit, i\ alors, 8q(u(ci), e,-) e Z p . 

2) Si i= j = n, on a que p 1 cn G IJ< et pe„ e /,. Donc, fiq(u(cn), cn) = fiq(u(p' V ; n ) , p e n ) e Zp. 

3) Si i T̂  n = ji, vu la définition des ç,:, il est. clair que 0q(u(ci), u(en)) = 0q(ci, en) = 0. Donc, f3q(u(ci), en) = 

Pq(u(ci),cn - u(cnj). Or, pc n - u(pcn) e pkL", ce qui veut dire que e„ - u(e„) S pk' C L. On a 

alors /? , (u(c ,) ,c r l) e Z p puisque u(c*) G L'Z 

Il reste à montrer que (?i ' u ' ) ( e n ) := û(cn) = en rnod pkMi!. 
n 

On sait, que w(e„) - <;„ € M " , donc, û(cn) - en = ^ /^q avec ^ e Il reste à voir que ^ G pfcZ-p. Or, 
i -1 n 

pen G L, donc Ti(pe,n ) — ;*>„ G />*/.•" . On a alors ^ p^c* G pk\J' . Cela veut dire que /,n G pfc 2 S p et que 

kepk xzP. 

D'autre part , on a que 8q(Ti{c, ),û{t:nj) --- i:n) pour tout i G ).in. 11 est. facile de voir que u(ei) — 

Ci + u" l(x't - Xi) Vi € l '„ I : donc, û(<., ) - c, G p*A/" . De plus, Ti(en) - en G L C M; alors, w(en) G M . 

Finalement, on obtient : 

fl,(e„en) = A , (û ( C i ) , î ï ( e n ) ) = ^ ( e , , û ( e n ) ) = A,(e„ e„) + U (rnod pk) Vi € U „ - i . 

Donc, U G p f cZp Vî G 1 i. 

Occupons-nous maintenant de /,„, on a : 
n n n 

q(u{cn)) = q(en + V t ^ ) = ç(cn) + £,;f',; ) + A,(e„; ^ ^q) 
i l i= l 

n 
= <l(<-n) + ' / ( ^ + l-n = <l(<-n) + >-u ("lod pkZ,p). 

i 1 

La dernière; équivalence vient du l'ait que chacun des est au moins divisible; par k — 2, et parce que; 

2k — 4 > k. Donc ln G pk- P- Ainsi s'achève; la démonstrat ion du lemme. 

Terminons la preuve ele; notre pre>pe>sition : 

L'indice [M : pM] vaut p". lin multipliant successivement par p chaque élément, de la base de M, il est, 

possible de trouver une; chaîne de: réseaux /,« = M D / . , D • • • D Ln = pA/ tels que [/^ : Lu i] = p. Par 

le lemme, on a que: : 

[0(Vp,l.,/v
kl4'):0(\p,Ll , /p f c / - f ,)] < P n 1 Vi. 

Grâce à la multiplicativilé ele:s indie:e:s. on trouve: : 

[(){Vv,pM/pk(pM)")-. ()(Vp, M jpk M H )] < p"<" 'K 

Or, O ( Vp, p M / pfc ( p A'/ ) " ) = 0 (K P , .Vf/pfc et la proposition 2.53 nous dit que 

{()(Vp, Mjpk " 2 M # ) : 0(I'p, M/p f cA/#)]=Pn ( n ' 

On peut conclure, de nouveau grâce à la niultiplicativité des indices. • 



Défini t ion 2.57 

Soient M un réseau quadratique do V, p <= F, k tel que pkM* C Mp et, /ip une mesure sur 0(Vp). Posons 

= ^(0(VP, Mp/P
kM*)) • [Mp : pkM«] V . 

On pourrait se demander pourquoi cp p ne s'appelle pas plutôt c N o u s allons voir dans le théorème 

prochain que si k est, assez grand, alors p est, constant, et que de plus il est indépendant du réseau 

quadratique M choisi. 

T h é o r è m e 2.58 

Si k est tel que pk~iq(M*) C r, et, pkMff C Mp, alors est constant quand k croît, il est en outre 

indépendant du réseau quadratique; choisi. 

Démonstra t ion : 

On a vu à la proposition 2 . q u e 

pp(Q{Vp,Mp/pkM*)) = 

pp(()(Vp.Mp/pk^Ml)) ? 

De plus, on a : 

[Mp : pk+i M"}^ = [ M p : p k M ^ • [pkM* -.p^M*)^ = [Mp : pkMp}^ • p ^ . 

Donc, c,j,.p.k,M = i. ,V7 • 

Soient, L et, M deux ."-réseaux quadratiques de V tels que ]Jp C Mv. Un bref raisonnement, nous permet, 

de dire qu'il existe s e ) ' tel que; [Mp : l.p) = p". Il suffit donc de montrer que Cpp M = c P , P , L avec 
[Mp : Lp] = p. Puisque nous venons de voir que notre c,^p était constant si k croît, on peut supposer k 

assez grand de telle manière que les hypothèses de la proposition 2.56 soient satisfaites, il s'ensuit alors 

que 

Pp(0(Vp,Lk/pkl4) _ n 

HP(0(Vp,Mp/P
kM#) 

Mais, on a les égalités suivantes : 

[Mp : V = [Mp : /,„]V . [/.,, : p*/,'/]V • [p
k{« . p

kM/ 

V 2 • [I-P • P '-p J J ' P ' 

= l>-[Lp:P
kL^. 

Donc, CMiPiM -— c,x,p.i.- • 

Nous sommes près maintenant à normaliser nos p,p. Rappelons qu'il faut fixer les mesures p p de telle 

sorte que 
Y[pP(0(Mp)) ' 
pc 

converge. Il est, clair que Mp = M.*; pour presque tout, p, il suffit donc de voir que le produit converge pour 

de tels p. Pour ces p, on peut choisir k = 1 dans le théorème précédent. Personne ne peut m'empêcher de 

dire que : 

/j,p(0(Mp)) = [O(Mp) : OiVp, Mp/pM#)} • *,(0(VP, Mp/PM*)). 

On trouve alors, grâce au théorème précédent, que 

PP(C)(VP, Mp/pM/)) = c„,p • [Mp : pMp\^r = cp ,p • p^V22. 



D'autre part, posons Mp qui est Mv!pMp vu comme ;ye spacc vectoriel, et, posons aussi 0(MP) le groupe 

orthogonal pour la forme héritée de celle de Vp. Si p jk 2, il est, clair que le groupe orthogonal quadratique 

coïncide avec le groupe orthogonal bilinéaire. Si p = 2 est, un "bon premier", on pose OiM?) comme 

étant le groupe orthogonal quadratique sur car notre lorrne quadratique n'est, pas issue d'une forme 

bilinéaire . En effet, puisque \'l> = M.',' et que l'on a toujours que [Af,]' : M 2) = del, fiq, on en déduit, que 

j3q est non dégénérée sur M2, ce <iui n'est jamais le cas si q provient d'une forme bilinéaire. Alors, on a : 

[0(MP) : Û(Vp,Mp/pMp)] = \0(M~P)\. 

En effet, l'application 

: 0(MP) — 0(M~P) 

u 1—> u : Mv Mv lp ;Vlp 

Xp + pMp 1—> u(xv) + pMp. 

est, clairement bien définie, son noyau esl 0(VP, Mp/pMp), et elle est surjective, en vertu du lernrne 2.52. 

En résumé, on a : 

p.p{()(Mp) = cIÀ,p • p-

Pour de tels p, on verra au chapitre suivant que 

\ 0 ( M p ) \ . 

v) n ( 1 - 1 - 1 - 7 ' 
J>, 

si n est, impair 

si n est, pair. 

Où - est, U; svrnbole de l.egendre. et où il est. le discriminant, de M. 
\PJ 

Finalement, on a : 

Théorème 2.59 

Dans les mêmes hypothèses que précédemment, on a 

PP(0(MP)) •y •, n O-P2!) (i 

si n est, impair 

• p t ) si ri est pair. 

Démonstrat ion : 

C'est immédiat. 

Ce produit converge pour tout n > 2 si on lixe pour tout p, pp(Q(Vp, Mp/pkM*)) de telle manière que 

Ainsi, nous avons pu normaliser nos mesures. 



C H A P I T R E 3 
Le g roupe o r thogona l sur les corps ¥ p 

Dans ce chapitre, nous allons calculer le cardinal du groupe orthogonal pour certaines formes quadratiques 

non dégénérées sur Fp , p premier. Tout d'abord, nous allons "classifier" grossièrement les formes sur F2 , 

puis sur F p avec p premier impair, pour finalement calculer le cardinal de 0™(Fp) cas par cas. 

A . Formes quadratiques non dégénérées sur ttT2-

Fixons-nous (V, q) un espace quadratique non dégénéré sur F2 . On sait que /3q(x, x) = 2q(x) = 0 Vi e V. 
Donc est une forme "alternée", de déterminant 1. 

Propos i t ion 3.1 

Démonstra t ion : 

Soient x,y 6 V tels que {fq(x, y) = 1. De tels vecteurs existent puisque q est non dégénérée. 

On a donc (V, /?,) ~ <x, y> ffl <x, y> = < ^ ^ ^ > f f l A, où la rnatrice A est du même type que Mpq, 

car on vérifie aisément que fai est. un isomorphisme. Donc en faisant le même raisonnement sur 

( < x , ^ > ± , / ? | < ^ ^ ), on conclut. • 

Remarque : 

On obtient donc que la dimension de V est paire. On aurait tout de même envie de dire que certaines 

formes sont "moins dégénérées que d'autres" si le rang de (3q est n — 1 par exemple. On pourrait se donner 

de nouvelles définitions, par exemple de semi-régularités ou de défectivités. De tels raffinements sont faits 

dans la littérature, par exemple dans [6, ch. /, § 16] et dans [7, pp 6-7], On pourrait alors avoir une 

classification plus fine, mais cela alourdirait mon exposé, surtout que nous n'en n'aurons pas besoin pour 

la suite des événements. 

Corollaire 3.2 

i ' - II Il ou V ~ H ffl • • • ffl 11 ffl 

Où {H, fi) est la forme hyperbolique de dimension 2 : ii((t\J,2)) = L\ • t2 

et {L,v) est la forme "bihyperbolique" de dimension 2 : v({J.\,t2)) = t\ + t\ • i2 + t\. 

Démonstra t ion : 

La proposition 3.1 nous dit. que {V,q) ~ <xi, •!/-,> ffl • • • EB < i ï , j i > avec q(xt) = a, et q{iji) — b] pour 

tout i e I 

Or, si {ar,bi) = (0,0) alors <71 , = /x, si ( a ; , ^ ) = (1,1) alors q\ = v et si (a,, 6,) = (0,1) on 

remplace yx par y[ = yi + xz et on obtient Ç\< ^ = 

De plus L ffl L ~ H EB H\ en effet, le changement de base est : 

e\ h-> e\ + e3 

e2 !—> C1 + e.3 + ('4 
si (cj , . . . , C4 ) est un base de L EB L. 

63 e2 + e4 

e/, >-> «2 + + <-t 



Ces observations étant faites, il est donc clair que si n = 0 rnod 4 alors V ~ II EB • • • ffl H. Lors du calcul 

du groupe orthogonal au paragraphe C , nous ne nous occuperons que de ce cas-là. 

B . Formes quadratiques sur p impair 

Lerrime 3.3 

Soit (V, q) une forme quadratique de dimension supérieure ou égale à 3. Il existe x ^ ( 0 , . . . , 0) tel que 

q(x) = 0. 

Démonstra t ion : 

On sait que q est diagonalisable puisque la caractéristique est différente de 2. Le problème se résume donc 

à trouver x, y, z non tous nuls tels que ax1 + by2 + cz2 = 0. Posons alors z = 1, il faut donc trouver x et 

y tels que ax2 + by2 = — c. I.e lemme 1.40 permet de conclure. • 

Théorème 3.4 

Soit (V,q) un espace quadratique de dimension n non dégénéré sur IFP, p impair. Alors /?, est isomorphe 

à une des formes suivantes : 

'<(? j)> 
< < ( ( ; J ) > E B . . . E B < ( J i ) > œ < ( ^ S ) > a v e c - 6 

(
1

) j > œ - - - f f l < ^ (
1

) ] > f f l < f > avec S É F * . 

Démons tra t ion : 
Si n = 1, c'est clair. 

Si n = 2, deux cas se présentent : 

a) Il existe x non nul tel que (fq(x,x) = 0. Soit y tel que ( x , y ) soit une base de V. Si Pq(y,y) = 0, on est 

content. 

Si Pq(y, y) ï 0, on pose , / = • x + y. On a >%(y',y') = 0 et >%(x,y') = pq(x,y) = s ^ 0. En 
~.pq {.i, y ) 

posant y" = - • y' on en déduil que ii ~ 

b) Tin revanche, si 3q(x,x) ^ 0 pour tout x t V \ {0}, nous savons grâce au lemme 1.40 qu'il existe y tel 

que Pq{y,y) = donc 0q ~ ffl avec —b g F*2, car sinon j3q représenterait 0. 

Finalement, si n > 3, grâce au lemme 3.4, nous savons qu'il est possible de représenter 0 non trivialement, 

donc la forme s'écrit, ^ ^ ^ ffl F avec F de dimension n — 2. On termine par récurrence. • 

Corollaire 3.5 

Tout espace quadratique non dégénéré sur p impair est isomorphe à l'un des espaces suivants : 

H ffl • • • ffl H Type (A) 
// ffl • • • ffl H ffl J Type (B) 
II ffl • • • ffl // ffl / Type (C) 

où H est, l'espace hyperbolique, J est, l'espace de dimension 2 muni de la forme j définie par j{(t\,ti)) = 

t2 + bt\, —b & F*/, et I est l'espace de dimension 1 muni de la forme i définie par i(L) = at2, a G F*. 

0 1 
1 0 



Démonstra t ion : 

Sachant, que 2 est, inversible, toute forme quadratique est déterminée entièrement, par sa forme bilinéaire 

associée {3q. • 

C . Le cardinal du groupe orthogonal . 

Lemrne 3.6 ( théorème de W i t t ) 

Soient (V,q), (V',q') et (W.r) trois espaces quadratiques non dégénérés sur Fp , p premier quelconque. 

Alors : 

vmw -V'mw implique V ~ V. 

Remarque : 

Le théorème de Witt n'est pas toujours vrai si Ton considère des espaces bilinéaires, mais cette version 

est vraie sans conditions supplémentaires sur W, même sur des anneaux semi-locaux (donc en particulier 

sur IF2). La démonstration est donnée dans [2, ch. I I I , §4]. • 

Lemrne 3.7 

Soit, (V,q) un espace quadratique non dégénéré sur Fp . Posons a (V) le nombre de vecteurs x non nuls 

tels que q(x) = 0. Alors on a : 

{ ( p m — l)(pm 1 + 1 ) si V est. du type (A) de rang 2rn et, p premier quelconque 
(pm + l ) (p m 1 - 1) si V est du type (B) de rang 2m et p premier impair 
p 2 m — 1 si V est du type (C) de rang 2m + 1 et p premier impair 

Démonstra t ion : 

Par convention, nous écrirons m • II pour II EB • • • EB Hy. 
m fois 

On va chercher un lien entre a(V) et a(V EB 11). 

Soit x G V EH / / , x = v + h où v G V et h = (h\,h2) G H. On a bien sûr que q(x) = q(v) + h 1 • h2, donc 

si on cherche à trouver les solutions de q(v) + • h2 = 0, on obtient : 

a(V ffl H) = 2(p - 1) + a(V'')(2p - 1) + (pn - a{V) - l)(p - 1) n = dimension de V ; 

le premier membre compte le nombre de solutions avec y = 0, le second avec q(y) = 0, y ^ 0, et le 

troisième avec q(y) ^ 0. Cela nous donne : 

a( V ffl II) = p • a(V) + (p" + 1 )(p - 1 ) 

ou encore : 

a(V ffl II ) - p" ' 1 + 1 = p • (a(V) - pn 1 + 1 )• 

Donc, si V est du type (A) et. p premier quelconque, c'est-à-dire si V = m • H, on obtient, par récurrence: 

o(V) - p2m 1 + 1 = p • (û((m - 2) • II) - p 2 m " 3 + 1) 

= p2 • (a((m - 1 ) • / / ) - p 2 m _ 5 + 1) = • • • 

= pm • (a(0 • H) -p 1 +1). 

==0 

Ce qui nous donne : 

0 , - \ 2 rn - 1 1 ni. I rn. / m i . , rn 1 , , -

•)=p - 1 -V +P = (p - + 1 ) -



C h a p i t r e 3 : Le g r o u p e o r t h o g o n a l sur les co rps F p . 

Maintenant, si V = (m — 1) • II ffl ,7, J défini comme au lemme 3.5, on a : 

a{V) - p27'1'1 + 1 = p • a((m - 1) • Il ffl .7) - p 2 m ~ 3 + 1) = • • • = prn~l • (a(J) ~p + 1) = p" ' " 1 - prn 

=o 

donc : 

a(V) = p2m 1 - 1 + p m 1 - pIn = ( ; / " + 1 ) ( p m " 1 - 1 ) . 

Finalement, si K est do type (C), de rang 2m + 1 et p premier impair, on trouve : 

o( l / ) - p 2 m + 1 = p- ( u ( ( m - 1) • 77 ffl / ) - p 2 m - 2 + 1) = . . . = p m • ( a ( / ) - p ° + 1) = 0 

=o 

d'où : 

a(V) = p 2 m - 1. 

Théorème 3.8 

Soient (V, <j) un espace quadratique non dégénéré sur 2~p de dimension n = 2m ou 2m + 1 selon la parité 

de la dimension de V, et Oq(V) le groupe orthogonal associé. Ori a : 

2 - p 2 (1 — p r n) | | (1 — p 2 ' ) si V est du type (A) de rang 2m et p premier quelconque 
0<2 i<n 

\On(V)\ = < ^ ' P 5 0 + P '"') J 3 C ~ P 2 l) si ^ ost- du type (B) de rang 2m et p premier impair 
" 1X2 i<n 

2 • p ï J | (1 - p 2l ) si V est du type (C) de rang 2m + 1 et p premier impair. 
0<2 i<n 

Démonstra t ion : 

On cherche à nouveau une relation entre )6>,(V EB II)] et |09(V') | . Four se fixer les idées, on pose H = 

1FP • hx + Fp • hr2, où q(hx) = = 0 et, fiq(hi, h2) = 1. Soit, aussi 

? : Oq{V ffl II) — {x e V \ {0} | q(x) = 0} 

u i—> u{h\). 

ip est surjective en vertu du théorème fie Witt. u,u' ont même image si et seulement si u~lu' 6 {u e 

Oq(V ffl II) | u(hi) = hi}. Donc, les classes à gauche de ce groupe sont, en bijection avec l'ensemble des 

vecteurs non nuls de longueur nulle. Ainsi, on a : 

\oq(v s in i = a{v a ii) • \{u e oq(v œ u) j ^(/i ,) = /t,}|. 

Nous allons maintenant, nous donner une nouvelle surjeetion : 

v : {u t Oq(V mil) I u(h, ) = h-[} —> .sr 

U I • U(k2), 

où . ^ e s t l'ensemble des h2 € V" ffl II tels que q(h2) = 0 et, fiq(h\,h!2) = 1. Comme avant,, u et u' ont 

même image si et, seulement si u V t {u t Oq(V ffl II) | u(hi) = h\, u{h2) = h2}\ mais cet ensemble 

est, en bijection avec; ()q{V), sachant que le théorème de Witt. est, valable dans notre cas. 

Intéressons-nous maintenant, au cardinal de 

A priori, un élément h'2 de ..^s'écrit, v + ah\ + bh2, v e V et a, b € ? p . Or 1 = 3q(hi,h'2) = b. On a aussi 

que q(h2) = q(v) + ah = q(v) -f a. 



Pour chaque v choisi, il n 'y a donc qu'un a possible et un seul. Puisque le nombre de v est p n , on obtient 

alors la formule : 

\Q(V ffl / / ) | = a(V ffl H) • P
n • \0(V)\. (7) 

Nous pouvons donc examiner chaque cas : 

t y p e ( A ) : vu le lemme 3.7, on a : 

|Oq(m • / / ) | = ( p m - 1 ) ( p m - J + l ) p 2 m - 2 \ 0 ( ( m - 1) • / / ) | 

= J P rn 1) . . ( 2 m - 2 ) ( ( 1 _ p • « ) ( ! + p " D ) | 0 ( J ( ( m _ 1 ) . / - / ) | 

_ 2 m I ) • ( 2 m • 2) • ( 2 m M) • ( 2 m _ p
 m ) ( l _)_ p " ( m " _ p ( m - l j ^ j + ~ ( m - 2 ) j t 

•(1 - P
 ( m 2 > ) | 0 , ( ( m - 2 ) - / / ) | 

= p (2m . l ) , (2m-2) + J | ^ _ 2 

0 < 2 i<n 

= 2 . p ^ ( i - p n ( i - P - - 2 < ) . 
0 < 2 î < n 

t y p e ( B ) : Si V = (m - 1) • H ffl .7, on obtient : 

= ( p r n + 1 ) ( p m - 1 - 1 ) p 2 m 2\Oq((m - 2 ) . / / ffl , 7 ) | 

= p ( 2 m D 2) 2(1 + P " m ) ( l - p - ( m - • • • (1 + p 2)(1 - p 

Le problème main tenant est de calculer |0( .7) | . 

Rappelons que ,/ est un espace de dimension 2 de base ( e ^ e a ) tel que 0 q (e i S-i) — 0> <?(ei) = 1 et 

q(e2) = a avec a £ . 

Commençons par calculer le nombre de vecteurs de longueur 1, c'est-à-dire le nombre de solutions de 

l 'équation x2 + ay2 = 1. On peut voir le membre de gauche comme la norme de x dans F p { \ f — a ) 

qui a p2 éléments. Donc, les vecteurs de norme 1 peuvenl être vus comme le noyau de l 'application 

N : '"p{\/r~nY —> définie par A'(.r + = x2 + ai/2. Le cardinal de ce noyau est évidemment 

P
2 - 1 = p -F 1. De plus, l 'application 

p - 1 

p : O(J) —» ker(Ar) 

u i—> u(ei) 

est surjective et p(u) = p(u') si et seulement si u~lu'{ei) = c\. On remarque que compter les u dans 

O(J) tels que u(c\) = c\ revient à compter le nombre de couples (x,y) de longueur a et orthogonaux à 

ei . II faut donc que i = 0 et par suite ay2 — a donc y ~ ± 1. Cela nous fait alors deux possibilités pour 

y (on a supposé Il suit : 

K)(,7)j = 2 ( P + 1). 

Tenant compte de la formule ( I I ) , on obtient : 

|6>(l/)| = 2 - p ^ - ( l + p - m ) J J (1 _ p - « ) . 
1X2 i<n 

Remarque : Si p = 2 et si ,7 esl l 'epace muni de la forme x2 + xy + y2, on voit aisément que \0(J)\ = 3, 

et on obt iendrai t donc la rrierrie formule, mais avec tin facteur 2 en moins. 



T y p e (C) : Si V = m • II ffl <a>, puisque p est impair, on a que | 0 ( < a > ) | = 2. Ce qui nous donne 

|O(/-;)| = jr"1 ]{p2ra - 1) |(){(rn - 1) • /•/ ffl < « > ) | 

= ?)2m.(2m i ) ( ! _ p
 2"l)\()((m - 1) • /-/ ffl < a > | 

= 2 . ^ n o 
()<2i<n 

Corollaire 3 .9 

Si V est de dimension n — 2m et, si p est. impair, alors : 

W ' 0<2i<n 

Où d = ( - 1 ) " ^ ! 1 det(K) est. le discriminant, de V. et, ( - ) est, le svmbole de Legendre. 
P 

D é m o n s t r a t i o n : 

On voit que le lype(A) correspond à ( — 1 ) ' "dc t (K) G 7** 

et, que le type(B) correspond à ( - I ) m det,(K) £ . De plus — ~ = r n ( n ~ 1 ) = m mod 2. 



C H A P I T R E 4 
Le g roupe o r thogona l m o d u l o 8. 

Le but de ce chapitre est de calculer le cardinal du groupe orthogonal pour la forme f3 = x\y\ +• • • + xnyn, 

définie sur un 2/82,-rnodule libre de rang n. 

A • G r o u p e s o r t h o g o n a u x q u a d r a t i q u e s e t b i l inéa ires . 

D é f i n i t i o n 4 .1 

Soit M un Z /82 -modu le libre de rang n muni d 'une forme quadrat ique q. Le groupe orthogonal quadratique 

modulo 8 est le groupe 0™(Z/82) formé des isomorphismes u : M —* M tels que q(u(x)) = q(x) pour 

tou t x e M. 

D é f i n i t i o n 4 .2 

Soit M un 2 / 8 2 - m o d u l e libre de rang n muni d 'une forme bilinéaire /?. Le groupe orthogonal bilinéaire 

modulo 8 est le groupe 0 ! J ( 2 / 8 2 ) formé des isomorphismes u : M —> M tels que /3(u(x),u(y)) = (3(x,y) 

pour tout x,y G M . 

P r o p o s i t i o n 4 .3 

Si f3(x, y) — x\y\ + • • • + x„yn et q(x) = x\ + • • • + x 2 x. y G M , on a 

|0«(Z/82)| = 2»<» ')/2 • |Ogp/8:;)| 
D é m o n s t r a t i o n : 

Notons O™ pour 0 ^ ( 2 / 8 2 ) et On
B pour 0'np{2/82). 

Il est clair que On
0 = {() G Unp/8Z) \ OO1 = / „ } et que 0'ql = {O G M „ ( Z / 8 S ) | OO1 = / „ + 4 5 , S G S f ) 

où est l 'ensemble des matrices (5i7-)<t>gn„ telles que 5 y = SJt G 2 / 2 2 et Sa = 0 pour tou t i,j G N n • 

On a donc que Og est un sous-groupe de O". Soit <p : O^ y , définie par 0(O) = 5 où 4 5 = OO1 - In. 

Nous allons voir que (j) e s t u n e application surjective et qu'elle induit une bijection entre 

O™ modulo Ol et S? 

<P est surjective, car si S G S?, on a /„ + 4 5 = ( /„ + 4 5 + ) ( / „ + 4 5 + )' où 5 + est la matrice triangulaire 

supérieure formée des coefficients au-dessus de la diagonale de 5 . 

Si Ou02e 0% sont tels que 020'2 = OxO[ = In + 4 5 , alors 020t
20t

ï') = Ox. Donc 0 ^ 0 2 0 ^ 0 f 1 = 

{0x
l02){0^02)1 = In ce qui nous donne que 0 f l 0 2 G O^. Réciproquement, si 0^l02 G Op, alors 

0,C>5 = 020'2 et donc <p{Ox) = <p(02). 

Og induit une relation d'équivalence : ~ û2 si 0{l02 G Og. 

On a finalement, une bijection : O™/^ ->• O <p(0), O G Ô. 

Puisque = 2"(«--i)/'^ o n c o n c luL . • 

R e m a r q u e : 

Nous n'util iserons ce résultat que dans une version at ténuée lors de la proposition 5.4, à savoir que Op 

est contenu str ictement dans O q . 



B. Les vecteurs de norme i. 

Dans ce pragraphe, nous allons calculer le cardinal des vecteurs de norme i pour i fixé dans Z/8Z. 

Pour des raisons techniques, il est bon de se fixer quelques notations: 

ti(n) := |{x e (Z/8Z) n | x\ + • • • + x\ = î}| ne M et i e Z/&7L 

ui (n) := ti(n) - ts(n) + i5(n) - t7(n) 

u0(n) := tç)(n) - f 2 ( r a ) + t4(n) - t(i(n) 

ti(ri) := ti(n) — ti+4(n) i = 0,1, 2, 3 

Si(n) := ti(n) + ti+4(n) i = 0, 1, 2, 3 

Si on fixe une variable, on obtient aisément la relation : 

(*) ti{n + \) = 2 f i ( n ) + 4f i _ 1 (n) + 2t i _ 4 (n) Vi e E/8Z, 

car 1,3, 5 et 7 sont de carré 1 rnod 8, 0 et 4 sont de carré 0 mod 8; enfin, 2 et 6 sont de carré 4 mod 8. 

Ceci nous donne l'équation matricielle : 

T(n + î ) = A • T(n) 

où T(n) = 

( n ) 

ti{n) 

\t7{n)J 

et A = 

f 2 0 0 0 2 0 0 4 \ 
4 2 0 0 0 2 0 0 
0 4 2 0 0 0 2 0 
0 0 4 2 0 0 0 2 
2 0 0 4 2 0 0 0 
0 2 0 0 4 2 0 0 
0 0 2 0 0 4 2 0 

Vo 0 0 2 0 0 4 2 / 

Donc T(n + 1 ) = An • T(1 ) et T{ 1) Vn e n 

/ 2 \ 
4 
0 
0 
2 
0 
0 

V o / 
Les équations précédentes donnent alors, grâce à un bref raisonnement par récurence, que la première 

colonne de An n'est autre que T(n) et, comme A est une matrice "circulante", An aussi. Donc, la première 

ligne de An est (t0(n),t7(n), ..., ii(w)). 

Le polynôme caractéristique de A (qui est aussi k; polynôme minimal) est : X(XA -f 256)(X2 — 8.Y + 

32)(A' - 8). 

Calculons le noyau de A2 - 8.4 + 32/8 qui sera bien sûr contenu dans celui de /4 n + 1 - 8An +32An~1 pour 

tout ri G I I. Il est engendré par les deux vecteurs suivants : 

( 0 , - 1 , 0 , 1 , 0 , - 1 , 0 , 1 ) et ( 1 , 0 , - 1 , 0 , 1 , 0 , - 1 , 0 ) . 

Ce qui nous donne les deux équations suivantes : 

Ui(n + 1) = 8 Ui(n) — 32 Ui(n — 1) i = 0, 1 

En itérant. 2 fois cette formule, on obtient : u , (n + 4) = -21 0-u î(n). Donc : 

7H{] + 4k) = {-])k2Wku.i(j) pour 1 < ] < 4, i = 0,1, et k e (n 



Regardons le noyau de A4 + 256/g, donc une partie de celui de An+3 + 256An~l pour tout n G H. On 

trouve l'espace : 

<(0, 0, 0,1, 0, 0, - 1 ) , (0, 0, 1, 0, 0, 0, -1 ,0) . , (0 ,1 ,0 , 0, 0, - 1 , 0, 0), (1,0, 0, 0, - 1 , 0, 0, 0 )> . 

Cela nous donne les équations suivantes : e,(n + 4) = —256 ej(n) pour i = 0,1, 2, 3 d 'où : 

ti(j + 4k) = (—l)k28kei(j) pour 0 < i < 3, k e H et j e I l 4 . ( / / ) 

Le noyau de A lui-même est l 'espace engendré par ( - 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 , 1 ) . On trouve alors : s0(n) + 
4 

s2(n) = s i ( n ) + ss(n). 11 est clair que ^ s,(n) = 8 n , donc : 

8 n 

Si(n) + Si.. 2 (n) = — pour i = 1,2. ( I I I ) 

Il est évident que Uj(n) = s-An) — s, . 2{n) pour i = 0, 1. Sachant cela et vu les équations ( / ' ) et ( I I I ) , on 

obtient le système ; 
s1(j+4k)-S^2(j+4k) = (-l)k210kiM(j) 

8 n 

S,U + 4k) + Sl + 2 ( j + 4k) = y . 

Ce qui fait : 

Si(j + 4k) = k(j+4k) + U M j + 4k) = ( —l)fc210fc~ ]Ui(j) + (IV) 

En se souvenant de la définition de <=4(7 + 4 k) et grâce aux équations ( I I ) et (IV), on a: 
ti(j+4k) = (-l)fc28fc 1 (22k "lUi(j) + ct(j)) +8-r,4k'"] i = 0 , l et j e l'U (A) 

Nous sommes donc en mesure de démontrer la 

P r o p o s i t i o n 4 .4 

C 2 3 " 3 si n = 0 ou 4 (mod 8), n ^ 0 
2 3 n 3 ( 1 + 2 ( 1 n)/2 + 22 '•<•) si n = 1 (rnod 8) 
2 3 n :J(1 + 2 ( 2 n> /2 ' ) si n = 2 (rnod 8) 

(n) = < 2'"'- n)ri) si n = 3 (mod 8) 
23 '1 3(1 + 2 (1 n ) / 2 ) ( l - 2 ( 3 n ) / 2 ) si rt = 5 (mod 8) 
23"' :!(1 - 2<2 n ) / 2 ) si ra = 6 (rnod 8) 

, 2 3 n 3(1 - 2 " n ^ ' 2 j si n = 7 (mod 8) 

D é m o n s t r a t i o n 

Si n = 1 + 4k, on a : 

U l ( l ) = f l ( l ) - f 3 ( l ) + i 5 ( l ) - i 7 ( l ) = 4 + 0 + 0 + 0 = 4 et £ i ( l ) =h (n) - £5(1) = 4. Donc, l 'équation (/t) 

devient : 

tl(l+4k) = ( _1 )fc28fc-i (22(22fc 1 + 1)) + 8 1 
_ 2 8 f c- 1 (( —l)fc(22fe""1 + 1) + 2 4 f c ~ 1 ) 

= 2 2n 1 ( (_ ! ) (» + ]) + 2™-"2). 

On en déduit que si n = 1 (rnod 8), alors : 

t x ( n ) = 2 2 n _ 1 ( 2 n " 2 + 2 (™"3 ) / 2 + 1) = 2 3 n ~ 3 ( l + 2 ( 1 " r l ) / 2 + 2 2 ^ n ) , 

et que si n = 5 (mod 8), on obtient 

/,, (n) = 2 : , n :1(1 - 2 (1 n ) / 2 - 22 n ) = 23™ ' 3( 1 + 2 (1 n ) / 2 ) ( l - 2 ( 3 ' n ) / 2 ) . 



Si ri = 2 + 4k, on a : 

u j ( 2 ) = 24 + 24 = 25 et c,(2) = 24 - 24 = 0; donc 

t ^ n ) = ( - l ) f c 2 8 f c 1(22fc 1 •2 5 ) + 8 4 f c + 1 — 2 1 0 f c + : î ( ( - l ) ' c + 2 l k ) 

=
 4)/2(2<" + ( - 1 )("--2)/i). 

Si n = 2 (mod 8), on a : 

hin) = s ^ - 4 ) / 2 ^ - 2 ) / 2 + 1) = 2 3 n ~ 3 ( l + 2 ( 2 " - ) / 2 ) , 

et si n s 6 (mod 8), on a 

t1(7z) = 2 3 " " 3 ( l - 2 ^ / 2 ) . 

Pour le cas où ri = 3 + 4k, on a : U ï ( 3 ) = 3 • 2 5 - 26 + 3 • 25 - 0 = 27 et e,(2) = 3 • 25 - 3 • 25 = 0, donc 

t ^ n ) = ( —l)fc28fc~ 1 (22fc" 1 • 27) + 8 4 f c + 2 = 2 1 0 f c , ' 5(( —1 )fc + 2 2 f c + 1 ) 

_ 2(5»- 5)/2^2(« I ) / 2 + ( _ | ) ( « 

Donc, si n s 3 (rnod 8), on a : 

ti{n) = 2 ( 5 n 5 ) / 2 ( 2 ^ n ' ' ) / 2 + 1 ) = 2 3 r l ~ 3 ( l + 2(]-n)/2), 

et si n = 7 (rriod S), on trouve : 
/,,(«) = 2 3 n "3(1 - 2 ( 1 _ n ) / 2 ) . 

Finalement, si ri = 4k + 4, on a : 

u i (4) = 29 - 29 + 29 - 29 = 0 et c, (4) = 29 - 29 = 0, d 'où : 

i i ( n ) = 8 n ~ 1 = 2 3 " - 3 . 

R e m a r q u e s : 

a) Les pet i tes valeurs de U] (n) et de e, (n) ont bien sûr été calculées grâce à l 'équation T(n+1) = AnT(l). 

b) Par la suite, nous aurons essentiellement besoin des L\(n) sous la forme donnée à la proposition 

précédente, ruais les équations ( / ) - (IV) et (.4) nous pe rmet tan t de calculer les autres t j (n ) , nous 

obtiendrons une formule plus compacte que la précédente, à savoir : 

P r o p o s i t i o n 4 ,5 

( 23"" '3 + • eos ( f (21 - n ) ) si i 4 n (mod 4) 

~ \ 2 3 n 3 + • cos ( f (2z - « ) ) + (_i ) (*-») /« • 2 2 n " 1 s i t s n (mod 4) 

D é m o n s t r a t i o n : 

Une rapide vérification nous permet de voir que la formule marche pour t^(n). 

Commençons tout d 'abord par calculer to(n) : 

Si n = 1 + 4k : w0( l ) = t„( 1 ) - /,2(1) + /„,(1) - l 6 ( \ ) = 2 + 2 = 4 et t „ ( l ) - i 0 ( l ) - i A ( \ ) = 0. 

Donc vu (A), on a : 
L0(n) = ( ( - l ) ( n 1 ) / 4 • 2< 5 n " 5 ) / 2 + 2 ! ' ' '•'•) 

si n = 1 (mod 8). Et , 

lo(ri) = ( 2 3 " " 3 - 2 ( 5 n _ 3 ) / 2 ) 



si n = 5 (mod 8)). 

Si n = 2 + 4k : 

tto(2) = 23 - 24 + 23 = 0 et, c0(2) = 23 - 23 = 0 donc t0(n) = 2 3 n - 3 . 

Si ri = 3 + 4k : 
u0(3) = T - 3 • 25 + 25 - 3 • 25 = - 2 7 et t0(3) = 0. 

Donc, on a t0{n) = ( ( - l ) ( n ' 1 ) / 4 • 2<5n 5 ) / 2 + 23 n 3) = (23n "3 - 2 ' 5 n 5> /2) si n = 3 (rnod 8) (respecti-

vement (23n~ 3 + 2<-5n 5)' /2) si n = 7 (mod 8)). 

Si n = 4 + 4k : 
uo(4) = 27 - 3 • 28 + 3 • 27 - 3 • 28 = - 2 1 0 et c0(3) = 27 - 3 • 27 = - 2 8 . 

Donc, on a t0(n) = ( ( - 1 + 2 2n- i ) + 23«-3) = (23n-3 + 2 (5n-4) /2 + 2 2n- i ) si n = 0 (mod 8) 

(respectivement (2 3 n~ 3 - 2(5n ' + 2 2 "" 1 ) si n = 4 (mod 8)). 

La relation (*) nous donne : tj(n+ 1) = 2t\(n) +4to(n) + 2t,s(n). On trouve alors facilement Puis, 

en faisant varier judicieusement i dans (*), on trouve les autres ti(n) . • 

E. Preissmann et H. ,loris m'ont aimablement dorme d'autres démonstrations plus analytiques de ce 

résultat, qui par ailleurs est cité dans [8, ch. / / , §9]. Le lecteur trouvera ces démonstrations dans l'appen-

dice de ce travail. 

C . Le cardinal du groupe Og. 

Dans ce paragraphe, nous allons donner une formule calculatoire pour \Oy\; mais pour y arriver, il 

faudra ét ablir une forme "canonique" à toute forme bilinéaire non dégénérée sur Z/8Z, puis chercher les 

vecteurs de norme 1 qui ont, des supplémentaires orthogonaux pairs. Ces vecteurs seront appelés "mauvais 

vecteurs", car le théorème de Wit.t ne s'applique pas pour eux. 

Lemme 4.6 

Soit (V, 0) une forme bilinéaire de dimension n sur Z/8Z. Si x 6 V est tel que 0(x,x) = a impair (donc 

inversible), alors [3 ~ <a> ffl U. D'autre part, si 8(x, x) et p(y, y) sont pairs mais que 0(x, y) est impair, 

alors V ~ <x, y> ffl <x, y> ' . 

Démonstra t ion : 
f x - f ( x ) \ 

a) Si / est une application linéaire de <x> dans Z/8Z. il est clair que 0 I — - , • I = / , donc /?| 
V Pv3-!x) J < x > 

est non dégénérée. La proposition 1.5 nous donne : V ~ <x> ffl <x> L. 

b) Soit / : < x , y > —» Z/8Z linéaire. Pour prouver que est non dégénérée, il suffit de trouver 

un 2 = Xx + py tel que 0(z,x) = J'(x) et 0{z,y) = f ( y ) , ce qui nous donne le système suivant à 

En posant fj, = f(x)8(x,y)(l~0(x,x)8(y,y)) - J(y)0(x,x) et X = 0(x, y) ( f ( y ) - p0(x, y)), on 

conclut, grâce à la proposition 1.5. • 

Corollaire 4.7 

Toute forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur ' . /8Z est, isomorphe à une forme du type : 

résoudre : 
X0(x. x) + i'p(y, x) — f ( x ) 

X0(x,y) + /i0(y!y) = f ( y ) . 

<(i] > EB • • • ffl < a, > V 



S'il existe x\ tel que P(x\,x\) = «i impair, alors par le lemrne précédent : p ~ < a j > ffl V. E t on refait le 

même raisonnement, jusqu 'à ce que 3 ~ < « i > EH • • • EB < a ; > EH V' où B(x,x) pair Vx G V'. Comme P est 

non dégénérée, 3x\,yi tels que fi{x\,yi) impair, donc par le lemrne précédent : 

0 ^ <a, > EH • • • ffl < a , > EH < ( ^ ^ ) > ffl V" \ P ( x i , ? ; , ) P { y \ , y ' i ) J 

et on termine par récurrence. • 

Corol la ire 4 .8 

Si [V,p] est non dégénérée et de dimension impaire, alors il existe x G V tel que P(x,x) impair. On dit 

alors par convention que V est impair, sinon, V est dit pair. • 

Lemrne 4 .9 

Supposons que E ffl V ~ E ffl V' et que E, V et V' sont impairs, alors V — V'. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Cet te version du théorème de Wi t t est démontrée dans [2, thm 4.5, pp. 82-83] • 

Lemrne 4 . 1 0 

Soit (V,p) tel que M3 = /„ et n ^ 1 (rriod 8). Si x 6 V est tel que B(x,x) = 1, alors il existe U et 

y G U tels que V ~ < x > EH U et p{y,y) impair. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Par le lemme 4.6, on sait qu'il existe U avec V ~ < x > EB U. Par le corollaire 4.8, si n est pair, donc si 

d im(t / ) est impair, le lemme est prouvé. Si n est. impair et n ^ 1 (rriod 8), on a que d i m ( U ) est paire 

et det( i / , /? | ) = 1. Supposons que U ne représente que des éléments pairs, alors : 

u ~ < ( a ' ? M > f f l - - - f f l < ( a < n , ) / 2 f * — " 8 ) > , 
'-I J \C(n-l>/2 b(n - l)/2 

avec det [ a* ('1 ) impair. Mais puisque n^.b,, sont, pairs Vf. ort a que det, ( a* f® ) = —1 ou 3, et a est 
V Q bi J ' ' \Ci b7 J 

impair Vi. 
n • x • - , u j v ( l . f 1 
Soient A et a impairs, grâce aux matrices de changement de base I A / ' 1 0 1 j l a 1 / ' ° n 

f a , c,-\ f 0 1 \ (2 1 \ 
montre lacilement, que l'on peut, supposer que I ' ^ I = i 0 J ° U 1 1 2 1' 

Or, sur S j on a la relation : 

r - iMï i) 
donc a fortiori cela est vrai sur .2 /8 2 = '../S".. Finalement, pour une raison de déterminant , on peut 

supposer que 

^ v?; 
Ci BI J \ 1 0 

Résumons-nous. On a donc montré que : 

< i > f f l f ° M m •••ffl ( J J ] = < i > m- - - f f l < i > 



Mais cela n'est pas vrai, lin effet, un a < 1 >ffl ^ ^ ~ <f >ffl <1 >ffl <—1>. (la matrice de changement 

/ I l 1 
de base est 1 0 1 ] ). Donc, on a 

V ° - 1 - i . 

< i > f f l - - - f f l < i > ~ < i > f f l - - - f f l < i > f f l < - i > ffl • • • œ < - i > . 
v ' s „ • 

(«H)/2 (n-1)/2 

Le lemme 4.9 nous permet donc de dire que : 

<1 > ffl • • • ffl < 1 > ~ - ( < ! > ffl • •• ffl < 1 > ) . 
(n- l) /2 

On en déduit donc que t,\ ((n —1)/2) = h{(n —1)/2), mais cela est faux si n ^ 1 (mod 8) vu la proposition 

4.5. On a donc une contradiction. • 

Le r r imc 4 . 1 1 

Soit (V, 8) tel que = In et n = 1 (mod 8). Posons x = (a i , . . ., an) tel que 8(x, x) = 1. Alors, x 

possède un supplémentaire; orthogonal pair si et seulement si a i . . . . , a r l sont, tous impairs. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Posons M = 

On a donc : M • M 

/ a i a 2 a 3 

ai 0 a; i 
ai a2 0 

a i a 2 as 
Va i a 2 a 3 

0 / I 0 
0 0 
0 -

0 -

\0 -

0 

«n - i a n \ 
an-1 «r 
(hi-l «r 

0 a r 

a „ - i 0 / 

0 . 
• 0 ^ 

- 1 . . - 1 
- 1 . . - 1 

- 1 
- 1 
0 / 

= < 1 > ffl A 

/4 est du type /8fc - ,/gfc où ,/s*; Bien sûr, ,/|fc = 0 (mod 8), donc A • (I8k + J&k) = /8fc. 

Ce qui veut dire que A. donc M , est inversible. Kt trivialement A ne représente que des éléments pairs, 

Montrons la contraposée : sans limiter la généralité, on peut supposer que an est pair. Comme (8(x,x) = 1, 

et vu le lemme 4.6, on a V = < x > E B < z > . De plus, a\ H h a 2 , = 1 ou 5 (mod 8) donc ( a i , . . . , a», i) 

possède un supplémenlaire orthogonal V de dimension impaire pour la forme 8' définie par la matr ice 

/„_ i. Alors, il existe y' = (fe,,. . . , bn i ) G U tel que 3'(y, y) soit impair. Finalement, y= ( 6 i , . . . , 6 „ - i , 0 ) 

appar t ient à < x > - , et 8(y,y) est impair. • 

R e m a r q u e : 

Il y a donc 4" "mauvais vecteurs" si n = 1 (rnod 8). 



Si V = (Z/8.'.:)n et '3 est la l'orme: bilinéaire définie par la matrice /„, alors : 

n 
mz/8Z)\ = Y[t'i{k) 

i 

, f t,(k) si k 4 1 (rnod 8) ou k = 1 
0U 1 ~ \t,(k)-4fc = 23fc 3(1 -2< ' - fc) /2)( 1 + 2(3-fc)/2) si fe = i (mod 8) et M l 

Démonstra t ion : 

Par récurrence sur n : si n — 1, c'est, clair. 

Supposons que ri jé 1 (rnod 8). et soit, x e V tel que B(x,x) = 1. On sait que <x> ffl <x>-L ~ (Z/8Z) n , 

donc vu les lemmes 4.9 et 4.10, <x> ~ p / 8 Z ) n " ' . On conclut alors par récurrence, en raisonnant sur 

< x > x . 

Si n = 1 (mod 8), on prend x tel que ,3(x,x) = 1, x étant un "bon vecteur". Alors, en faisant le même 

raisonnement., et en utilisant le lernrne 4.11, on conclut,. • 

Remarque : 

Cette formule est, en contradiction avec celle citée dans [ô, ch. V, 825. pp 186-187], mais nous avons toutes 

les raisons de croire que la notre est. la bonne. Kn particulier parce que la formule de Minkowski-Siegel 

que nous obtenons lors du chapitre suivant correpond à celle citée dans [4, ch. 16, §2], 



C H A P I T R E 5 
Calcul explici te de la fo rmule de Minkowski-Siegel p o u r les 

formes ent ières et définies posit ives. 

Pour ce chapitre, on se fixe (M, 8) e yn, V = M ®<Q;, /ip une mesure sur 0(Vp) pour tout p G P, normée 

de telle manière que cM>p = 5, et M1 = M, M>2, • • •, Mk, des représentants de chaque classe d'équivalence 

dans le genre de M. 

T h é o r è m e 5.1 

Rappelons que m(o(v)\ol<v}) représente la mesure d'un domaine fondamental pour Ô{V) relatif à 0{V). 

Cette constante ne dépend que de n, nous l'appellerons c(n). De phis, on a : 

1 1 c(n - 1 ) 
c(0) = 1. c( 1 ) = —. c(2) = — et c(n) = où pn est le volume de la boule B n , n> 3. 

'2 27t ri • pn 

Démonstrat ion : 

Ce résultat, qui demande une bonne vingtaine de; pages de preuve, est démontré dans [7, ch.X, § 34.]. Il 

est aussi prouvé dans [5, Satz 26.1] avec les recommandations d'usage concernant cet ouvrage. Enfin, il 

est démontré dans l'article originel de Siegel [11, Hilfsatz 26 + §9 et §10], • 

Corollaire 5.2 

c ( n ) = < 

Démonstra t ion : 

On rappelle que 

1 - n * ri ^ - Sri - 9 "1—T . 2 s - I I 1 • 3 (2i — 1) • (i - 1)! si n est impair 
ir. 1 

TI--2 
2 

• 2 " • (2^2)! J ] l - 3 (2t - 1) • (i - 1)! si n est pair. 
i = 1 

Pn — . v „ 
f + 

où F est, définie par F(z) = l* 'c 1 Al. (Jette fonction est définie sur les nombres complexes de partie 

réelle strictement positive;. On a : 

^ • n ^ + n n n — 1 11 ! ^ 4- ] ! c(n 
" I I 

c{n- l )F ( f + 1) _ t ï 2 

9 . 

n • 7T 2 n \ . Tf 2 7T 2 

i 

n\ • 7r -i 

La dernière égalité utilise le fait que F ( i ) = 3 • TT* et, que F(2) = 1. Ces propriétés de la fonction T ainsi 

que toutes celles que j'utiliserai par la suite sont citées dans [1, e:h. 6], 

Comme autre propriété, on a que F(z + 1) = zF(z) Vz, donc 

n 

rK> 
c(n) = —— 1 

n(n-M) ' 
TT <1 



La fonction F est telle que : 

w , , , ,,, 1, 1 - 3 ( 2 m - 1 ) , f (M + 1) = m! et r ( m + - ) = — TT* pour tout m G M. 

Supposons que n soif impair. On a : 

n = n r ( i ) = n ( i - n » . 
i=2 

On a aussi : 

"2' 
i=2,4, . . . ,n™ 1 i= 1 i = 1 

i - l , 3 , . . . , n i = 0 

= 2 ^ - t t ^ 1 • 3 (2i — 1 ). 
i= 1 

D'où : 
n — 1 

1-n2 -n2-- 8n-rÔ 2 1 — n -n"-8nT8 T~T 
c(n) = 7 T — • 2 s ' I I 1 ' 3 (2i - 1) • (i - 1)! . 

Si n est pair, on a : 

i=i 

et 

i - 2,4,..., n i-• ] 

n n;i=»*-n1:1 
-1 ,3 , . . . ,n 1 ** r - \ 

XL = 2 8 • 7T i I I 1 ' 3 

Donc 
n - 2 

c(n) - TT"^ • • (———)! • f j 1 • 3 (2i — ! ) • (» — 1)! 2 t i 

A . La formule de Minkowski-Siegel clans le cas de c € n . 

Supposons que M soit de type (77). Alors, n = 0 rnod 8. Posons q(x) = —/3(x,x), M est un module 

quadratique non dégénéré pour cette forme. On a donc Mp = M * , pour tout p G !P. On obtient alors 

grâce au corollaire 2.49, au théorème 2.59, ainsi qu'au théorème 3.8 et au corollaire 3.9 : 

= ]{ : II 1{ : /- 11 : • 
p i p C i 0<2i<n 

Ceci, parce que le discriminant de M vaut 1. 

Théorème 5.3 

On a : 

^=21 - • -Sj • n ' 
,, i 

où /ij sont, les nombres de Bornoulli. Ces nombres sont, définis clans [1, ch. 23] par exemple. 



Démonstra t ion : 

Nous avons tout d'abord besoin d'un résultat classique sur la fonction £ de Riemann : 

«») - IIC - fjajfi®»'-
pE V K ' 

Ce résultat est démontré dans [10, ch. V i l , Proposition 7]. On trouve alors : 

. ^ . ( ^ . n - - » n 
i 1 0<2ï<n V '' 

I % I où K = . ' • J J J 13'2z ) • lîn développant., on trouve : 

-r.2 + 2n r,2-2n -n'-6n „ -n + 2 . ' - i . / U ~ 2, , A 1 ' 3 — l)(z — 1)! , , 
3 '1 7 ï ' * • ' 5 1 5 • ( 2 ' n — l - k 

i= 1 

z-l 

n - 10n + 8 t—r 1 

= 2 • K. 

B . La formule de Minkowski-Siegel dans le cas de 

Supposons maintenant, que M soit, de type (/) . Puisque; la formule ne dépend que du genre, on peut 

supposer que 3 soit la forme x\i/\ + ••• + xnyn. Posons q(x) — 3(x.x). Cotte fois-ci, (A4,q) est, un 

module quadratique dégénéré. On a néanmoins Mv = M/; pour tout p différent, de 2. Pour p = 2, on 

trouve M2 = 2M!l. Le but. est de calculer p.2(()(A12)). Grâce au théorème 2.57, nous savons que cMi2 est 

constant si fc = 4 par exemple. On a : 

M2(0(M2)) = [0(M2) : 0(V2, Ah/24M*)} • p2(0(V2, M2/24M*)). 

On trouve alors, par la définition de c/x 2 : 

a i> o 1 — n 3n ( 1 - - n) 
P2(0(V2, M2/2 M2 )) = c„ t2 • [M2 : 2 A42)= C(t,2 • 

Propos i t ion 5.4 

Posons M2 = M2/2*M2 VU comme 4/8F-modulo. Alors ; 

[0(M2) : 0(V2, A42/2}iA42)} = \On
s{W2)\ • ± = \On^Z/KL)\ • 

Le groupe 0%(Z/8Z) à été défini au chapitre 4. 

Démonstra t ion : 

L'application : 

tf : 0{A42) — O^Z/SZ) 

u 1—> v. : W2 —• ~Â42 

x + 2 ?'A42>—>u(x) + Al 2 



est bien définie * . Son noyau est bien ()( V2. M 2 / 2 3 M 2 ) . Mais on ne peut pas utiliser le lemme 2.52, donc 

ip n'est pas forcément surjeetive. On va montrer que \Q^(Z/8Z) : lm(^)] = 2". 

Soit u e Op('Z/8Z). u peut être représentée par une matrice A € Mn( Z2) telle que A • A1 = In + 8 • B où 

B est une rnatrice symétrique. Soit 

A i—> diag(Z?) (rnod 2) avec B telle que 8B = A A* - In. 

L e m m e 

(p est bien définie, en outre, p(A) = (0, . . . , 0) si et seulement si A e lm(ip) 

D é m o n s t r a t i o n d u l e m m e 

Soit A e Og(Z/8Z). Supposons que Aj et. /\2 6 Mn(Z2) sont telles que~K[ = ~A2 = A. Il existe C Ç Mn(Z,2) 

telle que A \ = A2 + 86'. On a : 

ln + 81h = A}A\ = (A2 + 8C)(Al
2 + 8C' ) = 7n + 8(B2 + A2Cl + CA<2 + 8CC1). 

Et on remarque que 

d iag (B } ) =E diag(/i2 + A2Cl + CA^ + HCC1) = d i ag (B 2 ) (rnod 2), 

car diag (.Y + X1) = 0 rnod 2 VA' e Mn{Z2). Donc y est bien définie. 

Soit A g Im(t,y); il existe en particulier X et B telles que 

(.A + SX) • (A + SX)1 = ln + 8 ( 5 + AX1 + XA1) = In (rnod 16). 

Donc B = (AX1 + XA1) mod 2, ce qui veut dire que diag(B) = (0 , . . . ,0) rnod 2. 

Réciproquement, soit, A A1 = / „ -f 8 B, avec B n'ayant que des éléments pairs dans la diagonale. Posons 

B~, la matrice triangulaire inférieure telle que B~ + B = B. On a : 

(A - 8B A)(A - 8B A)1 = In (rnod 16) 

et .4] := (.4 - 8B A) = .1 mod 8. On refait le même raisonnement, on a A}A\ = /„ + 16/i]. On vérifie 

que diag(/Ji) = (0 , . . . , ( ) ) rnod 2, et on obtient. A2 = .4, + 16C\ € Mn(Z.2) telle que A2Al
2 = In mod 32. 

Et ainsi de suite; on trouve alors une suite (An)nCr. qui converge dans Mn(Z,2). La limite de cette suite 

est une matrice X de ()(M2), et on a X = A mod 8. Donc A G Im(^). 

Ainsi s'achève la démonstration du lernrne. 

Notre application p est surjeetive. En effet, soit B e Mn(Z,2) symétrique. La somme 

in + \ - m - • ( m 2 + • ( S B ) 3 + ••• + ( - 1 r 1 • 1 - 3 ,
2 n ^ 2 , n " 3 ) • m n + 

converge. En effet, dans n\ nous avons au plus + [ j ] + • • • facteurs 2. Or, 

r n , r n i n n / I l \ [_] + [_] + ...<_ + _ + ... = „.(_ + _ + ...)==„. 

La norme p-adique du n-ième terme de notre série est donc au plus 2""n, elle est alors convergente. Notons 

A sa limite, qui est une matrice symétrique puisque B l'est. 

R e m a r q u o n s q u e %) aurai t c lé bien déf in ie auss i , si nous av ions pris 0£(..,/8Z) c o m m e g r o u p e d ' a r r i vée . N o u s p r e n o n s alors le p lus pe t i t 

des deux (vo i r le p r e m i e r p a r a g r a p h e du chapi t re 4). 



Tout, le monde aura reconnu dans celle somme, le développement, de Taylor de \ J I n + 8/3. Donc, on a : 

A2 = /I • A1 = ln + 8B. 

tp est, donc surjective, il sullif de prendre B avec une diagonale convenable. 

Il nous reste à voir que A^1A2 G Im(i/>) si et seulement si ip(Ai) = tp(A2). 

Supposons que AflA2 G Im(^) . On a (Af1 A2)(Af1 A2Y = In + 8B avec B symétrique ne comportant 

que des éléments pairs dans la diagonale. Calculons : 

(A~x A2)(Ax'A2)1 = V ( J n + &B2)A\~\ 

On vérifie que A'{1A\ — /„ — 8/1, 1 Bx.A\ \ On trouve finalement : 

In + SB = In + 8/lj 1 (B2 - Bi)Ai;\ 

Autrement dit, Afl(B2 - B\)A\ ' = B rriod 2: donc diag(fi2 - lh) = 0 mod 2, ce qui veut dire que 

<p(A1) = <p(A2). 

On démontre la réciproque de manière identique. • 

Lernrne 5.5 

Supposons que n soil impair, alors on a : 

c(n) • [ ] (1 — V *) ' = 2 V . 2' 2ni'2 • -\B2 «n„,|. 
0<2i<n pf:r ^ 2 ' ' 

Démons tra t ion : 

Le corollaire 5.2 nous permet, de dire : 

c (n) . n I I - /' ' - " """ ' ' I I ' ' (2i — 1) • (i — 1)! • n 

•1---A K >' 7 = 1 

" ^ • ^ • n p S i j - i f t « - i 
Tt - 1 

= 2 — • 2 - i r - • J] 7 i- i 

= 2^-2 B n 

Lernrne 5.6 
oo 

Posons K(S) = ^ ( - l ) f e ( 2 f c + l )~ s . Alors, pour tout rri G M, on a 
k = i 

K ( 2 m + 1 ) = [ I = 
pe»'\f 2} 

Où Ei sont les nombres d'Euler. Ces nombres sont définis dans [l.ch. 23] par exemple. 



La deuxième égalité est citée dans [1. 23.2.22). D'autre part, on a 

« w = e ; 
n= 1 

On vérifie sans peine que les cn sont multiplicatifs, donc 

pGîr rn— 0 

Or, 

{1 si p = 1 (mod 4) 

( ~ l ) m si p = 3 (rnod 4) 
0 si p = 2 On trouve alors cp™ = ( —1) " 21 si p est impair. Pour un tel p, on a : 

par propriété des séries géométriques. On a donc bien : 

PC'\{2} 

Lemme 5.7 

Supposons que n = ±2 rnod 8, alors on a : 

, 9 - 2 n - , - l 

C (n ) . n ( i - P
2 i ) 1 • n 7 1 1 1 7 b « 

0<2î<n pt::'\{2} ^ 2 

Démonstra t ion : 

c(n). n O - p " ) - 1 • n ( l - ( - l ) ^ - P = 
0<2ï<n pc:':\{2( 2 

\2i 
=-n i-3 (2-D-(-i)!-ri i w ' ^ 1 

j." 1 1=1 ^ '' 

2 -

W ) ! 
2TT • -'h fln-21 

Nous voilà enfin prêt, à démontrer le théorème principal de ce diplôme. 



(i + : 
2 - ( f ) 

( 2 - + D . 
2 n • (• 

1 
2n+l 

( 2 ^ - 1 ) , 

^ L-\B%-B2 Bn_21 si n = 0 (mod 8) 

| B2 Bn~i | si n = ± 1 (mod 8) 

2n • 

(1 - 2 2 i i ) ( l - T i 
2 - ( f ) ! 

D é m o n s t r a t i o n : 

Vu la proposition 5/1 et le théorème '1.12. on a 

|/ïn^2 • B2 Bn-21 si n = ± 2 (mod 8) 

si n = ± 3 (mod 8) 

\ B n - l h fin_21 s i n = 4 (mod 8). 

IB2 />>, 

= 2 -

a) Supposons que; n — 8. On a. grâce au théorème 4.12 et à la proposition 4.4 

9 0--81 «H-fit ••••21 li2{0(M2)) = r»-2-M-2 

= 2 h • 

(1 - 2 " " 2 ) ( 1 — 2 4 ) ( 1 - 2 " " s ) ( l - 2 ~ 4 ) 

( l + 2 - 3 ) ( l - 2 - " ) 

Si p ̂  2, on trouve comme; pour le type ( / / ) 

(1 + 2 - - i ) ( l - 2 - 4 

(1 — 2" 2 ) (1 — 2"~4)(1 — 2~'e)(l - 2 - 4 ) 

pp(Q{Mp)) = ( \ - p 4)- n o - p -2i\ 

0<2i<8 

On trouve alors 

= c - ( 8 ) . n ( i - p 4 ) 1 • n n ^ - p ' 
p{2 0<2t<8 pt 

( 1 + 2 :!)(1 - 2 " 4 ) 

(1 + 2 : s)(l - 2-
9-6 

•)7- B . , 

La dernière; égalité vient, du calcul l'ait pe>ur le type ( I I ) . 

b) Supposons n = 0 mod 8. n > 8, e;t, que; 

m
 8i 

2 3 • 8 

( 1 + 2 ^ 
(1 - 2 "2)(1 - 2' (1 - 2 n ) 

Calculons : 

m\ = • > ! ! ( « - - ( n S ) (1 - 2 ^ - ) ( l - 2 — ) ( l + 2 - ï - ) ( l - 2 — )(1 + 2 -

(1 + 2 " ^ ) ( 1 - + 2 - r 1 ) • \ o y * 
. 3(2n-9)-j-3(n-8)(n-8) 

( 1 + 2 

8 - ( l - 2 T i ) ( l — 2 4 - n ) ( l — 26 " n ) ( l - 2 8 - " ) ( l + 2 ^ ) 

(1 — 2~"2)(1 — 2"~4) (1 - 2w-n) 

3n(r, 1) 

2 — r - 1 -8 

(1 + 2 ^ ) ( 1 - 2 

( 1 - 2 - ^ ( 1 - 2 ' (1 ( 1 - 2 -



MO(M2)) = CM>2 • 2 - • 2 " • \ouz/sz 

' 2 (1 - 2 2)(1 — 2"4) (1 - 2 2 " n ) - ( l - 2 - 5 ) . 

On trouve alors 

( 1 + 2 — ) ( l - 2 

r Ï TTri - f^ - i TT TTn ( 1 + 2 ^ X 1 - 2 - 3 ) = c ( n ) - _ [ | ( l - p ) - 1 1 1 1 ( 1 - P ) 
pi-ïï' 0<2i<nper 

( l + 2 - ^ ) ( l - 2 - f ) 
4 • (? ) ! • 2 - " • 2 " - 1 ' ' f ' 

• 2 

(1 + 2 ^ ) ( 1 - 2~7 
2 . ( 5 ) ! 

1% '^2 S n - 2 | . 

c) Supposons n = 1 mod 8. 

Si n = 1, on a clairement, que .M^^ = Supposons donc n ^ 1. Grâce au calcul précédent, à la 

proposition 4.2 et au théorème 4.10, nous pouvons dire que 

,x2(0(;W2)) = 2 » 1 • 2 ^ ^ • — - j—j; . (1 - 2") (1 - 2 3 -")( l - 2 ^ ) ( 1 + 2 ^ ) 
( 1 + 2 — ) 

.) rl • 2 

= — 1 ( 1 - 2 " ) ( l - 2 : i ")( 1 — 21 "). ( 1 + 2 ^ ) ' 

Le lemme 5.5 nous donne alors : 

2 2 r i - 2 ~ n - r 2 . ( î k ^ i ) J ' B n - ~ l \ 

(2 2 • \B2 BnA. O n . (IL^i)! 1 1 

d) Supposons n = 2 mod 8. 

Calculons : 

M 2 ( 0 ( M 2 ) ) = CM.2 • . 2 » • 2 ^ ^ ^ T ' (1 ~ 2 " 2 ) ( 1 - 2 - " ) (1 - 2 2 ~ " ) ( 1 + 2 ^ ) 
1 + 2 2 

2-"" • (1 - 2 ")(1 — 2 ) (1 - 2 o 2 — n \ 

P-I 

Or, le discriminant, de M vaut —2"; donc, si p est, impair, le symbole de Lcgcndre = (•—*•) = (—l)"2 

On trouve alors : 

2 . c ( n ) . J ] ( l - p 2 î ) 1 • J ] ( l - ( - l ) V p ) 

. . . ) ,,. 2 2 ». • I 

" ' ' 1'V ^ 2i' l 2 ' ' 

«n 2|-•'>71 : 1 . /I». (V)! 

e) Supposons n = 3 mod 8. 

On trouve : 

M2(0(M2)) = c-V,2 • 2" " • (1 - 2 2)(1 - 2- 4) (1 - 2 ')( 1 - 2 ") 
( 1 - 2 T - ) 



f) Supposons n — 4 rnod S. 

On obtient, : 

= 2— 2 • (1 - 2 ^ ) - c ( n ) - n n ( 1 " P ' " 2 i r 1 

û<2i<n peiF 

lemme 5.5 2n-i-tn-M ( 2 T - 1 ) n i 
= 2 • (n - i ) ; 

= ( 2 3 ^ 1 ) 
')n . ( ) I 1 1 

p2(0(M2)) = (1 - 2 " 2)(1 — 2 ) (1 - 2 )(1 - 2 

On a alors : 

0 < 2 i < n p C : T 

-2i\ 

( f ) ! 
I l-h-lh [}n-.2 ! 

g) Supposons rt = 5 rnod 8. 

On a : 

9--TI + 2 
M(0(M2)) = • (1 - 2 - 2 j ( l - 2 - 4 ) 

(1 -
9 n-r'2 

(1 — 2 ) • (1 - 2 — ) • (1 + 2 

(1 - 2 ' 2)(1 - 2~4) (1 - 2;î""") • (1 - 2 J _ n ) 
( 1 - 2 - , 

Comme pour ?t = 3 rnod 8, le lemme 5.5 nous permet de dire que 

( 2 V 

V 1 ) ! 
\B2 Bn 

h) Supposons n = 6 mod 8. 

On trouve : 

/x , (0(M 2 ) ) 
9 

( 1 - 2 -
• (1 -2 2)(1 - 2 " 4 ) (1 — 24' n ) • (1 - 22-") • (1 + 2 

= 2 n r 2 • (1 — 2 2)(1 - 2 " 1 ) (1 - 2 " ' - " ) - ( l — 2 c\2 • rl \ 

Par le lemme 5.7. on a 

i) Supposons enfin que n = 7 rnod 8. 

On finit par trouver : 

/ i 2 (0 (M, ) ) = 2" n " 2 • (1 - 2 2)(1 - 2"4) (1 - 2 3 ~ n ) • (1 + 2 - r 1 ) 

- 2 (1 -2 2)(1 -2~4) (1 -2:i- ")•(!-21'-71) 
(1 + 2 — 

Le lernrne 5.5 nous donne alors : 

( 2 — + 1) 
2™ • (" 1 ) ! 

I lh Bn l! 

Voilà ! • 



Appl icat ions et conclusion. 

La formule de Minkowski-Siegel est, utile pour calculer le cardinal de et, de autrement dit pour 

trouver le nombre de classes d'équivalences de y n . 

Le cas de c£n 

Si n = 8, on sait que P8 défini au chapitre 1 est un élément, de 11 est possible de voir (Bourbaki, 

groupe et algèbre de Lie, chap. VI, §4, N°10, ou alors [4, ch 2, p. 50] ) que 

jO(r 8 ) | = 214 -35 -52 -7. 

Or, le théorème 5.3 nous donne 

On en déduit, donc que \Wx \ = 1. 

Si n = 16, posons 

21" • 35 • 52 • 7 

16 

2 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 \ 
0 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 () 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 (J 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 t) (J 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 " 1 2 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 / V-

On peut, montrer que 

| 0 ( r s 

Le théorème 5.3 nous permet d'allirmer que 

ffl l"s -A O 72 et | 0 ( r l t ; ) | = 2 i r ' • (16)! 

7 + '•"^Hi 22u • 3 , u • 54 • 72 215 • (16)! 

donc que | ^ i e | = 2. 

Si n = 24, ça ce complique, on a que j ^ l = 24. La détermination de ces classes d'équivalences a été 

faite par IL Nierneier en 1968. La liste de ces réseaux est, donnée dans [4, ch. 16 et 18], Notons que parmi 

ces réseaux, l'un d'eux est particulièrement remarquable. Il s'agit du réseau de Leech. On le note souvent 

A24. Il ne confient, aucun vecteur tel que B(x,x) = 2, en outre, l'ordre du groupe 0{A24) est 

222 • 3y • 5'1 • 72 • 11 • 13 • 23. 

Le quotient 0 (A 2 / | ) / {± I} est, le groupe Cou construit par Cornvay. Il s'agit, d'un "groupe simple spora-

dique". 

Pour plus de détail sur le réseau de Leech, voir [4, ch. 8, 12, 23, 24, 25 et 26], voir aussi [4, ch. 10, 11 et 

12] à propos de COQ. 

Si n = 32, Le théorème 5.3 nous donne que JC^ > 4 • 107. Puisque \0(M)\ > 2 pour tout M, on trouve 

que % 2 a plus de 80 millions d'éléments. Un travail similaire à celui de Nierneier pour ce cas paraît, 

humainement inabordable. 



Si n < 8, le théorème 5.8 nous donne que 

•):n • ni 

Munissons Zn de la forme définie par la rnatrice identité. On a alors 0(27') = 2 n • n! (voir [4, ch. 4, §5]). 

On obtient donc que le cardinal de vaut 1. Posons sn, le nombre de classes d'équivalences de S^n- Ce 

qui précède ainsi que le paragraphe F du premier chapitre nous donne : 

1 si n < 7 (ce résultat était déjà connu par Hermite) 
2 si n = 8 (Mordell) 

Si n = 9, on utilise aussi cette méthode pour trouver que : 

%?n = { r 8 œ < i > , i 9 } . 

donc, = sn = 2. 

Finalement, les connaissances actuelles sur ces cardinaux se résument à ce tableau : 

n 1 < n < 7 8 9 10 11 12 I:Î 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 
K l 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 24 0 0 

m 1 1 2 2 2 3 3 4 5 6 9 13 16 28 40 68 117 273 665 ? 

1 2 2 2 2 :Î 3 4 5 8 9 13 16 28 40 68 117 297 665 ? 

Pour plus de détails, voir dans [4 



A P P E N D I C E 
D e u x nouvelles d é m o n s t r a t i o n s de la p ropos i t ion 4.5. 

Rappelons que le but est de calculer le cardinal des vecteurs de (Z /82 ) n de longueur k fixé. On a appelé 

ce nombre : tk(n). 

Lemme 1. 

Posons ( = c t e t ! l = {Cr ! 0 < r < 7}. Soit s G H. On a : 

7 

I > ' = B c r = { 8 si Çs = 1 
0 sinon. wefi r=0 

Démonstra t ion : 

Une démonstration de ce fait est donnée dans [10, ch. 6, §1, proposition 4]. Mais bon, on peut aussi le 

vérifier directement. • 

Propos i t ion 4.5 

tk(n) = 
_ J 2 3 " - 3 + • cos ( f (2k - n)) s\k=àn (mod 4) 

„ 5n -4 
23n-3 + 2

i V i • c o s ( f ( 2 / c - n ) ) + ( - l ) ( f c - n ^ 4 - 2 2 n ~ 1 si k = n (mod 4) 

Démons ta t ion de E. Pre i s smann 

Posons $ = {(/, m) e E2 | /, m > 0, l + m<n et m + Al = k}. On a : 

| {x e : ; / 8 i | x1 = o}| = 2 

\{x e ::,/8:: | x1 = i}| = 4 

|{x e :../8.:; i x2 = 4}| = 2. 

Un rapide raisonnement, de eombinatoire nous donne : 

i f c ( n ) = E 2» £ ^ ) • 

Rappelons que ^ = - — , , , - . Soient a, fc G II. Calculons : \lm J l\ml (n - I, - m)! 

^ T ( i + 2 w b ) n = y , ' m ( w ° ) i ( 2 w 6 r T M 

E E " 
uen ^eft 

al + bm - k iyi l 

\lm 
L.RRL Y 

n 
l m 

H\<il -r brri — À: 

Posons a = 4 et 6 = 1 . On trouve donc : 

£ ( 1 + ^ + 2 * ) » . * E 8 ' 2 m ( i l ) = 2 _ n r 3 -tfc(n). 
^ii / ... a. ^ / l.rnC ^ 

Donc, 

ifc(») = 2n ^ + 2w) n • u> -k := 2 n ~ 3 • E(n, fc). 
-•esi 



A p p e n d i c e : D e u x nouve l l e s d é m o n s t r a t i o n s de la p ropos i t i on 4 .5 . 

Posons fi] = {C, C !:<ÂC7}- On obtient : 

E(n,fc) = E (2Lj) nu k + {2 + 2i)n i~k + (2 — 2i)n(—i)"k + 0 + 4". 
ccESli 

Or, 
Y^ (2w)nw k = 2n • (Çl~k + C3(n-fc) + çHn-k) + ç7(n-k)^ 

^en i 
.yriçn k ^ 2 _j_ k) " k) _j_ ^"^(n - k) ^ 

0 si 4 ne divise pas n — k 
on-.-2çi--k g j 4 divise n — k. 

La dernière égalité est un corollaire du lernrne 1. 11 suit que : 

a) S (n, k) = 2 2 n + 2 r " 1 • 5Î((1 + i)n i~k) si 4 rte divise pas n - k . 

b) E(n,k) = 22 n + 2n^1 • 3î((l +i)n'Fk) + (-1)C=-")/4 . 2re+2 si 4 divise n - k. 

Sachant que 1 + i = V2 • Ç, et que 3ï(Cn~2fc) = cos ( f (2k - n)) , on conclut. • 

D é m o n s t a t i o r x do H . J o r i s 
2?riz 

Posons e 8(z) = e x p ( — N o u s avons i = e s(2) et 1 + i = \ /2e 8 ( l ) , et 

V e 8 ( . s ( y > 2 - r ) ) = ( 8 (mod 8) ; 

s-o k--1 s1non-
Nous en déduisons 

7 7 7 7 « 

s t r ( n ) = E E ••• E 
rri\ ---0 rn^- O ran --0 s — 0 k- =1 

= X>(~™) E E E o8(A'm2)e8(,m2)...e8(,m2) = ^e8(-rS) (fi(S))n , 
s = 0 rn | ( ) i » 2 = 0 m r , : A' = 0 

OU 
7
 o f 4e8(s) si .s = 2i + 1 est impair; 

= E e 8 ( ^ 2 ) = 2 + 2 ( - i r + 4 e 8 ( . ) = \ . . . 
^ L 4(1 + i ) si s — 2t est pair. 

suit 

8 t r ( n ) = ^ e 8 ( - r ( 2 i + l ) ) O ( 2 i + l ) n + E e 8 ( - r ( 2 / ' ) ) f i ( 2 0 " 
(=0 t=0 

3 3 

= E ( ' 8 ( - r ( 2 / , + l))4"e8((2£ + l ) u ) + ^ i ' r t f ( l + i J ) n 

/. 0 (-0 
3 3 

= 4" (e 8 (n - r) E 0 + E 1 + 
i. o 1=0 

= 4" (c 8 (« - r) E r ) + 2" + (1 + i)"i" r + (1 -
t=o 

3 

- 4" (e 8 (n - r) E i ' ( n " r ) + 2" + 23î(V /Te8(n - 2r) ) ) ) 
t=--o 

= 4" (es(n - r) E i'(n"r) + 2" + 2v/f œS(^7r)) 
t-o 

4" ^ l ( - l ) ( n " r ) / '1 + 2" + 21 ' n / 2 c o s ( ^ ~ y ) ) s i n = r m o d 4 ! 

4" ^2"' + 21 ™/2 c o s ( y ~ y )) s i n o n ' 



Finalement nous obtenons 

2tn"3 + 22n c o s ( ^ - y ) + 2 2 n " " , ( — s i n = r mod 4 ; 

if(rt) = 
' 23»-3 + 2 2 n - 2 + n/2 _ sinon . 
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