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Abstract

Let F = @71 --- ®7¢ be a product of cyclotomic polynomials. A unimodular Z-lattices is said to be
an F-lattice if it has an isometry with characteristic polynomial F. We denote then by g(F) the set of
F-lattice up to Z—isometry.

The first chapter gives a formula that allows to make an estimate of the mass of é_p(F), which is by

definition the sum
1

QF) = H@;(F) ik
where O(M) is the orthogonal group of the Z-lattice M. To each F-lattice, we associate hermitians
forms, and we prove that the mass of g(F) is smaller than a sum including the mass of genus of these
hermitian forms (cf. theorems 1.6.6, 1.6.8 and 1.6.9). In addition, the first chapter contains a deep study
of hermitian genus (cf. §5).

The second chapter provides the mass formula for hermitian genus of forms over Z[{ | (¢, is a nth
primitive root of unity). This chapter also contains theorems allowing to compute easily local densities,
and hence the mass formula.

In the third chapter we are interested in Z-lattices having a so called perfect isometry. An isometry
t of a Z-lattice (M, B) is perfect if 1 — ¢ is invertible. In this case, (M, 8) is of type II, ie., B(z,z) is
even for all z € M. We show the following result : (M, B) is a unimodular Z-lattice of rank 32 having a
perfect isometry if and only if (M, 8) is an F-lattice, where F belongs to the following list :

o° oy @i
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BeB2, D5y PEBLBes DERIDPL, P5PIoPs0 iR Bar DEP1sPss DERTPs0
62,1803 DeDiD18B30 6D, D15Ps2 PTPIB% D30 DD, P13P30  (cf. theorem 3.2.3).

The fourth chapter yields estimates of the mass of & (F), for F in the previous list using the
techniques given in chapter 1 and 2. However, for the sake of calculation, we have to restrict ourselves

to polynomials with one or two irreducible factors. We obtain the following upperbounds :
Q(®L°) < 0,0029 Q(@%,) < 0,006 Q(®3,) < 4,3355
Q(®69%s) < 0,1717 Q(®§01s) < 0,4238 Q(PF23;) < 0,151 Q(®4°%3s) < 5,39-107°

To make a comparison, the mass of unimodular Z-lattices of type II is approximately 4,031 - 107.



Résumé

Soit F' = &7 --- &7 un produit de polyndmes cyclotomiques. Notons & {F) Pensemble, & Z—isométries
prés, des Z-réseaux unimodulaires possédant une isométrie de polynéme caractéristique F. Ces réseaux

sont appelés F-résequz.
Le premier chapitre donne une formule permettant d’estimer la masse de &(F), c’est-a-dire la somme

1
U= 3 Banp
Me& (F)

ol O(M) est le groupe orthogonal du Z-réseau M. A tout F-réseau, nous associons des formes hermitiennes,
et nous montrons que la masse de g(F) est inférieure & une somme faisant intervenir la masse des genres
des formes hermitiennes associées. Il s’agit des théorémes 1.6.6, 1.6.8 et 1.6.9. Le premier chapitre
contient aussi une étude approfondie des genres hermitiens (le §5).

Le deuxiéme chapitre donne la formule de masse pour les genres de formes hermitiennes & valeur
dans Z[( ] (¢ étant une racine primitive n-i¢éme de 'unité). Ce chapitre comprend aussi des théorémes
permettant de calculer aisément diverses densités locales, et ainsi, la formule de masse elle-méme.

Au troisieme chapitre, nous nous intéressons aux Z-réseaux possédant des isométries dites parfaites.
Une isométries t d’un Z-réseau (M, ) est parfaitesi 1t est inversible. Dans ce cas, (M, 3) est de type II,
c'est-a-dire B(z, z) est pair pour tout z € M. Nous montrons que (M, 3) est un Z-réseaux unimodulaire
de rang 32 possédant une isométrie parfaite si et seulement si (M, 8) est un F-réseau, ou F est un des

polyndmes suivant :

o° 9% %
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DD Dss DD Bgs BEDL,B3, DEDIPa0 PEDI Dz BiD1sDss DEDTDa0

B3, B1302, DeDiP1sPa0 PP, D15Psr B2, 02Dy BEDPIB1sP30  (cf. théoreme 3.2.3).

Au quatriéme chapitre, nous donnons des estimations de la masse de & (F), ol F fait partie de
la liste ci-dessus, utilisant les techniques données aux chapitres 1 et 2. Nous devons néanmoins, pour
des raisons calculatoires, nous restreindre aux polynémes possédant un ou deux facteurs irréductibles

distincts. Nous obtenons les résultats suivants :

Q(®L8) < 0,0029 Q(2%,) < 0,006 Q(®34) < 4,3355

Q($sd35) < 0,1717 Q(20%) < 0,4238 Qi) < 0,151 Q(2§°0%;) < 5,39-107°
QBLP) <2,24-1078 QBID5,) < 2,61-10710 Q(BEDge) < 2,23-107% Q(B3,®5,) < 2,73-1073.

Pour avoir un ordre de grandeur, il faut savoir que la masse des réseaux unimodulaires de type II

vaut environ 4,031 - 107.
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Introduction

Les formes bilinéaires entieres ont une longue histoire. Cette histoire est intimement liée 3 celle de
la théorie des nombres elle-méme. Les travaux de Legendre, Hermite, Gauss, Minkowski, Hasse et Siegel,
pour ne citer que les plus illustres, ont grandement contribué & notre connaissance dans ce domaine.
11 existe une classification des formes bilinéaires entitres, unimodulaires et indéfinies. En revanche, il
n’existe rien de tel pour les formes définies. Ces formes sont néanmoins trés étudiées et, par petites
touches, notre savoir augmente régulierement sur le sujet.

Dans la théorie de nombres, les énoncés des problemes sont souvent tres simples, et paraissent
“naturels”, mais il est étonnant de constater que la résolution de ces problémes est en revanche trés
ardue, et demande la maitrise d’objets trés “exotiques” et abstraits, qui semblent se situer & des années
lumiéres du probleme initial. La question qui nous intéresse n’échappe pas a cette régle :

Soit F € Z|X] un polynéme entier de degré n. Combien existe-t-il, a Z-isométries pres, de Z-modules
libres de rang n munis d’une forme bilinéaire entiére, unimodulaire et définie positive (M, 3) possédant
une isométrie de polyndome caractéristique F ?

Un Z-module libre de rang n muni d’une forme bilinéaire entiére, définie positive se nomme Z-réseau
de rang n. S’il posséde une isométrie de polynéme caractéristique F, on I’appelle F-réseau. L’ensemble,
4 Z-isométries prés, des F-réseaux unimodulaires se note g(F). Il est & peu prés évident de montrer
que si g(F) # 0, alors F est un produit de polyndémes cyclotomiques @7 --- ®7¢. Eva Bayer-Fluckiger,
dans [Bay], donne une condition nécessaire et suffisante pour que g(F) # (. Connaitre le nombre de
F-réseaux n’est pour l'instant pas envisageable & court terme au vu des connaissances mathématiques
actuelles. Ce probléme est aussi difficile que de calculer le cardinal des classes d’isométries de Z-réseaux
unimodulaires de dimension donnée.

Considérons la somme suivante :

1
U= 2 G

Me&(F)

out O(M) est le groupe orthogonal du Z-réseau M. On l'appelle la masse de —g(F). Nous allons poser
une nouvelle question :

Soit F € Z[X] un polynéme entier. Est-il possible de calculer, ou au moins d’estimer la masse de
&) ?

Ce probléme peut paraitre encore plus difficile a résoudre que le premier. Or, il n’en est rien, et nous
allons dans ce travail donner une borne supérieure a la masse de gp-(F). Une borne évidente est fournie
par le raisonnement suivant : é_p(F) est inclus dans %, Pensemble & Z-isométrie prés des Z-réseaux
unimodulaires de rang n, ot 7 est le degré de F. Or la masse de ¥, est connue (cf. [Mis]), et ainsi, la
masse de ?(F) est inférieure ou égale a celle de .. Dans les “petites” dimensions, c’est-a-dire jusqu’a
environ n = 30, cette borne est concurrentielle avec celle que nous présentons ici. En revanche, nous
verrons qu’elle donne des résultats intéressants en dimension 32.

Les méthodes que nous utilisons sont largement inspirées par celle de la thése de E. Bannai [Ban],
pour Pétablissement de la formule. Nous obtenons toutefois des résultats plus généraux.

Nous mentionnons dans le titre de ce travail la notion de forme hermitienne. Voici comment nous
construisons, & partir d’'un F-réseau, des formes hermitiennes : soient F = @7} ---®7:, (M, ) un F-
réseau et t une isométrie de (M, B) de polyndme caractéristique F'. Un raisonnement simple nous montrera
que le polynéme minimal de t est f = ®,, --- ®,,. Posons W = M ® Q sur lequel 3 et t se prolongent
naturellement. Posons encore, pouri=1,...,s, W; = Z}{:(t)(W)’ ti = tw,, B = Blw,, et M; = MNW,.
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11 est clair que ¢;(M;) = M;, et que le polynéme minimal de ¢; est ®,,,. Ainsi, M; peut étre muni d’une
structure de Z[(, J-module (¢ = étant une racine primitive n;-iéme de I'unité) sur lequel nous définissons

la forme hermitienne
hi : My x M; — Z[(_ |

'n.-—l

(@, y) — Y Bt (2),0)¢
i=0

i

Nous montrons, 4 la fin du premier chapitre, que la masse de & (F) est inférieure & une somme faisant
intervenir la masse des genres des formes (M;, h;) (cf. théorémes 1.6.6, 1.6.8 et 1.6.9). Une fois que cette
borne est théoriquement établie, nous allons donner des exemples “concrets”. Pour pouvoir calculer ces
exemples, nous serons obligés de faire une étude approfondie des genres de formes hermitiennes. Nous
donnons ainsi un théoréme qui fournit un systéme d’invariants presque complet pour les genres de formes
hermitiennes (cf. théoréme 1.5.5). En plus de cela, nous avons besoin de calculer la masse de divers
genres de formes hermitiennes connaissant le systéme d’invariants du théoréme 1.5.5. Le chapitre 2, et
plus particuliérement les théorémes 2.2.5, 2.2.6 et 2.3.1 nous permettent d’atteindre cet objectif.

Le troisitme chapitre est un peu & part : nous nous intéressons a des Z-réseaux possédant des
isométries particulieres dites parfaites. Une isométrie ¢ est dite parfaite si 1 — ¢ est inversible. Si (M, §)
posséde une telle isométrie, alors il est de type II, c’est-a-dire que B(z, z) est pair pour tout £ € M. Le
résultat principal de ce chapitre est le suivant : (M, 3) est un Z-réseau unimodulaire de dimension 32
possédant une isométrie parfaite si et seulement si (M, ) est un F-réseau, ou F est un des polynémes

suivants :

o o}, @3, ,

Bed3; DiD] BCBes BID3, BLBsy D00, B30 B3Pk

BeD2Bsy DID%Bes DD B2, BIBI P30 PEDZ,By2 BEP1zPss DEDZ Dy

BeD2 B 152, DeDiP18Pr0 PP B1sBar D2D2,8%,P3p DoB%, 01339 (cf théoreéme 3.2.3).

Cela nous offre la possibilité d’essayer notre théorie sur des polynémes intéressants. Ainsi, au qua-
triéme chapitre, nous donnons des estimations de la masse de —g(F), ou F fait partie de la liste ci-dessus,
utilisant les techniques données aux chapitres 1 et 2. Nous devons néanmoins, pour des raisons calcula-
toires, nous restreindre aux polynémes possédant un ou deux facteurs irréductibles. Nous obtenons les
résultats suivants :

Q(®16) < 0,0029 Q(2%,) < 0,006 ($%,) < 4,3355

Q(Dgd3s) < 0,1717 Q(P404s) <0,4238 Q(®d35) < 0,151 Q(®3°%3%;) <5,39-107°

QBPD) <2,24-1078 Q(BLD5,) < 2,61-10710 Q(BEDg) <2,23-107° Q(P3,®5,) < 2,73- 1073,
Ces estimations sont meilleures que la borne évidente qui est la masse des Z-réseaux de type II. Cette

masse vaut environ 4,031 - 107,
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CHAPITRE 1
Estimation de la masse des F-réseaux

§ 1. Quelques rappels et énoncé du probleme

Soit (M, ) un Z-module libre de rang fini, muni d’une forme bilinéaire entiére et définie positive
(c’est-a-dire B(z,x) est strictement positif pour tout z non nul dans M). Nous noterons det(M, 8) ou
det(M) le déterminant de la matrice de 3 relativement & une base de M. Dans notre cas, det(M) est
strictement positif. Nous dirons que M est unimodulaire si det(M) = 1.

L’ensemble des isomorphismes u : M — M tels que B(u(z), u(y)) = B(z,y) pour tout z,y dans M,
muni de la composition des applications, est appelé groupe orthogonal de (M, §). Nous noterons O(M, 3)
ou O(M) ce groupe. Chaque élément de O(M) est appelé isométrie de (M, 3). Puisque (M, 5) est défini
positif, O(M) est fini. Une démonstration de ce résultat est donnée par exemple dans ([Mis], Lemme
2.33). 1l existe donc, pour toute isométrie ¢, un entier m positif, tel que t™ = Idy,. Le polynéme minimal
de t est donc un diviseur de X™ — 1. Nous avons la formule suivante :

xm-1=]] 2.
dim
ol &, est le d-itme polynéme cyclotomique. Ce résultat est démontré dans ([Lang],VIIL,§3). Ainsi, le
polyndéme minimal de ¢ est un produit de polynémes cyclotomiques sans facteurs carrés, et son polynéme
caractéristique est un produit de puissances de polyndmes cyclotomiques.

Soit A un anneau commutatif. Les A-modules munis de formes bilinéaires (M’,3') et (M”,3")
sont dits A-équivalents, et nous écrirons (M’, ') £ (M",3"), s'il existe u : M’ — M" telle que
B"(u(x), u(y)) = B'(z,y), pour tout z,y dans M’.

Soient P = (P(Z)) I'ensemble de tous les nombres premiers positifs, et P’ =P U {cc}. Sip € P, on
note Z, 'anneau des entiers p-adiques usuels, avec la convention que Z, = R, et on note Q, le corps des
nombres p-adiques, aussi avec la convention que Qu, = R. Les Z-modules bilinéaires (M’, 8') et (M", 8")
sont dits dans le méme genre, si pour tout p € P, on a (M’ ® Z,,’' ® Zy) %{5 (M" ® Zy, 8" ® Zp).
Si deux modules sont Z-équivalents, ils sont dans le méme genre. Il est bien connu que les Z-modules
unimodulaires et définis positifs forment exactement deux genres. Le premier genre est composé des
formes paires ou de type II, c’est-a-dire possédant la propriété que G(z, =) est pair pour tout z. Le second
est formé de toutes les autres formes qu’on appelle impaires ou de type I. La dimension d’un Z-module

pair, unimodulaire et défini positif est forcément un multiple de 8 (cf. [Se], p. 92).

Définitions 1.1.1

Fixons p € P'.
a) Pour tout a et b € Q; := Qp — {0}, on pose :
(a,b), = 1  siaz? + by? = 22 posséde une solution non triviale dans Q,
P —1 sinon.

Ce nombre s’appelle le symbole de Hilbert de a et b.
b) Soit (M, 8) un Z,-module de rang fini muni d’une forme bilinéaire. Supposons que relativement a

une base, la matrice de 8 soit (by) & - - - @ (b,). Le produit
cp(B) = [ [ (bisbs)p

i<j
est indépendant de la base choisie et on I'appelle l’invariant de Hasse de 8.
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Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Voici deux théorémes classiques :
Théoréme 1.1.2

Soient a,b € Q*. Alors (a,b), = 1 sauf pour un sous-ensemble fini de P’ et

I] (ab)p=1
pelP’

Ce théoréme est connu sous le nom de “formule du produit de Hilbert”

Démonstration :

Voir ([Se], Théoréme 3, p. 44). *®

Théoréme 1.1.3
Soient (V, B) et (V’, 3") deux Q-espaces bilinéaires de dimension finie. Alors :

v, 8) 2 (V',B') sietseulementsi (V®QpA31Q,) ?Nf V'e®Q,f e©Q,) VpeP.

On appelle ce résultat “théoréme de Hasse-Minkowski”

Démonstration :

Voir ([Se], Théoréme 9, p. 77). %

Définition 1.1.4

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, et V un K-espace vectoriel de dimension
n. Tout sous-A-module de V' contenant une K-base de V, et contenu dans un A-module libre de rang n

est appelé A-réseau de V.

Le résultat suivant montre que tout Z-module libre de rang n muni d’une forme bilinéaire unimodulaire
peut étre vu comme un Z-réseau de Q™ muni du produit scalaire usuel. De tels réseaux seront appelés
Z-réseauz unimodulaires. En outre, nous écrirons “Z-réseay”, pour “Z-réseau de Q™ muni du produit

scalaire usuel”.

Théoréme 1.1.5

Soit B une matrice symétrique définie positive de Gl,(Z). Alors il existe une matrice N € Gl,(Q)

telle que
NNt =B

Démonstration :

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmitt montre qu’on peut supposer B diagonale. Soient
bi,...,bn les coefficients de cette diagonale. On montre facilement que B?;In pour p # 2, ol I,, est la
matrice unité. Une démonstration se trouve dans ([Mis], Corollaire 1.42).

Soit 3 la forme définie par B. L’invariant de Hasse ¢,(3 ® Z,) posséde la propriété suivante en vertu
de la formule du produit de Hilbert :

[[ »6®2,) =1.
pGP’

Puisque ¢,(8®Z,) = 1 pour tout p # 2, on en déduit que c2(8®Z2) = 1, donc B?zzIn. Le théoréme

de Hasse-Minkowski nous permet de conclure. %



Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Soit F un produit de puissances de polynémes cyclotomiques de degré n. Notons & (F), 'ensemble
des Z-réseaux unimodulaires indécomposables de Q™ possédant au moins une isométrie (que nous noterons
toujours t) de polyndme caractéristique F'. Ces réseaux sont appelés F-réseauz. L’ensemble des classes
d’isométries de F-réseaux se note gp(F). Son cardinal est fini, car I'ensemble des classes d’isométries de

Z-réseaux unimodulaires de dimension donnée est fini.
Définition 1.1.6

Fixons f, un genre de réseaux unimodulaires de Q", & Z-isométrie prés. La somme suivante :
P
2=, 1001
ou M est n’importe quel représentant de la classe M est appelée masse de f

Remarque :
11 est possible de calculer explicitement cette somme grace & la formule de Siegel (cf. [Mis]).

Le but de ce premier chapitre est d’estimer la somme suivante :

1
2 lo(M)|"

McE(F)

Nous appellerons cette somme masse de & (F).

Nous allons procéder de la maniére suivante :

supposons que F' = &71 -..®7s. A tout F-réseau, il sera possible de trouver un sous-réseau qui
pourra s’écrire comme somme orthogonale de ®7:-réseaux M;. Nous verrons que chaque M; peut étre
muni d’une structure de Z[Cm]—module (¢,, étant une racine n;-iéme de 'unité). Nous munirons M; d’une
forme hermitienne h;, puis nous comparerons la masse de & (F) avec les différentes masses des genres
hermitiens des (M;, h;).

§ 2. [Espaces vectoriels hermitiens associés a un espace
vectoriel bilinéaire muni d’une isométrie

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous avons besoin de quelques résultats sur les racines de I'unité.

Définitions 1.2.1
a) L’application
g N— {—1,0,1}

0 si n posseéde au moins un facteur carré
n— {1 sin=1
(-1)* sin=p;---ps avec p; € P pour tout i, et p; # p; si i # j.
est appelée fonction de Mébius. C’est une fonction arithmétiqgue multiplicative, ¢’est-a~dire u(mn) =

p(m)u(n) si m et n sont premiers entre eux. Donc, u est la seule fonction arithmétique multiplicative

—~1 sik=1
el que i) = {51 917,

b) La fonction ¢ d’Euler est aussi une fonction arithmétique multiplicative, avec p(p*) = p*~1(p — 1),

pour tout p € P.

si k est un entier positif quelconque, et p € P. 1l est bien connu que ¢(d) est le degré du polynéme
By.



Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Lemme 1.2.2

a) Soient m et n des entiers positifs premiers entre eux. Le polynéme ®,, divise ®,,(X™).
b) Pour tout entier m, notons Try, la trace de I'extension Q(( ) sur Q, ot est une racine primitive
m-iéme de I'unité. On a :

S Trn(é)E =m

=0

Démonstration :

a) Puisque m et n sont premiers entre eux, (:n est aussi une racine primitive m-ieme de ’unité. Donc
®(¢) =0, d’olt By, divise P (X™).
b) Montrons tout d’abord le résultat suivant : soit d un entier. Alors Trq((,) = p(d).

SipeP,ona:
O = XPPTNeD 4 x4 x4 pour tout entier positif k.

Ce résultat est montré dans ([Lang],VIIL,§3). D’autre part, il est facile de voir que Try((,) est
le coefficient de X¢(¥~! dans —®;. On a donc Trpy (Ce) = w(p*) pour tout p et k. De plus,
I'application d — Tra(,) est multiplicative. En effet, si d et d' sont premiers entre eux, on a
Q(¢,,) = Q) ® Q(¢,)- Ce résultat est montré dans ([Fr-Ta],Chap VI, Result 1.14). Donc
Traa (€;¢,) = Tra((,) Tra(¢,)-

Calculons :
m-1

SRl =Y Y T

=0 dlm ( 4 racine primitive

d-iéme de l'unité

= Z Tfm(Cd) Z Cd

dim C d racine primitive

d—iéme de 'unité
= Z Tl'm(cd) Tl‘d((d)

dim

Z (P(m) d(cd) .

d[m

Or, nous savons que Trqg((;) = p(d). Donc pPire ’I‘rm(sz)(lm (M) X gim “—(F?. Posons N, =
{1,...,7} et supposons que m = p'f‘ .- p’,f . Poursuivons nos calculs :

o(m )2“ " (m) 3 o] )

dlm ACN, €A

T D Ol | ()

ACN,i€A

Finalement, la formule [T;_,(a; +1) = 3_ 4, [1;c4 @i nous donne 3=,y [lica(pi —1) = p1---pr et
donc E,_o ’I‘rm((z )(z =M. #®

Supposons que (W, §) est un Q-espace vectoriel muni d*une forme bilinéaire définie positive, possédant
une isométrie ¢ de polynéme caractéristique F' = &7 --- @7+ et de polynéme minimal f = &, --- ®y,.
Posons pour i = 1,...,s, W; = &%(t)(W). Le théoréme bien connu d’algébre linéaire dit de la
“décomposition primaire” affirme que W = W, & --- @ W,. Nous allons montrer qu’il s’agit d'une

somme orthogonale.
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Proposition 1.2.3

Soit W =W1 & --- & W,, comme précédemment. Posons 3; = B|w, pour touti=1,...,s. On a

(W, 8) = (W1, 5) B --- B (W, 5s).

Démonstration : AN

Posons t; = t|w,. Il est clair que ¢; est de polynéme minimal ®,,,, donc t7* = Idw,. Soient w; € W;

et w; € W; avec i # j. Il existe w € W tel que w; =
BE™ Y (wy), w) = B(w;, t(w)). Calculons :

1

3 (t)(w). Puisque t est une isométrie, on a
n

3

f

f -
Blwi, wj) = Blwi, z—()(w)) = BIZ— ™) (wi), w).
3, %,
Nous avons vu au lemme précédent que ®,, divise ®,,,(X™ 1), donc &, divise f (X™~1Y), clest & dire
que () (w) = 0. %

Chaque W; est un Q(( )-espace vectoriel : 'action est définie par ¢, -z = t;(z). Sur chacun de ces

W;, on définit la forme suivante :

n,;—l

(x,9) — > Gt @), .

=0

On montre facilement que c’est une forme hermitienne relativement 3 la conjugaison complexe. Nous

allons voir qu’il est possible de retrouver §;, connaissant h; :

Proposition 1.2.4

Soit W =W, B8 ---BW,, comme précédemment. Pour touti=1,...,s,0ona:

Bi(z,y) = nl.ﬁ (halz,v))

oit Trp, est la trace de I'extension Q({_ ) sur Q.

Démonstration :
Calculons la trace de h;(z,y) :

ni—1

T, (hi(2,9)) = Tra, (Y Bt (), 0)C)
J=0
n;—l .
= T, (Bt (2),9)¢)
3=0

i

n;—1

= Z Try, (C; )B:(t™I(z), )
3=0

=3 Tra (& )Bilz. (1))
=0

ni—l

= filz, Y Tra, ()P (W)

=0

= ,31; (l‘, G(t)(y)) .
5
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ni—l . .
Le lemme 1.2.2 nous apprend que Z Trm((‘; ‘)C; _ = n,;. Cest-a-dire que ®,, divise le polynéme
=0
G — n;. D’ou, puisque y € W;, on trouve :

rI‘rn; (hi(l‘, y)) = ﬁi(xa (G - nz)(t)(y)) =+ niﬂi(xi y) = niﬁi(ma y)

Grace A cette formule et & ce qui va suivre, nous allons montrer que les formes h; sont totalement

définies positives.

Définition 1.2.5

Soient E = Q(¢) un corps cyclotomique, K = Q(¢ +Z) le corps fixe pour la conjugaison complexe, V'
un E-espace vectoriel de dimension n, et b : V x V — E, une forme hermitienne pour la conjugaison
complexe.

a) Cette forme est dite totalement définie positive si o(h(z,z)) > 0, pour tout plongement o du groupe
de Galois Gal(K/Q).
b) Cette forme est dite non dégénérée si h(z,y) = 0 pour tout y implique z = 0.

Lemme 1.2.6

Soient E = Q(¢) et K = Q(( + Z), comme dans la définition précédente. Soient V, un E-espace
vectoriel de dimension n, et h : V x V — E, une forme hermitienne non dégénérée. Supposons que
Trg/q(h(x,x)) > 0 pour tout x. Alors h est totalement définie positive.

Démonstration :

Un théoréme classique d’algébre linéaire nous dit que h est diagonalisable. Supposons donc que
relativement 2 la base e;,..., ey, la matrice de h soit (@) & --- & (a,). Il est clair que a; € K pour
tout 7. Supposons que h ne soit pas totalement définie positive. Alors les a; ne sont pas tous totalement
positifs. Supposons que a; ne le soit pas. Soient o4,...,0mn, les plongements de K. On peut supposer que
o1(eq) < 0. Par le théoréme d’approximation faible (voir par exemple ([O’M], Theorem 11:8)), on peut
trouver un élément A € K, tel que |o1()\)|? > |o1(A)] > max(l, W:;_JT)’ et tel que |o; (V)% < |os(N)] <

mm(l,m) pour i =2,...,m.
Posons y = Ae;. On a h(y,y) = a;AX. Calculons

Trg/q(h(y,y)) = [E : K] Trgq(h(y,9)) =2+ Y 0i(h(y,9))

i=1

=2 [o1(an)lor V) + 3 ai(ea) lo: (W] <.

=2
On trouve une contradiction. Donc h est totalement définie positive. ®
Corollaire 1.2.7
Soient i = 1,...,s, et (W;,h;) le Q(Cm)-espace vectoriel hermitien défini précédemment. La forme

h; est totalement définie positive.

Démonstration :
Soit € W;. On a vu & la proposition 1.2.4 que Try,, (hi(z, z)) = n:Bi(z,z) > 0, car 3 est supposée

définie positive. On conclut en vertu du lemme précédent. ®

6
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§ 3. Résultats sur le dual bilinéaire et le dual hermitien

Définition 1.3.1

Soient A un anneau commutatif intégre, K son corps des fractions, et V un K-espace vectoriel muni

d’une forme bilinéaire ou hermitienne k. Soit N C V et N I’espace vectoriel engendré par N. On définit

N :={z e N|k(z,y)c AVye N}.

Cet ensemble est appelé le dual de N relativement ¢ k. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, on écrira
N#. 1 est bien connu (cf. {Co-Slo], p. 48) que si (M, 3) est un Z-réseau, alors [Mﬁ# : M| = det(M, 3).

Soit (M, 8) un Z-réseau unimodulaire. Soit t € O(M) de polyndme caractéristique F' = @71 --- &7:

et donc de polynéme minimal f = ®,,---®,,. Soit i = 1,...,s. Posons W; = ;;—(t)(W), avec
n:

W =M ®Q (= Q*), sur lequel 3 et t se prolongent naturellement. Posons encore M; = M N'W; et

notons p; : W — W, la projection orthogonale de W sur W;. On a vu au paragraphe précédent que
W=W,B. - -BW,. Ainsi M; B - B M, est un sous-réseau de M.

Proposition 1.3.2
Pour touti=1,...s,ona
(M), = (M),
ou f3; est la restriction de § & W;.
Démonstration :

Notons Mi# pour (Mi)ﬁ,. Soient z et y € W. On a clairement que 8(p:i(z),y) = B{(z,p:(y)) pour
tout i. Soient T € M; et y € M. Alors, on a 8(z,p:(v)) = B(®i(z),y) = B(z,y) € Z. Donc pi(M) C M}
pour tout %, ou, ce qui est équivalent, M; C p;(M)¥. Or, puisque M = M#, M;B..-B M, est le plus
grand sous-réseau de M se scindant en s parties orthogonales, chacune contenue dans un W;. On trouve

donc M; = p;(M)#, ou encore, p;(M) = Mz# ®

Corollaire 1.3.3

Soit 1 =1,...,s. Posons

a(F,i) = min{a € N — {0} | 3g,h € Z[X] avec g&,, + hq;f

i

=a}.

Alors on a : a(F, z)(Mz)E£ Cc M.

Démonstration :

1 &hf o
mé—m(t) AIIISI,

a(F,i)(M;)§, = o(F,i)p«(M) = %(t)(M) C M car t(M) = M. %

Soient g et h € Z[X] réalisant a(F,7). On voit facilement que p; est égale &
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Définition 1.3.4
Si (N,«) est un Z-réseau, la forme
7 : N*/Nx N*¥/N — Q/Z
(z,y)  +—7(z,y) (mod Z)
est appelée forme déterminant de (N,v). Les formes déterminant (N#/N,7) et (N'#/N’,5') sont dites
anti-isométriques, 'il existe v : N# /N — N'# /N’ telle que 7/(v(z),v(y)) = —7(z,y), pour tout z,y

dans N#/N. L’application v est bien siir appelée anti-isométrie.

Voici un résultat qui jouera un role important dans la suite.

Proposition 1.3.5
Supposons que F = @]} - @7, f =@y, - ®,,, (M,B) € g(F), et M; = M NW; avec
W; = (I)—{:(t)(W), pourtouti=1,...,s,et W=M®Q.
Soiti=1,...,s. Posons W; ;=W B-.-BW,_ BW,8B-.-BW, etp; : W — W, la projection
orthogonale de W sur W;, ainsi que M;:=MnW,. Alors, il existe un isomorphisme

Q; o Mz#/M, iMz#/Mt

ol Mz# = (M,')gi, Mf = (Mi)#.-’ et oi §; est la restriction de 3 & M;. Cet isomorphisme posséde les
propriétés suivantes :
a) c’est une anti-isométrie de (M,#/M,-,E) sur (Mf/Mi,_B—i),
b) le diagramme suivant est commutatif :
ME/M; s BrE

MF/IM; = MF/M,.
ot t; = tlw,, & = tly,, & : &+ M; — t:(z) + M; est lisométrie de (M} /M, B;) définie par t;, et
tvi x + M; — §i(z) + M; est lisométrie de (Mi# / M,-,E) définie par t;.
Démonstration :

Les applications #; et Z sont bien définies, car on vérifie facilement que ti(Mz.# ) = Mi#, et que
L(MF) = MF.

On ap;(M) = M,# (cf. proposition 1.3.2 ). Ainsi, ’application z — p;(z) + M; est un homomor-
phisme surjectif de M sur M,# /M;, et son noyau est M; B M;. 1l induit un isomorphisme de M/(M; B M;)
sur Mf /M; noté p;. De maniére analogue, p; induit un isomorphisme de M/{M; B M;) sur M,# / M; noté

! est I’isomorphisme cherché. En effet :

Pi. Ainsi, a; :=B; opi~

a) De la définition de a;, il suit que M = {z+y € M,# H Ml# |ai(z+ M;) =y+M}. Soit t+y e M
avec ai(z + M;) =y+ M;. OnaZ> B(z +y,z +y) = Bi(z,z) + B,-(y, y). Donc

Biz + My, z + M) + Bi(y + My, y + M) = Bi(z + M,z + My) + Bi(ou(z + My), cu(a + M)
=0 (mod Z).

b) Soit £ + M; € Mf/M, On veut montrer que tv—i(ai(:z: + M;)) = o;{t;(z) + M;). Supposons que
ai(z+M;)=y+M,;. Ona Z(y + M;) = {fi(y) + M;. On a aussi par définition de y que z+y € M,
donc t(z + y) = ti(zx) + ti(y) € M.

D’autre part, supposons que a;(t;(z) + M;) =y’ + M;. On a donc t;(z) + ¥ € M. D’olt
M > ti(z) + &(y) - (ti(z) + ) = ti(y) — ¢ € Wi. Ainsi, fi(y) — v € W; " M = M;, donc
Ly) + M; =y + M. ®
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Le résultat précédent va nous permettre d’estimer le déterminant des (M, [3;), en fonction du
polynéme F = @71 ...®7=. Avant cela, introduisons la notion de résultant et de facteur invariant.

Ces deux notions seront souvent utilisés dans ce travail.

Définition 1.3.6

Soit A un anneau factoriel. On considére les deux polyndémes f = @, X™ + -+ + a1 X + ag et
g=b, X" +---+ b X + by de A[X]. On définit le résultant de f et g comme étant le déterminant de la

matrice
Qm  Am-—-1 . Qg 0 0
n lignes Gm  Gm-1 a 0 0
00 ..... amam_l ................. (.l(.)
b, bp_1 .- - by 0 0
m lignes 0 bn  bp—1 v« by O 0
.0. ........... Obnbn_l ................. bo

On note ce déterminant Res(f, g).

Lemme 1.3.7

Soient A un anneau factoriel, et f =@ X™ + -+ a1 X +ag et g=b, X"+ - + b X + by € A[X].
On a les résultats suivants :

a) Res(f,g) = (—1)™" Res(g, f).

b) Res(f,g) = O si et seulement si am = by, = 0, ou alors, f et g ont un diviseur commun de degré
Dpositif.

c) Il existe f et § dans A[X] tels que ff+ g7 = Res(f, 9).

d) On a Res(f1f2,9) = Res(f1,9) Res(f2,9) pour tout f1, f> € A[X].

e) Supposons que f = am [[1=,(X — ) et g = ba [1} (X — B;) avec ai, B; dans une cléture algébrique
du corps des fractions de A. Alors on a

Res(f,9) = amb7 [[ [ ] (s - 85)

i=1j=1

m
=an, Hg(ai)
i=1

= (=)™ [T £(8y)-
j=1
f) Si f et g sont irréductibles dans Z[X], posons E = Q[X]/(f) = Q(a) et K = Q[X]/(9) = Q().
Alorson a:
| Res(f, 9)| = |Ng/q(g(a))l = [Nk /q(f(a)i-

g) Supposons que f = @4 et que g = P4 avecd’ > d. On a

U  sid=d

p@)/ ‘P_(”‘) si d’ = p'd avec p € P et pged(p,d) = 1
p?@)P sid = pid avec p € P et pged(p,d) # 1
+1 sinon.

R'es(@da Qd') =

Démonstration :

Les points a) a f) sont montrés dans ([Mar], §3.5). Le point g) est montré dans ([Sto], Proposition

3.4) (avec une petite erreur dans ’énoncé du résultat). &



Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Théoréme 1.3.8
Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fraction, et V un K-espace vectoriel de dimension n.
Soient N et L des A-réseaux de V. Alors il existe x1,...,T, une base de V telle que

N=t1219 - Bty
L=tya12: @ - - ®tra,Zn

ol les t;, a; sont des idéaux fractionnaires tels que
a;oazx -+ D an.

Les a; définis de cette maniére sont uniques. On les appelle les facteurs invariants de L dans N. De

plus, si L C N alors les a; sont des idéaux entiers, et on a :

N/L o~ éA/ai.
i=]

Ce résultat est bien entendu connu sous le nom de “théoréme des facteurs invariants”

Démonstration :

([O’M] Theorem 81:11 p. 215) #®

Remarque :

Dans le théoréme précédent, si A est un anneau principal, on peut choisir ¥v; = A pour tout i.

Théoréme 1.3.9
Supposons que F = ®71 --- 8%, f = &, - ®,,, (M,B) € &(F), et M; = M NW; avec W; =

(I>f (t)(W) pour touti =1,...,5,et W=M®Q. Alorson a:
ni

IMF /M| divise Res(®r,, 2-)"
ni

pour touti=1,...s, ouM# (M)ﬁ
Démonstration :
L’action de t; sur W; munit cet ensemble d’une structure de Q((, )-espace vectoriel de dimension r;,
dans lequel M; C M,# sont des Z[( ]-réseaux. Ainsi, le théoréme des facteurs invariants nous assure de

Pexistence de r; idéaux ay,...,q,, de Z[an] tels que
Ti
MF /M; =~ PZ, )/
Jj=1

La proposition 1.3.5 affirme qu’il existe a; tel que f_ oa; = a; of;. En particulier, ; est annulé par le

polynéme minimal de ; qui est —f— C’est-a-dire que I’idéal engendré par q)—(( ) est inclus dans a;

D,,.
pour tout j =1,...,7;. On trouve alors
i ot = T2, ) (q,i«m»uaj (GG I
j=1 ni ni
= |Ng(c, )/Q( DI (H[% (—(C,1 N~

j=1

La partie f) du lemme 1.3.7 nous apprend que INQ(C )/Q( (( Dl =|Res(®n,, Qf ——)], ce qui nous
N

permet de conclure. &

10
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Rappelons que pour i = 1,..., s, I'ensemble M; posséde deux structures. Premiérement, M; est un
Z-réseau du Q-espace vectoriel W;, muni de la forme 3;, et de dimension ¢(n;)r;. Deuxiémement, M;
est un Z[Cni]-réseau du Q((m )-espace vectoriel W;, de dimension r;, et muni de la forme h; définie par
n;—1 .

hi(z,y) = Z Bi(t™7 (x),y){‘; - Il est donc possible de définir le dual (M,)}gé de M; relativement & §;,
rd

et de définir le dual (M,-)#‘, de M; relativement & h;. Nous allons voir qu’il existe un lien entre ces deux

ensembles. Pour cela, nous devons introduire la notion de différente.

Définition 1.3.10

Soient E/K une extension de corps de nombres, Op et Ok leur anneau des entiers. Notons Trg/x

la trace de cette extension. Le dual de Of relativement a la forme bilinéaire trace, est I’ensemble
a= {.’E €EFE ] ’I&E/K(xy) eOg Vye OE}.

C’est un idéal fractionnaire de E. Nous appellerons différente de E/K l'idéal entier de E,
G(E/K) =a"1.
Lorsque E = Q(¢,) ol { est une racine primitive n-i¢tme de 'unité et K = Q, on écrira Z',, pour

D(Q()/Q).

Lemme 1.3.11

Soient E un corps de nombres et V un E-espace vectoriel de dimension finie. Supposons que E
soit muni d’une involution notée x +— T telle que Of = Og ol Og est 'anneau des entiers de E. Soit
h : V xV — E une forme hermitienne relativement a cette involution et N un Og-réseau de V. Posons
b = Trg g o h. Nous avons les résultats suivants :

a) Nf est un Og-module.
b) N = D" . N¥ ot D est Ia différente de E/Q.

Démonstration :

a) SoientxeNf, a € Og et y€ N. 1l est clair que :

bloz,y) = Trg/q(hlez,y)) = Trg/q(h(z,ay)) = bz, qy) € Z.

b) Soient a € I ze N¥ et y € N. Nous avons : b(az,y) = Trgso(ah(z,y)) € Z. Donc
N’
€0k
GINF c NE.
Soient z € N¥, ye Neta € 9. Nous avons vu en a) que Nf est un Og-module. Ainsi,
Trg/q(vh(z,y)) = b(vz,y) € Z pour tout v € Og. Nous en déduisons que h(z,y) € 9. Do
h{az,y) = ah(z,y) € 9. 9= Okg. Et ainsi, Nf C ,@—IN#. *

Remarque :

Sous les mémes hypothéses que pour le lemme précédent, soient a; O -« - D a, les facteurs invariants
de N dans Nf . 11 est facile de voir que 9 = 9. Nous en déduisons donc que @; = a;, pour tout

i=1,...,n

11
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Théoréme 1.3.12
Supposons 4 nouveau que F = @t --- 7, f = Dy, ---Op,, (M, 8) € &(F) et M; = M N'W; avec
W; = -.I.-(t)(W) et W = M ® Q. Munissons M; de la forme hermitienne h; définie par hi(z,y) =

3.
n;—-l .
z ﬁi(t‘j(x),y)(‘:“ avec 3; = flw,. On a:
=0

M; C (M5 c (M)} = n—‘,@m(Mi);‘; pouri=1,...,s

i .
%

ot Y, = D(Q(,,)/Q)

Par conséquent :

a(Q(¢ )™
det(M;, B;) = [(Mz')zi M) = ;f—;{n)))—— . [(Mi),ﬁ :M;] | pouri=1,...,s

ou d(Q(¢, )) est le discriminant de I'extension Q((, ) sur Q.

: i

Démonstration :

Cela découle du lemme précédent, de la Proposition 1.2.4 qui nous apprend que Tro )/q © hi = nif;,

et que [Z[(, ] D) = d(Q(¢,,)), cf. par exemple ([Fr-Ta], Result 2.14, p. 125).
®

§4. Le cas F = ¢! 972

Supposons, comme le suggeére le titre de ce paragraphe, que F' = ®7! ®72 et que (M, B) € & (F).
Posons W = M ®Q, sur lequel 3 et I'isométrie ¢ se prolongent naturellement. On sait que W = W, BW,,
avec Wi = &, (t)(W) et Wo = &,,(t)(W). En appliquant la proposition 1.3.5 et le théoréme 1.3.9 a
ce cas, on trouve que (M7 /M;,B;) est anti-isométrique 2 (Mf/Mg,B;), et que IM#/MII = |MF /M,
divise Res(®p,, ®,,)", ot M; = W; N M, Mz# = (M,-)ﬁ, pour i = 1,2, et r = min(ry, r2).

Posons ¢; = t|w, pour ¢ = 1,2. On a vu que t;(M;) = M; et que t,—(Mi#) = M#. Ainsi, puisque le
polynéme minimal de ¢; est ®,,, M; C MZ# sont des Z[Cni]-réseaux de W;, ou Cn,- est une racine primitive
n;-itme de 'unité. Nous allons démontrer qu’il existe un lien entre les facteurs invariants de M, dans
Ml# et ceux de M; dans Mff

Théoréme 1.4.1

Soient a; D --- D ar, les facteurs invariants de M, dans M# et by O --- D by,, ceux de My dans

Mff . Sans limiter la généralité, supposons que r; < r9. Posons a; = Z[(m] sit1+1<i<7r3. Ona:

Z[(m]/a,- ~ Z[anl/b,— Vi=1,...,79.

En outre, soiti=1,...,72. Sia; = pll1 e pls" est la décomposition de a; en idéaux premiers de Z[Cnl]
etsib; = ‘13;"1 .- -‘,B;n" est la décomposition de b; en idéaux premiers de Z[Cm], on a s = k, et, moyennant
une renumérotation éventuelle, m; = l; et Z[(m] /pj ~ Z[CM] /‘Bj, pour tout j=1,...,s.

Démonstration :
Nous savons en vertu de la proposition 1.3.5 que le carré suivant commute :
MM, 2 ME M,
| |7

MF /M, s MF /M,

12
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De cela découle que #; et f2 sont chacun annulés par ®,, et par $,,. Ainsi, o; est un isomorphisme de

B-modules, ot B = Z|X]/(®n,, Pn,)- Or, on a les isomorphismes d’anneaux suivants :

ZIG, 1/ (@na(G,) = B = ZIC, )/ (%, (G,,))-

Le théoréme des facteurs invariants affirme que Mf!'E /My ~ @;;1 Z[Cm] /a;. Puisque M# /M; est un
B-module,onaa; D---Day, D (Py, (Cm)). Ces idéaux correspondent a d’uniques idéaux a; D --- D @,
de B. Ainsi, M¥ /M, ~ i1 B/;. En faisant le méme raisonnement sur les by D -+ - D by, on voit qu’il
existe des uniques idéaux b; O -+ D b,, de B tels que MF /M, ~ @;2 B/b;. On en déduit que & = b;
pour tout ¢ = 1,...,7rp, car Ml# /My et M2# /M, sont B-isomorphes, et grace 3 l'unicité des facteurs
invariants. Cela démontre la premiére partie du théoréme. La deuxiéme partie se déduit directement du

théoréme des restes chinois. %

Remarque :

Soit f = &,,%P,,. Soit &%f, la catégorie dont les objets sont des triplets (M, 3,t) ou (M, ) est un
Z-réseau unimodulaire et t est une isométrie de (M, 3) de polynéme minimal f. Soit L 1, la catégorie
dont les objets sont des quintuplets (Ny, No, k1, k2, v) o, pour i = 1,2, (N, k;) est un Z[Cm]-module
projectif hermitien totalement défini positif et v est une anti-isométrie de (N1)¥, /Ny sur (Np)¥ /N, avec
Y = ni,-TrQ(cn.») /@O ki. Alors, les deux catégories &4 et & ¢ sont équivalentes. Ce résultat n’étant pas
utile pour estimer la masse des F-réseaux, le lecteur pourra trouver un énoncé moins succinct et une

démonstration de ce résultat en annexe.
§ 5. Le genre d’une forme hermitienne

Soient ¢ une racine primitive m-iéme de I'unité, et M un Z[{_]-réseau d’un Q(( )-espace vectoriel
W, de dimension finie, muni d’une forme hermitienne h non dégénérée (i.e. h(z,y) = 0 pour tout y € W
implique z = 0). Typiquement, (M, h) est un des (M;, h;) des paragraphes précédents. Supposons que
les facteurs invariants de M dans M, f soient connus, et que h soit totalement définie positive. Sous ces
hypotheses, le genre de (M, h) est-il déterminé ?

Nous verrons que la réponse est non en général (cf. théoréme 1.5.5). Mais si ¢,, st une racine
primitive m-iéme de P'unité avec m différent d’une puissance de 2, et si les facteurs invariants satisfont
certaines hypothéses, alors la réponse est oui. Dans les chapitres suivants, lors de calculs explicites, nous
nous trouverons souvent dans le cas ol les facteurs invariants déterminent le genre.

Voici tout d’abord un résultat nous permettant de contrdler la ramification de certains idéaux du

corps Q(¢ + E) dans le corps Q(¢).

Définition 1.5.1
Soient E/K une extension galoisienne de corps de nombres, O et Ok 'anneau des entiers de E et
de K respectivement. Soit p un idéal premier de Og. D’apres la théorie classique des entiers algébriques,
il existe 9P,,...,%P, des idéaux premiers de O, et e un entier positif tel que pOg = (B, ---B,)°. On
dit que p se ramifie dans Of si e > 1, se ramifie totalement dans O si e = [E : K] et donc r =1, se
décompose dans Og sirt > 1 et est inerte dans O sir=1ete=1.
Dans le cas d’une extension quadratique, tout idéal premier se ramifie (totalement), se décompose,

ou est inerte dans Og.
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Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Lemme 1.5.2
Soient E=Q(( ), K=ENR=Q((, + —(;), Og et Ok leur anneau des entiers respectifs.

a) Sim = ¢* ou 2p*, avec ¢ € P, p € P — {2}, et k un entier positif, alors il existe un unique idéal
premier de Oy qui se ramifie dans Og.

b) Sim est d’un autre type, alors aucun premier de Ok ne se ramifie dans Og.

Démonstration :

D’une maniére générale, si L’/L est une extension de corps de nombre, p C Oy, ramifie dans Oy si
et seulement si p divise 'idéal N, L(D(L'/L)), ob Ny, /L est la norme relative de I'extension L'/L. Ce
résultat est démontré dans ([Fr-Ta], Theorem 22 p. 126).

a) Puisque Q((zpk) = Q(Cpk) si p est impair, nous pouvons supposer que m = ¢* avec g € P. Il est bien
connu que ¢Og = (1 — qu)"’(qk) et que d(E/Q) = N, E/Q(,@(E/Q)) est une puissance de ¢. Ainsi,
I'unique idéal de K au-dessus de ¢ est aussi 'unique idéal de K, se ramifiant dans Og.

b) On a G(EIK) = f'(¢, )0k avec f = X? - ¢, + Q)X + 1. Ce résultat est vrai pour tout m
et est démontré dans ([Fr-Ta], Result 2.20, p. 127). Donc, G(E/K) = (1 - (fn YOg. Supposons
que m # ¢*,2p*. Dans ce cas, (1 - Cfn ) est inversible, voir ([Fr-Ta], Theorem 45 p. 210). Ainsi,
NE/K(@(E/K)) = Q. Donc aucun idéal premier de Ok ne se ramifie dans Og. *®

Rappels sur les complétions

Soit L un corps de nombres. Notons P(L) I’ensemble des idéaux premiers de Or. Cet ensemble est
souvent appelé l’ensemble des places finies de L. Soit {u;,...,u;} 'ensemble des plongements de L dans
C. Cet ensemble est appelé l’ensemble des places infinies de L. Enfin, la réunion P(L) U {uy,...,us} =
P’(L) est appelée l’ensemble des places de L. Soient p € P(L) et a un idéal fractionnaire de Or. 1l existe
un entier, noté vy(a), et appelé valuation p-adigue de a, tel que a = pv"(a) a'b’~1 avec a’,b' C Op et p o'V,
L’application a — |a|, := Ni /Q(p)'”P(“o") est une valeur absolue de L appelée valeur absolue p-adique.
Si u est une place infinie de L, ’application a — |a}, := |u(a)|co, 01t |2]oo désigne le module du nombre
complexe z, est aussi une valeur absolue. Ainsi, & chaque élément p de P’(L), il est possible d’associer une
valeur absolue, munissant ainsi L d’une structure de corps topologique. Chaque p engendre une topologie
différente. Le complété de L relativement & une telle topologie est noté L, Si p est une place finie de
L, le corps L, est une extension finie de Qp ot p = pNZ. 1l est ainsi possible de définir I’anneau des
éléments de Lp entiers sur Z,. Cet anneau se note OLp. C’est aussi 'adhérence de O, dans Lp. Si u est
une place infinie, L, = R ou C, et on pose Oy, = L,,.

Soient E C C un corps de nombres galoisien, totalement complexe, K le corps fixe pour la conjugaison

complexe notée z — Z. Si p € P/(K), on note Ep pour E®k K, et éEv pour Og ®o Ok, I La

conjugaison complexe se transporte naturellement sur Ep : 2@y — T ®y. Cette nouvelle involution est
aussi notée avec une barre. Il est facile de voir que K, = {z € E'p |T=1z},que Ok, ={z € OEp | T =z},
et que [Ep 1 K| = [OE’ : Ok} = 2.
Voici une formule bien connue :
Ep = HE‘D et OE» = ]:-‘[05;,‘,3
Br B

ou Eg est le complété de E relativement & la valeur absolue P-adique, et Of,, est le complété de Op
relativement & cette méme valeur absolue. Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans
([Fx-Ta), Theorem 17, p. 107)

On en déduit donc que si p ne se décompose pas, alors E‘p = Eg est un corps, et 0 B, = OF, est un

anneau local. L’idéal maximal se note encore B, et il est engendré par un élément 4, appelé uniformisante
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Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

de PB. Si p est inerte dans Of, on peut choisir /o dans OKp’ et que £0 K, =P Si p se ramifie dans Og et
2 ¢ p, on peut supposer que p vu dans OK‘, est engendré par une uniformisante 7 telle que /4,2 =7 (cf.
[Jac] p. 451).

Si p se décompose, alors E‘p = Eq X Eg . Ici, I'involution permute Ey; et Eq . Les corps Egy et Eg

1 2 1 2 1 2

sont isomorphes, et K, est la “diagonale”, c’est-a-dire que K|, est égal & I'ensemble {(z,Z) | z € Egy }.
1

Les mémes phénomeénes se produisent au niveau des anneaux.

Définitions 1.5.3

Soient A un anneau muni d’'une involution, et (M, h) un A-module muni d’une forme hermitienne
relativement & cette involution. L’ensemble des isomorphismes u : M — M, tels que h(u(z), u(y)) = h(z,y)
pour tout z,y dans M, muni de la composition des applications, est appelé groupe unitaire de (M, h).
Nous noterons U(M, k) ou U(M) ce groupe. Chaque élément de U(M) est appelé isométrie de (M, h).
Les A-modules hermitiens (M, h) et (M’,h’) sont dits A-équivalents, et nous écrirons (M, h) 2 (M, 1)
s’il existe un isomorphisme u: M — M, tel que A'(u(z), u(y)) = h(z,y) pour tout z,y dans M.

Soient E C C un corps de nombres galoisien, totalement complexe, muni de I'involution définie par
la conjugaison complexe, Og son anneau des entiers, K le corps fixe pour cette involution, et Og son
anneau des entiers. Soient (M, h) et (M’, k') deux Og-modules projectifs hermitiens de rang n. Nous
dirons que (M, k) et (M’, k') sont dans le méme genre si pour tout p € P'(K) nous avons

< . 0=, . .
(M ®o OE,,h ®0 Op,) = (M’ ®0y Og,,h' ®0;, Og,).

Par la suite, nous écrirons | M, pour M Qo OEn et h, pour h Qo 0 E,- | Le genre de (M, h) noté fM
est I’ensemble des classes d’isométries de tous les Og-modules projectifs hermitiens qui sont dans le méme
genre que (M, h). Si (M, h) est non dégénéré, alors fM est fini.

Le déterminant de h relativement & n’importe quelle base de M se note d(M) ou d(M,h). Clest
un élément de K*/Ng,x(U(OE)), ob Ng i est la norme de 'extension E/K, E* = E — {0}, et U(OE)
dénote ’ensemble des éléments inversibles de Og.

Le E-espace vectoriel W := M Qo E est de dimension n dans lequel M est un Og-résean. la

forme h ®o, E se note encore h. Comme avant, le déterminant de h relativement a une base de W se
note d(W) ou d(W,h). Cest un élément de K*/Ng,x(E*). Si p € P'(K), nous noterons évidemment

W,

pour W Qg E;, et h, pour h ®p Ep .

Soit {uj,...,u:} 'ensemble des places infinies de K. Pour tout i = 1,...,t, la forme (W,,, hy,) est
équivalente & la forme définie par p; copies de la forme < 1 > et par g; copies de la forme < —1 >. Le

couple (p;, q;) est appelé signature de (Wy,, hy,).

Théoréme 1.5.4

Soient E C C un corps de nombres, galoisien, totalement complexe, muni de l'involution définie par
la conjugaison complexe, O son anneau des entiers, K le corps fixe pour cette involution et Ok son
anneau des entiers. Soit encore W un E-espace vectoriel de dimension n muni d’une forme hermitienne
non dégénérée h. Si {u,...,u;} est ensemble des places infinies de K, et que pour tout i = 1,...,t,
(pi, ;) est la signature de (W,,, hy,,), alors 'ensemble| {n,d(W), (p1,a1),--.,(pt,q:)} | forme un systéme
complet d’invariants des classes d’isométries de formes non dégénérées sur E. C’est-a-dire, si (W', k') est
une E-espace vectoriel hermitien de dimension n tel que d(W) = d(W'), et (pi,q:) = (p},q.) pour tout
i =1,...t, alors (W, h) & (W', k).

Démonstration :

Ce théoréme est connu sous le nom de “théoréme de Landherr”. Il est démontré dans [Land].  #

15



Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

Le théoréme suivant est le point central de ce paragraphe. Il donne un systéme d’invariants presque

complet pour les genres de formes hermitiennes.

Théoréme 1.5.5

Soient E un corps de nombres, galoisien, totalement complexe muni de I'involution donnée par la
conjugaison complexe que nous noterons z — I, Og son anneau des entiers, K le corps fixe pour cette
involution, et Ok son anneau des entiers. Supposons qu’il y ait au plus un idéal premier p, de Ok qui se
ramifie dans Op. Notons B, I'idéal de O au-dessus de p,, et supposons que 2 ¢ B,. Soit {uy, ..., us}
Pensemble des places infinies de K.

Soit n un entier positif, (p1,q1),--.,(pt,q:) des couples d’entiers positifs tels que p; + ¢; = n,
1=1,...,t. Solent a; O --- D ay, des idéaux entiers non nuls de Og, et

I:= {n7 (p17 QI)7 ey (Pt, Qt), ai,-. -:an}-

Posons encore N = N(ay,...,0,) = ]{v%(ai) li=1,...,tet v.po(ai) € 2Z}|.
Soit Gen(I), ’ensemble de tous les genres de Og-modules projectifs hermitiens (M, h), de rang n,
tels que les facteurs invariants de M dans M ,’f soient ay,...,ay,, et tels que les formes (M,,,, hy,,) soient

de signature (p;,q;), 1 = 1,...,t. Alors, nous avons le résultat suivant :

|Gen(I)] < 2max(ON-1)

Démonstration :

Le reste de ce paragraphe sera consacré 3 la démonstration de ce théoréme.

Voici une esquisse de la démonstration :
nous allons étudier M, pour tout p € P/(K). Si u; est une place infinie, il est évident que (M,,,, A, ) est
équivalent A la forme diagonale donnée par la signature (p;, g;), donc a une forme canonique ne dépendant
que de I. Si p € P(K) est inerte ou se décompose, nous verrons que (M, h;) est équivalent & une forme
canonique ne dépendant que des facteurs invariants. Si p se ramifie dans O, M, n’est pas équivalent a

une forme canonique, et c’est 13 que se concentreront les difficultés.

Remarque :

Nous avons vu dans le lemme 1.5.2 que E = Q(¢ ), avec m différent d’une puissance de 2 satisfait

les hypotheses du théoréme.

Lemme 1.5.6
Si (M, h) satisfait les hypothéses du théoréme 1.5.5, on a I’égalité suivante :

MYE = (M),

pour tout p € P(K).

Démonstration :

Soit Tr : E‘p — K, la trace définie par Tr(z) = z + . Posons

G E,/K,) = {z € E,| t(05,2) C Ok} = [[ D (E/K,).
pebl
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Chapitre 1 : Estimation de la masse des F-réseaux

La derniére égalité vient du fait que si T = (Tg)qy, € E‘p, alors Tr(z) = 3 gy, Trg o xp(Tp)-

Définissons encore
By : WyxW,— K,

(z,y) — Tr(hy(z,y))-
La forme 3, est clairement bilinéaire. L’affirmation suivante se démontre de la méme maniére que le

Lemme 1.3.11 :
—1 -
(M)E =T (E/K,)- (M)E.

Or, nous avons @-I(Ep/Kp) = (c.@_l(E/K))p (cf. [Fr-Ta], Result 2.17, p. 126). De méme, (Mp)ﬂv =
(M%), ot B =Trg/x oh (cf. ([Fr-Ta), Result 2.7, p. 122). On obtient donc :

Mt = T HE/K) - (M)E = (D (B/K)ME), = (ME),

Définition 1.5.7

Supposons que p € P(K) ne se décompose pas dans E. Fixons /4 une uniformisante du corps Ey = Eg.
Soit N un OEm-réseau d’un Eg-espace vectoriel V, muni d’une forme hermitienne k. Un élément z € N
est dit primitif si x ¢ PN ou, ce qui est équivalent, = se prolonge en une OEw-base de N. Le réseau

(N, k) est dit mi-modulaire si k(z,N) = /i Op, = S}Si pour tout x primitif.

Lemme 1.5.8

Sous les mémes hypothéses que pour la définition précédente, N peut se décomposer comme somme
orthogonale Ny @ - -- B N,., telle que pour tout i = 1,...,r, chacun des N; est ‘.Bm‘ -modulaire, avec n;

un entier positif. Cette somme s’appelle décomposition de Jordan. Les m; et la dimension des N; ne
dépendent pas de la décomposition de Jordan.

Démonstration :

Cf. ([Jac], p. 449). %
Etude de M, si p est inerte

Rappelons que dans ce cas Ep = Eg d’uniformisante £ € OKp'

Théoréme 1.5.9

Soit N un Og,-réseau d’un Eg-espace vectoriel V, muni d’une forme hermitienne non dégénérée
k. Supposons que (N, k) soit '-modulaire. Alors, il existe une base de N telle que la matrice de k

relativement & cette base est

(£@-@ ().

Démonstration :

Cf. ([Jac], p. 451). %
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Corollaire 1.5.10

Supposons que (M, h) satisfasse les hypothéses du théoréme 1.5.5. Soit p un idéal de O, inerte dans
Og. Alors, il existe une base de M, telle que la matrice de h, relativement a cette base ne dépende que
de {a,...,a,}.

Plus précisément, supposons que {vg(a1),...,vp(an)} = {m1,...,mi} avec my < --- < my. Soit
¢=1,...,l. Posonsn; = |{a; | vp(a;) =m;, j =1,...,n}|. Alors, il existe une base de M,, telle que la

matrice de h;, relativement & cette base soit

(™)@ @ (™) 8B (S™) @B (™)

J/ Ny J/
~ v

ny fois n; fois

Démonstration :

Soit M; 8 --- B My une décomposition de Jordan de M,. Chacun des M; est ‘Bm‘-modulaire pour
tout 1 =1,...10".
Le théoréme précédent nous dit qu’il existe ey, . .., €, une base de M,, telle que relativement a cette

base la matrice de h,, soit

@i)@...@(ﬁmize...@\(ﬁmz,)@U_@(/&m{).

7

N v

n} fois n,, fois

On montre facilement que dans ce cas,

(Mp)#p = 4;;‘"‘161 DB ‘rB'm‘en; H.--H m“mz'en_n;’ ®-.- @gp_m‘en_
Or, on a vu que (Mp)fv = (Mf)p. On trouve ainsi que | = I, n} = n;, et que m; = m;, en vertu de
Punicité des facteurs invariants. %

Etude de M, si p est décomposé

— — I~ _— 9 .
Dans ce cas, nous savons que E, = E‘pl X Ec‘pz et que Og, = OE;gll X OE%. L’involution permute les

composantes. Posons

W(pl = (1,0) . Wp Wfpz = (0, 1) . Wy
M‘pl = (1,0) . Mp Mmz = (0, 1) . Mp.

OnaW,= W’Bl <) W% et M, = Mq31 <] M%. L’espace W,p'_ est un Egpi-espace vectoriel dans lequel

M‘D,. est un OE‘x}i-réseau, pour 1 = 1,2. On vérifie facilement que h,,lwq}1 = hp!sz = 0. Ainsi,

hp : (W“pl @ sz) X (ngl @ ngz) — Egpl X Emz
((1'1 + -772) s (yl + yZ)) — (hp(xla y2)3 hp(x2a yl))
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On a alors le

Théoréme 1.5.11

Il existe zy,...,Z, € M‘B,’ Ylse--yYUn € M%, et t; D - D t, des uniques idéaux de OE‘]32 tels que
Mp = (OElplzl ®"'@0E«nlxn) STy ®--- B thyn)

avec hy(z; + yi,x; +y;) = é;; pour tout i,j. De plus, E‘Bl étant isomorphe a E‘Bz’ chaque idéal v; de

OE"32 correspond & un unique idéal v} de OE%. Etona

(M)E = (1 '21@ - @V, 20) © (Opy 11 & - © Opy Yo)-

Démonstration :

Le premier résultat est montré dans ([Shi], Proposition 3.2) et le second est une vérification facile. %

Corollaire 1.5.12
Supposons que (M, h) satisfasse les hypothéses du théoréme 1.5.5. Soit p un idéal premier de Ok qui

décompose dans O et P, , P, les idéaux de Og au-dessus de p. Nous avons vu, lors de la remarque qui suit
le lemme 1.3.11, que &; = a;. Donc Vg, (a;) = v%(ai) pour tout i = 1,...n, puisque linvolution permute
P, et P,. Soit P =P, ouP,. Supposons que {vg(a),...,vyp(an)} = {m1,...,mu}, avec my <--- <my.
Posons n; = [{a; | vp(a;) =my, j=1,...,n}| pouri=1,...,1. Alorsle n-uplet (ti,...,t,) d’idéaux du
théoréme précédent est égal &

m Jn T, m,
(B By aee s By e, By )

e S\ p—

ny fois n; fois
Ainsi, comme dans le cas inerte, la forme h, ne dépend que des idéaux ay, ..., an.
Démonstration :
Le résultat se démontre aisément en utilisant & nouveau que (M, }’f o = (Mp)f ainsi que I'unicité des
P

facteurs invariants, mais cette fois pour M‘pl et M‘Bz' %

Remarque :

A ce stade, nous avons déja montré que si aucun premier ne ramifie, alors [Gen(J)| < 1. En effet,
si p est infini, la forme h, est isomorphe & la forme diagonale, déterminée par la signature associée a p.

Ainsi, toute la difficulté va se concentrer dans le cas ol p ramifie.

Etude de M, si p se ramifie et démonstration du Théoréme
1.5.5.

Commencons par rappeler quelques résultats de la théorie du corps de classe.

Définition 1.5.13
Soit F/L une extension de corps de nombres de degré 2, Ng,, la norme de I’extension F/L. Choi-
sissons o € L* tel que F = L(,/7), et soit p € P'(L) une place finie ou infinie de L.

Définissons
& ¢ L* — {£1}
v o)y = {

1 'l existe n et v € L7 tels que yP? +ovi=1
-1 sinon.
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Le symbole a,b +— (a,b), est appel¢, comme dans la définition 1.1.1, symbole de Hilbert. Un résultat
classique ([Co|, p. 9) nous dit que y € Npm/Lp(F;), avec Pp, si et seulement si (y,0), = 1, et y €
Np/(F*) si et seulement si &,(y) = 1, pour tout p. Il est donc possible de définir

¢+ I*Nppp(F*) — {1}
cdly) — (y,0),

Le lemme suivant est une généralisation de la formule du produit de Hilbert classique.

Lemme 1.5.14

Soit y € L*. Nous avons les résultats suivants :

1) c,(cl(y)) = 1 pour presque tout p

2) cy(cl(y)) = 1 si p décompose
3) c,(c(y)) = (-1) ve(¥) si p est inerte
4) c,(cl(y)) = 1 pour tout p si et seulement si cl(y) = 1

5) Hpep' p(d(y)) =1

Démonstration :

Cf. ([Co), p. 9). *

Poursuivons la démonstration du théoréme 1.5.5. Nous nous trouvons donc dans le cas ol p= p est

I'unique idéal premier de O qui ramifie dans Og. Nous savons aussi que Ep = Eg est un corps local.

Lemme 1.5.15
Supposons que (M, h) satisfasse les hypothéses du théoréme 1.5.5. Alors, pour tout p € P'(K), ona :

c,(cl(det(W))) = (det(M,), o),

ot W =MQQ, 0 € K est tel que E = K(1/0), et det(M,) est le déterminant de la matrice de h,
relativement & n’importe quelle base de My, modulo Ng, kp(U(OEy)), avec U(Og,,) désignant les unités
de OE'D'

Démonstration :

Si p est décomposé, le résultat est évident, car le symbole de Hilbert est trivial dans ce cas. Supposons
que p soit inerte, ramifié, ou infini. Soit ey,...,e, une E-base de W. Alors, e1 ®¢ E;p, -1 6n ®p Egest

une Eg-base de W, On a donc les égalités suivantes :
cy(cl(det(W))) = c,(cl(det(h(ei, €;5)))) = (det(hy(es, €5)), ),

Soit fi,...,fn une Og_-base de M,. C’est une Ey-base de W,. Soient H = (h(e;,e;))1<i,j<n €t
b9 p T _tp Jl/1sngs
H' = (hy(fi, fi)1gij<n- 1l existe S € Glp(Egp) telle que H' = SHS™. D’ou :

det(Mp) = det(H’') = det(H) - NEm/Kp(det(S)) € dK;/N(Bm/Kp)(E;;)(det(W))‘
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Corollaire 1.5.16

Soit (M, h) satisfaisant les hypothéses du théoréme 1.5.5. Alors

Démonstration :

Cela suit des deux lemmes précédents. ®

Ainsi, connaissant (d(M,), o), pour tout p non ramifié, on en déduit (d(M,), o), pour 'unique p qui
ramifie. Or, on connait (d(M,), ), si p ne se ramifie pas :
a) Si p est infini, (d(M,),0), = (—=1)% ou (p;,¢;) est la signature relativement & p.
b) Si p se décompose, on sait que (d(M,),0), = 1.
c) Si p est inerte, on a, (d(M,),0), = (=1)veldet(M))
Avant de terminer la démonstration du théoréme 1.5.5, nous avons encore besoin d’un théoréme nous

permettant de mettre M, sous la forme la plus “canonique possible”.

Remarque :

Supposons que p = p, est 'unique idéal premier de O se ramifiant dans Og. Alors U(Ok,)/Ng,yk,(U(Ogy))
est le groupe d’ordre 2 (cf. [Co], Lemma 1.3, p. 5). Ce groupe est formé de la classe de 1 et de celle d’un

élément que nous noterons e.

Théoréme 1.5.17

Soit N un Og,-réseau d’un Eg-espace vectoriel V muni d’une forme hermitienne non dégénérée k.
Supposons que p C O, ramifie dans Og,. Supposons que N soit ' -modulaire.

a) Sii est impair, alors il existe une base de N, dont la matrice de k relativement a cette base est
H(@S---© H(i)

0 1
ot H(i) est la matrice | _; /0 )
b) Si i est pair, alors k n’est pas isomorphe & une forme canonique. On peut trouver une base de N,

dont la matrice de k relativement & cette base est
() @& @) ® (A7)

ol w est une uniformisante de Ok, et A = 1 ou € selon le déterminant de (N, k).

Dans les deux cas les facteurs invariants de N dans N, ,f sont

7.7
b Y
dim(N) fois
Démonstration :
Cf. ([Jac], Proposition 8.1, p. 453). ®
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Fin de la démonstration du Théoréme 1.5.5 :

Si p ne se ramifie pas, nous avons vu que h, est isomorphe & une forme canonique ne dépendant
que de I. Supposons que p soit Punique idéal premier de Ok ramifiant dans Og. Soit Mj,..., M; une
décomposition de Jordan de M. Chacun des M; est, disons, ‘,Bm*—modulaire. Supposons que m; < --- <
m, soient impairs et que m,41 < --- < m; soient pairs. Le théoréme précédant nous assure de 'existence

d’une base telle que, relativement & cette base, la matrice de h, est égale & A® B, ou

A=Hm)®- - - ®Hm)® - & Hms)&--- & H(m,).

%} dim(M,) fois % dim(M,) fois

et ou

B:\(ﬁ—ﬁm‘ e enF ‘)@()\1.W%ﬂle;...@gw%i)@...@(,ﬁ?)@()\l_s.W%L);
dim(M:r.H) fois dim(l\‘/!rz) fois

En utilisant & nouveau le fait que (M, f )p= (MP)#p et V'unicité des facteurs invariants, on en déduit
que N(ay,...,a,) =1 —s, que {vg(a;) | i =1,...,n, et vg(a;) & 2Z} = {my,...,m,}, que {vg(a;) |
i=1,...,n, et vp(a;) € 2Z} = {My41,-..,m}, et que [{a; | vp(a;) = mi}| = dim(M;), pour tout
i=1,...,1L

De plus, on a vu lors du corollaire 1.5.16 que (d(M,), o), est connu. C’est-a-dire que la classe de
[, M € U(Ok,)/NE,x,(U(OE,)) est déterminée. Ainsi, pour tout i = 1,..., N —1, il y a deux choix
pour ;. Ces choix étant faits, Ay est déterminé. Donc pour un choix de systéme d’invariants I, il y a

omax(0,N-1) possibilités pour la matrice B. Le théoréme est démontré. *

Remarque :

Il est méme possible que |Gen(I)| = 2™2*(0.N-1) comme le montre I’exemple suivant : soient i < j
. ) O,

des entiers positifs. Posons H = (7{; 72) et H = (egz egj ), alors H % H’. En effet, supposons
qu’il existe un réseau hermitien (V, k) possédant une base telle que la matrice de k relativement & cette
base soit H, et une autre base dont la matrice associée soit H'. On en déduit que N = N;BN, = N{HN;
posséde deux décompositions de Jordan. Sans limiter la généralité, on peut supposer que N; et N sont
‘Iizi-modulair&s. Or, la démonstration du Théoréme 8.2 de ([Jac], p. 454) nous dit qu’alors d(N;) = d(Ny)
(mod Ng,/x,(Ey)). Autrement dit : la forme < em* > est équivalente a la forme < 7* >, ce qui est

évidement faux
§ 6 Retour aux F-réseaux et estimation de leur masse

Le but de ce paragraphe, qui est aussi le but de ce chapitre, est d’estimer la masse des F-réseaux.
Nous serons obligés de truffer cette partie de définitions techniques, et le théoréme central peut paraitre un
peu rébarbatif. Mais c’est pour pouvoir obtenir des résultats calculatoirement satisfaisants, dans les cas
particuliers ol nous serons capables de faire des estimations explicites. Voici donc, pour le lecteur pressé,
une idée du raisonnement que I’on va suivre. Si (M, 3) est un F-réseau, nous avons vu au paragraphe 3
que nous pouvons lui associer un sous-réseau M; H - -. B M;, tel que chaque M; posséde une structure
de réseau hermitien totalement défini positif, et tel que son dual relativement & cette forme se déduit du
dual bilinéaire de M; (voir le corollaire 1.2.7 et le théoréme 1.3.12). Or, I'indice de M; dans son dual
bilinéaire est borné par un nombre qui ne dépend que de F (théoréme 1.3.9). Ainsi, le choix des facteurs
invariants de M; dans son dual hermitien est fini. En utilisant le théoréme 1.5.5, on trouve alors que
I’ensemble des genres possibles pour M; est fini. Nous allons voir dans ce paragraphe que la masse des

F-réseaux est comparable avec la masse de ces différents genres hermitiens. Ce sera le théoréme 1.6.6.
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Définition 1.6.1

a) Soit F = @7} ---®7:. Posons F(F) Pensemble des s-uplets de modules hermitiens, totalement
définis positifs ((N1, k1), .., (Ns, ks)) tels que, pour i =1,...,s, (IV;, k;) soit projectif de rang r; sur
Z[{ni], et que la forme v; := nl Ty, 0 k; soit une forme bilinéaire sur Z, avec N; G (N;)#¥ . Supposons
de plus que (N1 B--- B N, v) avec y(z1 4+ -+ &5, 91 + -+ ¥s) = (21, 11) + - - - + ¥5(Ts, ys) sOIL
un Z-réseau de Q™ muni du produit scalaire usuel, avec n =Y ;_, ¢(n;)r;.

b) Soit ((N1,k1),...,(Ng, ks)) € ﬁF). Notonst:zy+:- -4z, — mel+- . '+(n3:cs‘ Cette application
est clairement une isométrie de (IV; 8 - - - 8 Ny, v), de polynéme caractéristique F.

c) Soit ((Ny,k1),...,{(Ns, ks)) € B/YF). On définit .,CL&(NIW, ~,) comme étant I’ensemble des Z-réseaux
unimodulaires indécomposables notés N, tels que
i) N\iB---BN,CNC(N)¥ B BN,

i) NN(N; ®2Q) =N, pour tout e = 1,...,s

iil) p;(N) = (N,-),ﬁ oll p; est la projection orthogonale de Q™ sur N; ®z Q pour tout i =1,...,s
iv) t(N)=N.

L’ensemble ff(th,Ns)/ g’ se note évidemment ZNM.,NN)-

Lemme 1.6.2

Soient F = @7} --- @7 et (N1, ky),..., (Ns, ks)) € F(F). On a I'inégalité suivante :

1 lle,...,N,,)
2 om S TR TR

ot O(N) est le groupe orthogonal de N, et U(N;, k;) est le groupe unitaire de (N;, k;).
Démonstration :
Puisqu’ici il n’y a pas d’équivoque, écrivons ffpour ZM,...,NS)- Posons H = U(Ny, k1) x --- x U(Ns, ks).
Montrons d’abord que H agit sur L soit 0 = 01+ ---+0s € H. L’application ¢ étant définie
sur N, B --- 8 N;, elle s’étend naturellement sur Q™ := V tout entier. Soient £ = z; + --- + x5 et
y=y +---+ys € V. Montrons d’abord que ¢ € O(V). 1l suffit de voir que v;(0;(z;), 0:(¥:)) = Vi(zi, ¥i)

pour tout 1 =1,...,s. Cela est évident :

i@ vi) = %mxkz-(zi,yi))
- niimxki(ai(mi), oi(:)))
= v (oi(xs), o3 (y3))-

Soit N € & Puisque N est unimodulaire et indécomposable, o(N) I'est aussi.

Montrons que p;(c(N)) = (Ni),ﬁ, pour tout ¢ = 1,...,s. Cest évident, car p;(c(N)) = o:(p:(N)) =
oi((N))#) = (N;)%. La derniére égalité demande néanmoins une petite vérification utilisant le fait que
oi € O(N;, 7).

Voyons que o(N)NV; = N;, ou V; = N; ®2 Q, pour tout 4 = 1,...,s. Soient y € o(N)N N; et
T =12+ - +2Zs € N tel que o(z) = y. Puisque y € V;, et que o(V;) = V; pour tout j, on en déduit
que z = x; € V; N = N;, par hypothése. Ainsi, y € o(N;) = N;. Réciproquement, soit y € N;. De
o(N;) = N;, il suit que y = o(z), avec z € N; C N. Donc y € o(N) NV;.

Finalement, t(o(N)) = o(t(N)) = o(N) par définition de ¢.

Terminons la démonstration : notons “e ” action de H sur £ N existe K 1,-.., K1 € Prels que

PHeK,U---UHeK,.
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Posons H; = {¢ € H | o(K;) = K;} pour tout ¢ = 1,...,l. Clest un sous-groupe de O(Kj;). On a
évidemment |H| = |H;|- |H ¢ K;| pour tout ¢ =1,...,l. Dot :

1 Loy L1 GHeK|  |F
2 oW S owy S TE S A

Définition 1.6.3
Soit F' = @] ---®7-. Rappelons que & (F) est Yensemble de F-réseaux de Q", et que
g)(F) = g(F)/ 2. Soit i = 1,...,s. On rappelle aussi que a(i}) = a(F,i) est le plus petit entier
positif a, tel qu'’il existe g, h € Z[z] avec g®,,, + hﬁ% =g, ou f =®,, ---®,, (voir le corollaire 1.3.3).
Pouri=1,...,s, posons D; = D;(F) = { §"’, . ,dff)}, l’ensemble des diviseurs de Res(®,,, T )
différents de 1. Si de plus, j = 1,...,1;, on note A;yj 'ensemble des r;-uplets d’idéaux (ay,...,a;, ) de
Z[Cm} tels que
a) ay D---Day,
b) T, |2¢,, )kl = &
¢) a D a(§)Z[(, ] pour tout k=1,...,7;.
On définit encore A; ; 'ensemble des r;-uplets d’idéaux (a;,...,a,,) de Z[Cn,-] tels que

1
a—_@ni(ai,. . .,Clri) € Ag,j'
i

Enfin, pour tout ¢ = 1,...,s, définissons ?(F, dV,...,d®)) comme étant les s-uplets de genres
(3 isométrie prés) g Ny ,ym) de formes hermitiennes (Ny, k1),...,(Ns, ks) chacune sur Z[(m], de
dimension r;, et telles que
a) (N1, k1), (No, k) € FF).

b) Les facteurs invariants de N; dans (Nz),’ge sont dans 4; ;, avec j tel que d¥) = dg-i).
Le lemme suivant est en quelque sorte la clef de voiite de ce chapitre :

Lemme 1.6.4

Soit F = @7 --- @7, avec n; distinct d’une puissance de 2, pour tout i = 1,...s. On a les résultats
suivants :
a) G(F,dW,...,d®) est fini pour tout d) € D;, i =1,...s.
b) Quel que soit (M, ) € %_p(F), ona

(fMl’-..’yMs)e U [_I y(p,d(l)’___,d(ﬂ)

ded, d)eD,

ou, My = M nNW;, avec W; = z};—(t)(W), et W =MQ®Q, et que M; est muni de la forme hermitienne
n;—1 ™ .

h; définie par hi(z,y) = Y Bi(t™(z),y)(,, avec B; = Blw.
=

Démonstration :
Démontrons a) : pour tout ¢ = 1,...,s, on sait que d® = d;i) pour un certain j = 1,...,l;. Soit
(le""’yN,) € G(F,d",...,d®). Fixonsi=1,...,s. Soient a; D --- D ay, les facteurs invariants
de N; dans (Ni)t,. Par définition, on a que (a;,...,ar;) € A;; qui est un ensemble fini. D’autre part,

(N;, k;) est totalement défini positif, donc la signature relativement & n’importe quelle place infinie est
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(r;,0). Le théoréme 1.5.5 nous apprend que le nombre de genre associé a (1, (r;,0), ..., (r;,0),0;,. .., 8.,)
est fini, donc f(F, dW,...,d®)) lest aussi.
Démontrons b) : soit i = 1,...,s. Le Z[Cni]—module hermitien (M;, h;) est totalement défini positif

en vertu du corollaire 1.2.7. La proposition 1.2.4 nous apprend que la forme —1— Try,, o h; n’est autre que
0;, et on sait que M; C (M; )# D’autre part, le théoréme 1.3.9 nous dit que d® := |M; # /M| divise
Res(®,,, —ﬁ—)’"’ et le corollaire 1.3.3 nous assure que a(i)}{(M; ) C M;. Tous ces résultats nous montrent

alors que les facteurs invariants de M; dans {(M; ) 5.» vus comme Z[( ] -réseaux de W;, sont dans A’

1,7°
et par suite, ceux de M; dans (M; )#" sont dans A;;, en vertu du théoréme 1.3.12 qui nous dit que
(M, 9 (M . En résumé, fM yeo fM qf F,dY, ... d®) avec d¥ € D; pour tout
1= 1, ..y 8. *®

Définition 1.6.5
Soit (N, k) une forme hermitienne sur Z(¢ | totalement définie positive. On note :

1
“M= 2

Ies,

ol yN est le genre de (N, k) & isométries prés et U(L) est le groupe unitaire de L. Cette somme est

appelée masse de yN.
Voici le théoréme central de ce chapitre :

Théoréme 1.6.6

Soit F = @7t --- @7, avec n; distinct d 'une puissance de 2, pour touti =1,...s. Ona:

Y wams X X > LN i - @(ND) - ()

HEF(F) d(”eD d() €D, (JN ” //N_g)eﬁlg‘(ﬁ',d(l) al*)y

Démonstration :

L’ensemble g)(F) est fini. Mettons que E@Z(F) ={MD,... M*} Ona:

ZOM Z

MEKI(F) =1
1

k
<2 2 B

i=1 NE—.?(MF),.--,MS”)
(Lemme 1.6.2) * I,%Mian
S YOG @ @
i=1 |U(M1 ’hl )IIU(MS vhs )l

= oL, k)] 0@, k)

(L1, LO)EE " g (,))

= ZliﬁM;»,._.,M_gu)l (M) (M)

> - Z > IZNI,...,N,)I ‘w(N1) -+ - w(Ns).

deD, deD, Q’N ” ”/N )Efu-‘,a(l) ..... a(s))

(Lemme 1.64)
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*

Nous allons maintenant donner un raffinement du théoréme précédent dans le cas oit F = @7} ®72.
Dans ce cas, nous avons obtenu des résultats supplémentaires au paragraphe 4, et nous allons les introduire

dans la définition suivante pour obtenir un théoréme un peu plus fort.

Définition 1.6.7
Supposons que F = @71 &7 , toujours avec des n; qui ne sont pas des puissances de 2. Sans limiter la
généralité, supposons que r; < ro. Dans ce cas, selon les notations de la définition 1.6.3, on pose D; =3.
Soit d € D. On définit A comme étant 'ensemble des 2rs-uplets d’idéaux (ay,...,an,b1,...,br,)
tels que M
a)agD---Dap, et by D---D by,
b) a; = Z[Cm], b, = Z[an] Vi>nr
¢) Zl¢, 1/a; = ZLG, /b,
d) [T, 12(¢, Vel = T2, 121C,,)/0ul = d
e) ax D aZ[Cnl] et by D aZ[(nz] avec a = a(F,1) = a(F, 2) et pour tout k,l=1,...,7r2.

On pose A4 'ensemble des 2ry-uplets d’idéaux (a1,...,an,, b1,..., b)), tels que

1 1
—_ nl'(al,...,arz)xn—2°@n2(bl,...,bn)€AQ.

m

Enfin, soit y(F, d) lensemble des couples de genres (y Ny ,yNz) de formes hermitiennes (N, k;)
chacune sur Z[Cm], de dimension r; et telles que
i) (N1, k), (No, k2)) € F(F)
ii) si les facteurs invariants de N; dans (Nl),’f1 sont aj,...,d,, et si ceux de Ny dans (Nz)k#2 sont
by,...,bp, alors (a1,...,8r,,b1,...,b.,) € Ag, en ayant pris le soin de poser a; = Z[Cm] sii>ry.
iii) les espaces ((N1)%, /N1, 71) et ((N2)%, /N2, 7¥3) sont anti-isomorphes, et si & est cet anti-isomorphisme,

le diagramme suivant commute :

o
N¥/Ny —— NF/N,

7| |s

«
N¥/Ny, —— NF/N,

ou ¢; est la multiplication par (| pouri=1,2.

Théoréme 1.6.8

Soit F = @71 ®72. Ona:

Z ‘O(]M)I = Z Z IZNI’N2)| : w(NI) : UJ(Ng).

He'é;(F) deD (le & N JEZ(F.d)

Démonstration :

C’est un corollaire immédiat des théorémes 1.6.6 et 1.4.1, et de la proposition 1.3.5. E:S
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Finalement, suivant notre politique qui est d’aller du cas le plus général au cas le plus particulier,

nous allons donner un résultat qui se rapporte au cas o F' = &}, ne posséde qu’un facteur irréductible.

Théoréme 1.6.9

Soit F' = &I, avec n différent d’une puissance de 2. On pose y(F) comme étant l'ensemble des
genres de Z[(n]~modu1es hermitiens (M, h), projectifs de rang r, dont la forme hermitienne est totalement

. . -1 ~1 s
définie positive, et dont les facteurs invariants sont n - @n N o@n . Le théoréme 1.5.5 nous assure

/

~
r fois

que g(FM =1. Alorsona:

Z |0(§VI)| < w(N) ot N est un représentant d’une classe de ? (F).
MeZ(F)

Démonstration :

C’est évident, car icion a M =--- = My = M, pour tout M Gf(F). #*

Remarque :

Le théoréme est aussi vrai dans le cas ol n = 2", avec r > 2. En effet, dans ce cas on a Iy(F)| =1
ou 2. Et procédant de la méme maniére que dans les théorémes précédents, on conclut. Le fait que

L? (F)} = 1 ou 2 est démontré dans ([Ha], Proposition 3.8).
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CHAPITRE 2
Autour de la formule de masse pour les formes hermitiennes

Dans ce chapitre, nous allons donner explicitement la formule de masse, et nous allons fournir une
myriade de petits résultats nous permettant d’affiner les calculs du chapitre 1 et de donner des résultats
numériquement satisfaisants aux membres de droite des théorémes 1.6.6 et 1.6.8.

Pour tout ce chapitre, fixons E = Q(¢ d) un corps cyclotomique. L’involution définie par la conjugai-
son complexe se notera z — T. Soit O P'anneau des entiers de E, K le corps fixe pour P'involution et
Ok son anneau des entiers. Le symbole p dénotera toujours un idéal premier de Og. Nous noterons f,
pour le degré résiduel {Ok /p: Z/pZ), si p € P(Z) est tel que pNZ =pZ. On a pPOg = P, ‘,]32, ou BB,
selon que p est inerte, se ramifie, ou se décompose dans Og. Rappelons que 'on note E, pour E ®k K,

et OE:: pour O ®o OK’ avec K, le complété p-adique de K. Nous savons aussi que :

Ep = HE‘-B et O~Ep = HoEm
Bp Plp

ou Eg est le complété P-adique de E.
Soit (M, h) un Og-module hermitien, projectif de rang fini. Nous écrirons toujours M, pour M Qo
0 B, €t h, pour AQo, [0) B, Si W est le E-espace vectoriel M Qg F sur lequel h se prolonge naturellement

et se note encore h, on écrit W, pour W ®g E’p et h, pour h ®g E'p.
§ 1. La formule
Voici quelques définitions préalables :

Définition 2.1.1

Soient (M, h) et (N, k) deux OE’-modules hermitiens, libres de rang respectivement r et s, avec
T > s, et m un entier positif. On définit A~ (M, N) comme étant 'ensemble des homomorphismes

égp-linéaires u : N — M distinets modulo meEpM , satisfaisant la congruence
h(u(z),u(y)) = k(z,y) (mod p"Op,) pour tout z,y € N.

Notons A (M, N) le cardinal de cet ensemble.

Proposition 2.1.2
Soient (M,h) et (N, k) deux @Ep-modules hermitiens, libres de rang respectivement r et s, avec
r>s.0Ona
Apnis(M,N) = p"*@ "9 4 m(M,N) avec pNZ = pZ
sim>2-vy(a)+1,aveca=nay---a,, et olia; O --+ D ag sont les facteurs invariants de N dans N,'f.
Démonstration :

Cf. ([Re], Hilfsatz 5.3). %
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Définition 2.1.3
Soit (M, h) un O~Ep-m0dule hermitien, libre de rang r. Posons

. - 2
B,(M) = lim p 5om A m (M, M).
La proposition précédente assure l'existence de cette limite. Elle nous dit méme mieux : la suite

o
(p'f ’szApm (M, M ))  est stationnaire. Le nombre B,(M) est appelé densité locale de M en p.

Théoréme 2.1.4
Soit (M,h) un Og-module hermitien, projectif de rang n, et totalement défini positif. Rappelons
que w(M) =310 ooy ot fM est le genre de M. On a

w(d)
n z

w(M) = 2-|d(E)|*5 - 1d(K)|- % - H(’@;ﬂ?' 317 VLR || X
j=1 pEP(K)

ou d(E) et d(K) sont les discriminant des extensions E/Q et K/Q respectivement.
Ce théoréme s’appelle “formule de masse pour les formes hermitiennes”

Démonstration :

La démonstration de cette formule est trés longue. Cf. ([Re], formule (4.5), p. 20), ({Bo}, p. 112]),
t ([Br], Satz VI). *

Pour pouvoir calculer explicitement cette formule, nous nous verrons contraints de calculer le produit
Hpep( K) ‘ZB‘,(M;,)‘1 dans plusieurs cas (selon la ramification de p et selon les facteurs invariants de M,

dans (Mp)fy). Avant cela, voici un lemme bien utile, qui nous permettra de restreindre le nombre de cas :

Lemme 2.1.5
Soient (M, h) et (N, k) deux Og-modules hermitiens, projectifs de rang n. Supposons que (M, h) et
(N, k) soient dans le méme genre, et qu’il existe A € Ok tel que h = Ah' avec M C M,’f Alors k = Ak’
avec N C NZ.

Démonstration :

Soient a; O --- D a, les facteurs invariants de M dans Mf, et aj D --- D a], ceux de M dans
M,ff Puisque AMF = M#, on a a; = Aa} pour tout ¢ = 1,...,n . D’autre part, soient b; D --- D by,
les facteurs invariants de N dans N,f . Par hypothése, pour tout p € P(K), on a (N, k,) 0;', (M, hy).
Fixons ¢ = 1,...,n. En vertu des corollaires 1.5.10 et 1.5.12 ainsi que du théoréme 1.5.17, on trouve que
(a:), = (bs), pour tout p € P(K). Donc, a; = b;, ou encore b; = Ab; avec b; C Op. Ainsi, en posant
k' = Lk, on remarque que N} = AN} > N. %

§ 2. Quelques calculs de densités locales

Dans ce paragraphe, nous allons supposer que p est non dyadique (i.e. 2 € p), et qu’il ramifie ou est
inerte dans Og. Dans ce cas, E~", = Eg est un corps local. L’idéal maximal de OE’ se note encore ‘8. I
est engendré par un élément que l'on note £. Le corps K, est un sous-corps de E,, d’indice 2. L’idéal
maximal de Ok, noté encore p est engendré par un élément noté 7. Si p est inerte, on peut choisir 7 = 4.
Si p se ramifie, on peut choisir = = /,2. Dans le cas ramifié, f, vaut 1. En effet, nous avons vu dans le
lemme 1.5.2 que E = Q(Cpk) ou B = Q(Czp,,), avec p € P(Z), et dans ce cas, p se ramifie totalement dans

Og. Evidemment, nous ne pouvons rien dire sur f, dans le cas inerte.
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Proposition 2.2.1

Soit (M, h) un O~Ep-modu1e hermitien, libre de dimension n. Supposons que h = m™h’, avec M C M, ,ff
et m > 1. Alors, si (M,h') est symbolisé par M’, et que | est un entier strictement positif, on a
2
Apem(M, M) = p*femn Ay (M',M’). De cette formule, on déduit que

2
B, (M) = phmn %p(M/) -

Démonstration :
Soit
¥ Apem (M, M) — Apz(M',M')
v (mod pH'm) — u (mod pl).

L’application v est surjective. Plus précisément, si u € Apz (M'’, M"), on vérifie facilement que ’ensemble
des u + 7lv, ot v est n’importe quel endomorphisme modulo meEP, est 'ensemble des v’ tels que
Y(u') = u. Puisque |éE&/me~Ep| = |0Kp/pm|2 = p?/»™ le nombre de v, qui est aussi le nombre de v’
vaut pzf"m"z. Ainsi, Ag+m (M, M) = pzf"m"2Ap:(M',M’).

Soit [ assez grand. On a

_ Apm(MM) P A (MY, M)

f‘,mnzpf‘,ln,2

2
ByM) = — e =p/s™" B (M)

p p

Lemme 2.2.2
Soit (M, h) un 0 Ep-modu[e hermitien, libre de rang n. Supposons que (M, k) soit B -modulaire, avec
m > 0 (pour une définition de ™ -modulaire, voir la définition 1.5.7). Soit (N, k) un autre O~E,-module

hermitien, libre de rang n.
a) Supposons que p soit inerte dans Og. Nous savons, en vertu du théoréme 1.5.9 qu’il existe une

base e1,...,en, de M telle que, relativement & cette base, la matrice de h, notée Huy, vaut (A™) ®
@ ( /em). Supposons qu'’il existe f1,..., fn, une base de N, telle que la congruence suivante est
satisfaite :

Hy = Hy (mod ¢ 0g,).
éE,,
Alors (M,h) ~ (N,k).
b) Supposons que p ramifie dans Og. Nous savons, en vertu du théoréme 1.5.17, qu’il existe une

baseey, ..., en de M telle que, relativement 3 cette base, la matricede h vaut (73) @ --- @ (7Z)d (A -77),
m

avec A € U(Ok,), ou alors Hm) @ --- & H(m), avec H(m) = <ﬁ—9" /’0 ), selon la parité de m.

Supposons qu’il existe fi,..., fn, une base de N, telle que la congruence suivante est satisfaite :

Hys = Hy {(mod p[%]HOEP)

ot Hy est la matrice de k relativement & cette base, et [x] dénote la partie entiére du nombre réel z.
Ok
Alors, & nouveau, (M, h) o (N, E).
Démonstration :
a) Soit z = 1, z;f; un élément primitif de N. Il est clair que k(z,y) € g™, pour tout y € N. En
effet, k(f;, f;) = h(ei, e;) (mod pmHéE’); ainsi, vgp(k(f;, f;)) = m pour tout 7,5 = 1,...,n. D’autre
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part, puisque z est primitif, il existe ¢ € {1,...,n}, tel que z; € U (OE’). Calculons vg(k(z, i)
Ona:
veg(k(zi fi, fi)) = vg(k(fis f)) = vep(k(es, €5)) = m.
D’autre part, vm(k(zj# z;fj, f:)) = m+ 1. Donc
v((z, £:)) = inf(og(k(zi fi, £i)), vp(k(Y_ 25 £, £3))) = m.
JjF#i
Donc, (N, k) est 8" -modulaire. Nous avons vu au théoréme 1.5.9 que Hx peut étre mise sous une
Oc
forme canonique (la méme que H)ys), donc (M, k) ~ (N, k).

b) Comme pour la partie a), il est facile de voir que (N, k) est P -modulaire. Donc, si m est impair,
Hp peut étre mise sous une forme canonique, autrement dit (M, h) O’.\ip (N, k). Sim est pair, ca se
complique. Nous n’avons, nous le savons, pas de forme canonique. Pour achever la démonstration, il
reste & montrer que det(M, h) = det(V, k). Cela se fait au moyen du lemme de Hensel. Nous savons
que det(M,h) = det(Hp) = M. Pour tout i = 1,...,n~1, on a k(fi, f;) = 7% + 72 +la, et
k(fn, fn) = An% + 7% *1ay, avec o;,an € Ok, Sii # j, alors k(fi, f;) est un multiple de 7 E+L
Donc det(Hy) = Mr# + n¥+la = 7 (A + na) pour un o dans Ok,. Posons n = 34T¢ =

1+7§ =1 (mod p). Le lemme de Hensel nous apprend que 7 est un carré de U(Ok,); en particulier,

c’est la norme d’un élément de U(OE;,)' Donc, det(M, h) = det(N, k). *

Lemme 2.2.3

Soient (M, h) et (N, k) des O g,-modules hermitiens, libres de rang n, et ny respectivement, tels que
ny > ng > 1. Posons Hyy et Hy les matrices de h et de k. Supposons que (N, k) et m > 1 possédent

la propriété suivante : si (N', k') est un OEP-module hermitien, libre de rang ns, dont une matrice Hn-
- éE

satisfait la congruence Hy = Hn+ (mod meEp), alors (N, k) ~ (N', k') (typiquement, le (M, h) et le

m + 1 du lemme précédent satisfont cette propriété). Alors,

Apm+1 (M,N) = pfpnz(2n1—n2)Apm (M, N).

Démonstration :

La démonstration de ce fait se trouve dans ([Ban], Proposition 5.4, p.23) pour le cas ramifié. Le cas

inerte se démontre exactement de la méme maniere. *

Lemme 2.2.4
Soit (M,h) un O~Ew-modu1e hermitien, libre de rang n. Supposons que M = M; B -..- B M; est
une décomposition de Jordan de M. Autrement dit, pour tout i = 1,...,l, chacun des (M;, hip,) est
‘.Iim‘-modulaire, de dimension n;, et m; < --- < m;. Supposons encore que m; = 0 ou 1 si p se ramifie

dans Og, et m; = 0 si p est inerte dans Og. Alors

A (M, M) = pH™mO=m) g o (M, M) A (Mp B - - - B My, M 8 --- 8 M) pour tout m > 1.

Démonstration :

La démonstration se trouve dans ([Ban], Proposition 5.5, p.24) dans le cas ramifié, et le cas inerte

se démontre de maniére identique. %
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Le théoréme qui va suivre est bien utile. Il nous donne une formule de récurrence pour la valeur de
B,(M). Ainsi, il suffira de connaitre B (M) dans certains cas particuliers. Si (M, h) est tel que h = 7™h/,
aveem > 1, et M C M,’f , nous avons vu dans la proposition 2.2.1 que B (M) = pf"'""z%p(M "), par

conséquent, nous pouvons supposer que h ne soit pas un multiple de .

Théoréme 2.2.5
Soit (M, h) un 0 Ep-modu]e hermitien, libre de rang n. Notons M = M; 8- --B M; la décomposition

de Jordan de (M, k), toujours avec la convention que chaque M; est P -modulaire, que my < --- < my,
et que la dimension des M; vaut n;. Gréice & la remarque qui précéde le théoréme, nous pouvons supposer

que my = 0 ou 1 dans le cas ramifié, et que m; = 0 dans le cas inerte.

1 si mgy est impair
0 sinon. '
Il est clair que si on définit My B -.- B M} := (Ma,hb) B --- B (M, k}), avec h; = 7™k}, on a

M; C (Mi)f{ pour touti=1,...,1, et M} est ‘Bdmz)-modulaire. Sous ces hypothéses et conventions,

a) Supposons que p ramifie dans Op. Posons mo = 2mj, + €(m3), avec e(msg) = {

on a les résultats suivants :

i) supposons que (m1, mz) # (0,1), alors

B, (M) = pm’z(n—nx)2+mmx(n—n1) B,(M,) B (M3 B-.-BM).

if) Supposons que (my,mz) = (0,1), alors

B (M) = B,(Ma) ™1 B, (M, B M) B, (M B --- B M)

p

b) Considérons le cas inerte. Ici, on définit My 8- --B M| := (M, hy)B- - -B(M;, h]), avec h; = 7™2h;.

Dans ce cas, M} est unimodulaire, et M; C (Mi)#{ pour tout i =1,...,l. On a le résultat suivant :

B(M) = pPm =m0 B (M) B(My B B M),

Démonstration :

Posons g = 2(m; + --- + my). Dans tous les cas, en vertu du théoréme 2.1.4, on a B (M) =
Ay (M, M)

pf;,(;u+1)ﬂ2

. D’autre part, le lemme 2.2.4 nous apprend que

A (M, M) = pfvml’“("""‘) Ay (M, M) Apm (M2 B --- B M;, M2 8 --- B M;) pour tout m > 1.
Finalement, le lemme 2.2.2 , et le lemme 2.2.3 itéré u fois nous montrent que
Ao (M, My) = pfo#™@n=n0) 4 (M, My).

Démontrons la partie i) de a) : dans ce cas, nous savons que mq > 2. Nous affirmons alors que
A (M, M) = pz"l("‘"l)Ap(Ml,Ml). En effet, soit u € A,(M, M;). L’application u est représentée par

ni

~~
une matrice U = ( 51 >}"' € Muxn, (OE,) telle que UtHMU = Hyy, (mod pOEp). Dans notre cas,
2

}n—'ru
= 2 _(Hpy, O 2 .
nous avons que pOg, = P°. Donc, H = Hy, ® Hy, -~ @ Hyy = 0 0 (mod "), puisque

ma 2> 2. On en déduit que T HuU = FltHMlUl = H)y, (mod ‘.]32), et donc que Uy € A, (M, M;). Par
suite, Ay (M, My) = p>™ (=" A (M;, My).
On vérifie aussi, grace & la proposition 2.2.1, que
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A oy, (Mo 8- - - BMy, My B BM,) = p2m'z("-"1>2Apk (M}BB- - -BM/, MyB---BM]) pour tout k positif.
Forts de tous ces résultats, nous sommes maintenant capables de calculer B,(M). Allons-y :

B (M) - p—(u+1)n2+m1n1 (n=ni1)+pni(2n—n1)+2n; (n—n;)+2m5(n—n,)?

Apiom (M,B.-- - BM M, 8- -BM
pritmn) urromy (MM P : (M 1 My i)
i p(=n1)2 (u+1=my)

= pmé(n—n1)2+m1n1(n—n1) B, (M) %,(Mé B -8BM).

p

A3 (M B Mz, M BM
Démontrons la partie ii) de a) : le lemme 2.2.4 nous affirme que A (M1 BMs, M) = ’S(A;(M:’M:) 2

D’autre part, le lemme 2.2.3 nous apprend que Az (M, B M, M) = p*™ (2(ratna)-n1) 4_(M; B My, My).

D’on,

Ap(My B Ma, My B My)
Ay (Mz, M)

Ay(My B My, My) = p~ 2 (Znatna)=m)
En reprenant le raisonnement de la partie i), on voit facilement que
Ay (M, M) = p*(n=(mitnadms g (M) B My, My).

A nouveau, nous voila en mesure de calculer :

%p(M) - pynl(2n—n1)—p.+1)n2+2n1(n—(n1+n2))-2n1(2n2+n1)
 pratna)’ =3+ (et Dn—n)® g (Vo)1 98 (M, B Mp) B,(Mp B --- B M)

~ - '
6 miracle ! %,,(Mz)_l B (M B M) B,(M B---BM,).

La partie b) se démontre de la méme maniére que la partie i) de a), sauf que dans ce cas, m; = 0 et

fp # 1, donc on remplace partout p par pf P, ®

Grace au théoréme précédent, les valeurs particulieres de densités locales qu’il suffit de connaitre
sont les suivantes :
a) si p se ramifie dans Og, il suffit de connaitre B,(M) si M est unimodulaire, B-modulaire, ou encore
somme orthogonale d’un espace unimodulaire et d*un espace -modulaire.
b) Si p est inerte dans O, il suffit de connaitre B,(M) si M est unimodulaire.
Or, ces choses sont bien connues dans la littérature. Nous allons résumer la situation dans le théoréme

suivant, ce qui terminera le paragraphe.

Théoréme 2.2.6

Soit (M, h) un OEv-module hermitien, libre de rang n.
a) Supposons que p se ramifie dans Op.
i) Si M est unimodulaire, de déterminant A € {1,¢} (= U(OKa)/NE,/K,,(U(OE,)))’ et que n est

pair, alors
n—2
.y -1 %A —n o —2i
B, (M) =2(1 - <(T)>p BHIa-p%
=1

oalZ) = {1 si z est un carré (mod p)
—1 sinon.
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ii) Si M est unimodulaire, et que n est impair, alors

nT_l .
B(M)=2]]Q-p%).
=1

iii) Si M est ‘P-modulaire. On a vu au paragraphe 3 que dans ce cas, n est pair. Alors la densité

locale en p vaut :
2
n n+12 _9;
By(M)=p~ 7 [Ja-p7%).
i=1

iv) Supposons que la décomposition de Jordan de M soit M; B M,, avec M, unimodulaire, de
dimension n, paire et de déterminant A\ € {1,¢}, et avec M, P-modulaire, de dimension ny =

n — n1, nécessairement paire. Dans ce cas, on a :

na(no+1) :} . %2 .
2p 1 [Ja-p®]Ja-p%)
%p(M) — =1 i=1

1+ (——-——(_1);}’\> p‘lz’“

v) Supposons que 'on se trouve dans la méme situation qu’en iv), mais qu’au lieu d’étre paire, la
dimension de M, soit impaire. Alors on aura :
nz{ng+1) = —92i = -2
B, (M) =27 [[-p)][a-p2)
i=1 i=1
b) Supposons que p est inerte dans Og. La situation est beaucoup plus simple. Le seul cas que nous

devrons considérer est le cas ou M est unimodulaire, et sa densité locale en p est :

B(M) = [[a - (-1)'p™).
i=1

¢) Si p se décompose dans Og, nous n’aurons & considérer que le cas unimodulaire. Et I'on a :

B,(M) = [[(1-p~7¥).
i=1

Démonstration :

la partie a) de ce théoréme est montrée dans ([Ban], pp. 24-28) et les parties b) et c) sont montrées
dans ([Re], Hilfsatz 5.3). ®

§ 3. Estimation du produit de presque toutes les densités
locales

Supposons dans cette partie que F = Q(Czpk) avec p e P(Z), K = Q((zpk + ngk)’ et que (M, h) est
un Og-module hermitien, projectif de rang n, et totalement défini positif. Il est évident que (M, h,) est
unimodulaire pour tout p € P(K) sauf pour un nombre fini. Posons S '’ensemble des “mauvais premiers”,
C’est-3-dire ceux pour lesquels (M, h;) n’est pas unimodulaire. Notons p; I'unique idéal premier de Ok
au-dessus de p, c’est-a-dire le seul idéal de Ok qui se ramifie dans Og. Supposons que p, € S. Posons
encore $' = {ge P(Z) |3p€ S, pNZ =gZ}, et on suppose que {p e P(K) | pNZ =4¢Z, g€ §'} = S.

Le but de ce paragraphe est d’estimer H B,(M,). Mais avant tout, nous devons faire quelques

peP(K)-S
rappels sur la décomposition des idéaux d’extensions galoisiennes. Soit p € P(K) — {p,}. Nous rappelons
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la notation f, pour [Ok/p: Z/qZ] ol g est tel que pNZ = gZ. Soit maintenant ¢ € S’ — {p}. On sait
que O = pl--'P,(l)PT<1>+1'-~pr(x>+ (), avec p, est inerte dans Og pour i = 1,...,r<(11), et Pv,; se
q q q

"(2) (1)

décompose dans Og pour j = 1,...,ry . L’extension K/Q étant galoisienne, on a que vy’ = 0 si et

seulement si r((f) # 0. En outre, il est bien connu que fpl = fp. = fq pour tout ¢,j =1,... ,rél) + 7'52).

-r®

Enfin, on a Pégalité (ré”-%—réz))f go(p ) . On note encore Fg pour H (14+¢~ o)~ - (1-¢~f)~
q€S8'~{p}
Derniére convention : si d(E) et d(K) sont les discriminants des extensions E/Q et K/Q respectivement,

k—1 k1) _
il est bien connu que |d(K)| = p™— A que |[d(E)| = pP* T 'kp=k=1)  Par commodité, nous

= — s oo — PN Ekp—k-1)-1
noterons |d(K)| = p* et [d(E)| = p***1, oh s = ==,

Théoreme 2.3.1
Sous les hypothéses, notations et conventions de I'introduction de ce paragraphe, on a
ﬂg_")
1 mon) <2288 b (Tl T[a-a7)
peP(K)-S i=2  g€S’
Démonstration :

a) Supposons que (M, h) soit unimodulaire et de rang 1. Dans ce cas, on sait calculer w(M). En effet,

wM)={z €O |zz=1}= W . Utilisant la formule de masse, on trouve :
1 2541 e __‘P(Pk) —-1
W= 2 F pi(2m)~FF H B,(M,) L.

PEP(K)

o(pF)—a (s+1

Donc, HpEP( K) ‘,BP(MP) =27z . "'k)ﬂ'_r Or, nous avons vu au théoréme 2.2.6 que
2 sip=yp,

) =< (14¢f¢) sipest inerte dans Op, et ¢Z =pNZ
(1 —¢~44) sipse décompose dans Og, et gZ = pN Z.

B,(M,

DODC,
4 pk — s4+1 @ pk
H %p(Mp)_l 2%& L= (2 k) JTZ . F

peP(K)-S

= I a+gfya-g .

qEP(Z)- 5’

b) Pour (M, h) quelconque, on a :

1 s 1 [l ?user?

pEP(K)-S qEP(Z)—- S’ i=1
e(®)-2 s+l g w(p
=257 . p~ (TR 25 . Fg

H H(l - (—l)iq—fq'i)—rgl)(]_ —_ q—fq'i)—rgz)

q€P(Z)—-S' i=2

¢gpk2
52“"’ SeP=t R il . Fg H M « )1
i=2 qcP(Z)- S’
‘P!gkz

= 228 P 2 b T [T =079

=2 geS’
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CHAPITRE 3
Un exemple d’application: les isométries parfaites

Voici un probléme qui prend sa source dans la théorie des noeuds, cf. [Ker]. Soit (M, 8) un Z-module
bilinéaire symétrique, unimodulaire, de dimension n. La question est la suivante : existe-t-il une forme

~ sur M, unimodulaire mais non symétrique, telle que
B(z,y) = y(z,y) +7(y,x) pour tout z,y € M.

Le probléme s’énonce matriciellement ainsi : si B est une matrice de J, existe-t-il une matrice 4 € GL,(Z)
telle que A+ A¥ =B ?

Dans ce cas, il est clair que (M, 3) est de type IL. Ainsi, le rang de M est un multiple de 8. Michel
Kervaire, dans [Ker1], donne des résultats jusqu’en dimension 24, et pour les (M, 3) possédant un systéme
complet de racines. En dimension 32, la formule de masse pour les formes bilinéaires nous apprend qu’il
y a au moins 80 millions de classes (cf. [Mis], théoréme 5.3), et un nombre trés restreint d’entre elles
possédent un systéme complets de racines (cf. [Ker2] et Annexe 4).

Voici comment nous allons procéder pour faire avancer quelque peu notre connaissance sur le sujet :
nous allons voir au lemme 3.1.1 que le probleme est équivalent 2 la question sur Pexistence d’une isométrie
t dont le polyndme caractéristique F vérifie F(1) = 1. Nous allons, grace & un théoreme d’Eva Bayer,
donner la liste compléte de tous les polynémes possibles. Cette liste est longue, mais nous parviendrons

2 la réduire considérablement, jusqu’a n’avoir plus que 23 polynémes.
§ 1. Résultats généraux

Lemme 3.1.1

Soit (M, 8) un Z-réseau unimodulaire de dimension n. Notons B la matrice de 3 relativement & une
certaine base. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

a) Il existe A € GL,(Z) telle que B = A + A*™.

b) (M, 3) posséde une isométrie t telle que 1 — t est inversible.

¢) (M, B) posséde une isométrie t dont le polynéme caractéristique F' vérifie F(1) = 1. Autrement dit,
(M, B) est un F-réseau, avec F(1) =1.

Démonstration :

L’équivalence de a) et de b) est démontrée dans ([Ker], Lemme, p.177). Les parties b) et c) sont
trivialement équivalentes : si T est la matrice de ¢, alors F(1) = det(Id, — T). ®

Définition 3.1.2

Les isométries de (M, () satisfaisant les parties b) ou ¢) du théoréme précédent sont appelées

isométries parfaites de (M, f3).
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Rappelons que si (M, §) est défini positif, alors le polyndme caractéristique de toute isométrie est
un produit de puissances de polyndémes cyclotomiques. Voici un lemme technique concernant certaines

valeurs que peuvent prendre les polynémes cyclotomiques.

Lemme 3.1.3

Soient d > 2 un entier naturel, et ®4 le d-iéme polynéme cyclotomique. On a les résultats suivants :

a) ®4(1) >0 et 1(1) =0.

b) ®4(1) =p sid =p™, avec p € P(Z) et m > 0.

¢) ®4(1) =1 si d a au moins deux facteurs premiers distincts.

d) ®4(—1) =1 si d est impair et différent de 1.

e) ®o4(—1) = ®4(1) pour tout d.

Démonstration :

a) On a déja ®(1) = 2. Supposons d > 3, et soit {, une racine primitive d-iéme de I'unité, et Ny la
norme de I'extension Q(¢ d)/Q. Puisque d > 3, ¢(d) est paire, oll ¢ est la fonction d’Euler, et on

trouve :
ea)= JI  o-¢)=Na1-¢) >0,
o€Gal(Q(£,)/Q)
car Q(¢,) n’a pas de plongement réel.
b) En effet, ®,m(X) = XP" =D 4 XP" -2 4.4 XPTT 41
) De Xl 4 X+1= H ®,(X), et de a) et b), on déduit le résultat.

uld
us£l
d) Par un argument similaire & la démonstration de a), on montre que ®4(—1) > 0 pour tout d > 2.
Xi-1
D’autre part, si d est impair, ’égalité polynomiale Y1 = H &, {X) évaluée en —1 nous donne
|d
urtl

que H ®,(-1) =1, donc B4(—-1) = 1.
uld
us£l
e) Si d est impair, on sait que ®24(X) = ©4(—X) cf. ([Lang], VIII, §3).
Si d est pair on écrit d = 2"d’ avec d’ impair. On a aussi [Lang] : ®ont14(X) = o0 (X?"). En
évaluant en —1, on trouve

Boa(-1) = Tar (1) = {; “o) 397

Théoréme 3.1.4

Soit F' un produit de polynémes cyclotomiques tel que F(1) = 1. Il existe un F-réseau unimodulaire
si et seulement si F' est un produit de polynémes du type suivant :

1) @7, de degré divisible par 8, tel que ®7,(—1) est un carré.

2) ®opny - - - Popn- de degré divisible par 8, tel que ®apni - - - Popn. (—1) est un carré, et p est un nombre
premier impair.

3) ®opngm <I>§p,., ol p et q sont des nombres premiers impairs distincts congrus 4 3 (mod 4), et p est un
carré (mod q).

4) BprgmPpngr 0U Boprgm Popngr, Ol p et ¢ sont des nombres premiers impairs distincts congrus & 3

(mod 4), et p est un carré (mod gq).
5) ®4pn D3, Ol p est un nombre premier impair congru 4 3 (mod 4) et 2 n’est pas un carré (mod p).
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6) ®4pnPypm, oll p est un nombre premier impair.
7) ®pngmPopngm, p et g sont des nombres premiers impairs distincts congrus 4 3 (mod 8)

Démonstration :

cf.([Bay], théoréme 2.1). #®

Le théoréme précédent nous permet notamment de trouver tous les polynémes F de degré 32, tels
que F(1)} = 1, et dont Pensemble des F-réseaux &(F) n'est pas vide. Le cardinal de ’ensemble de ces
polynémes est 846. Nous en donnerons la liste au prochain paragraphe. Les deux résultats qui suivent

nous permettront de réduire considérablement le nombre de ces polynémes.

Lemme 3.1.5
Si F et G sont des produits de puissances de polynémes cyclotomiques, tels que Res(F,G) = £1,
alors il existe un FG-réseau si et seulement s’il existe un F-réseau et un G-réseau.
Démonstration :
Soit (M, ) € g(FG). Puisque Res(F, G) = %1, il existe des polyndmes h et & tels que hF + kG = 1.
En posant My = G(t)(M) et My = F(t)(M), puis (5; et (2 les restrictions de 8 & M; et M, respective-
ment, on trouve que (M, 8) =~ (M, 1) B (M2, B2) (voir la proposition 1.2.3). Finalement, on voit que
(My,8,) € &(F) et que (M2, B2) € &(G).

La réciproque est évidente. *

Lemme 3.1.6

Soit F = @35, <@ ,., avec p € P, p fm; pour tout i = 1,...,s, et n1 < n; pour tout
j=2,...,8. Soit (M,p) € g(F). 11 existe donc t € O(M) telle que car(t) = F. Alorson a :

- -1 ny—1
p"1ly _ g{ript1” T2p"1 T rsp"tT
car(t ) =8 @ity P eniiy,
Py — griel™) | prep™ Y
et car(t? ) =&} O nimgy " Ppmanim,-

Démonstration :
Posons W = M @ Q sur lequel 3 et ¢ se prolongent naturellement. On a vu dans la proposition 1.2.3
que W =W B...BW,, avec W, = = @)(W),pouri=1,...,8,et f = Pprim, - Pprum,. On note
t; pour t|w,. Il est évident que car(t;) f—-‘gi; m, Dour tout i =1,...,s, et que car(t') = car(t}) - - - car(t})
pour tout entier [. Soit g€ P, le Ny meN—-gZ,et j = ., = 1. Selon ([Lang], VIII, §3), on a :

Bt (X) = Bpt-i(XT).
Soit maintenant ¢ = 1,...,s. On a donc I'égalité ®pn;-ni+ip, (tfnrl) = Pprim,(t;) = 0. Ainsi, le
polynéme minimal de t? "7 vaut ®,ni—n1+1m, , €t par suite, car(t] "i_l) = @;i’:t::,l my Car la dimension
de W; vaut p(p™im;)r;. La premiere égalité du lemme est démontrée.
En suivant le méme raisonnement, on voit tout de suite que car(t? ") = <I>“,f’ —rim, POUr§=2,...,s.
Pour i = 1, on utilise un autre résultat :

(X

O (X) = m(X) VgePet g fm cf. ([Lang], VIII, §3).

n g —1 ng—~1 ny—1
On trouve alors : &n,, (£} 1) = By (7 ) - By (7 ) = ®pram, (81) - By (&2 ) = 0. Donc &y, est
le polynéme minimal de t7, et 371%™ est son polyndme caractéristique. *
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§ 2. Application de la théorie en dimension 32

Dans ce paragraphe, nous allons trouver tous les polynémes F' de degré 32, tels que F(1) = 1, et
& (F) # 0. Puis, nous utiliserons les lemmes 3.1.5 et 3.1.6 pour éliminer les polynémes “inutiles”.
Notations

Nous dirons qu’un polyndme est de type i s’il satisfait la partie i) du théoréme 3.1.4 pouri =1,...,7.
1l s’agit dans un premier temps de trouver les polynémes de type i et de degré 32, 24, 16 et 8.

Les polynomes de type 1
Iis sont du type ®7, avec m possédant au moins deux facteurs premiers (car il faut que ®,,(1) = 1)
et ®% (—1) doit &tre un carré.
de degré 32 :
Un polynéme F est de type 1 et de degré 32 si et seulement si F' est I’'un des polynémes suivants :

of 8%, o}, ol i 5, B3 B3 DY B D1 BY Pes Pso Pos Proz Pizo-

de degré 24 :
Un polynéme F est de type 1 et de degré 24 si et seulement si F est 'un des polynémes suivants :
052 f 9%, Pl s P Do 05 B, B D Y
B35 B35 D39 B, Bus P2 P Pro Dr2 Prs Pss Poo.
de degré 16 :
Un polynéme F est de type 1 et de degré 16 si et seulement si F' est I'un des polynémes suivants :

¥ ol ¥, ¥ 9% B3, B3 P s Do

de degré 8 :
Un polynéme F est de type 1 et de degré 8 si et seulement si F est I'un des polynémes suivants :

®f @, @2, 15 D P Dao.

Les polynomes de type 2
On cherche les polynémes F = ®gpn; - - - Dopnr, tels que 7 est pair et (p—1)(p™ 1 +---+p* 1) =0
(mod 8).
de degré 32 :
On doit résoudre I’équation (p — 1)(p™*~! + --- + p"r~1) = 32 avec p premier et r pair. Les seuls
candidats pour p sont : 3,5 et 17.
Si p = 3, on trouve 7 polynémes nouveaux {c’est-a-dire qui ne se composent pas d’un produit de plusieurs
polynémes de type 1) :
Bed3; OID3; ®lDsy 0002, BBz DeDIPss DiP1sPsa.
Si p = 5, on trouve 1 polynéme nouveau :

3,®50.

Si p = 17, on trouve ®2, qui existe déja.
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de degré 24 :

Pour résoudre I’équation (p — 1)(p™~1 + ... + p*r~1) = 24, avec p premier et r pair, les candidats
pour p sont : 3,5,7 et 13.
Si p = 3, on trouve 5 polynémes nouveaux :

P03, PPy BEDI; BIDg PisPsa.
Si p = 5, on trouve 1 polynéme nouveau :
$10Ds0-

Sip =T ou 13, on ne trouve pas de nouveau cas.

de degré 16 :
Pour résoudre ’équation (p — 1)(p™~! + --- + p™~1) = 186, avec p premier et r pair, les candidats

pour p sont : 3 et 5.
Si p = 3, on trouve 2 polynémes nouveaux :

DD, B3Ds.

Le cas p = 5 ne présente pas de nouveau cas.

de degré 8 :
Pour résoudre I’équation (p — 1)(p™ ™! + -+ + p™ ~1) = 8, avec p premier et r pair, les candidats

pour p sont : 3 et 5.
On ne trouve dans le cas p = 3 que le polynéme

Le cas p = 5 ne présente pas de nouveau cas.

Les polynémes de type 3

11 faut trouver les polynémes F = Pgpnom <I>§p,. tels que p = ¢ = 3 (mod 4) et tels que le symbole de
Legendre (g) soit égal & 1. Le degré de F vaut p"~1(p — 1)(¢™ (g - 1) + 2).

de degré 32 :
Pour résoudre p”~1(p — 1)(g™ (g — 1) + 2) = 32, on doit avoir que n = 1 et p = 3. Il nous reste

donc a résoudre g™ (g — 1) = 14 avec g premier. Cela est impossible. Il n’y a donc aucun nouveau cas.

de degré 24 :
Sin # 1, onap=3 et que n = 2, mais alors g ne peut valoir que 3. Or p et g doivent étre distincts.

Si n =1, on voit que p = 3 (mod 4) peut valoir 3 ou 7. On trouve ainsi 2 nouveaux polynémes :

Pibgs D2, Dyo.

de degré 16 ou 8 :
Comme pour le degré 32, on voit que n = 1 et p = 3. Dans ce cas, ¢ ne peut valoir que 3, ce qui est

impossible. Il n’y a aucun nouveau cas non plus.
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Les polynomes de type 4
On cherche des polynémes du type F = ®prqm Pprgr o F = Bppngm Popngr, avec p = ¢ = 3 (mod 4)
et (g) = 1. Dans les deux cas, le degré de F est p" *(p —1)(g — 1)(¢™ 1 +¢"71).
Dep" Yp—1)(g—1)(g™ 1+ g™ 1) <32t (g) =1, on déduit (p —1)(g —1) < 16, et donc p = 3,
g =7, et finalement m = n = r = 1. Les seuls polyndmes possibles sont ®3, et %,, mais ils sont déja de

type 1.

Les polynémes de type 5

On cherche des polynémes du type F' = ®ypn <I>§p,., avec p = 3 (mod 4) et ol 2 n’est pas un carré
(mod p). Ces conditions sont équivalentes & p = 3 (mod 8) par le théoreme de réciprocité quadratique.
Le degré de F est 4p"~!(p — 1), ce qui implique p < 8, et donc p = 3. Pour deg(F) = 8,16,24,32, on a
donc 3*~1 = 1,2, 3,4. Donc on a pas de polynomes de degré 16 et 32. Et un nouveau polynéme de degré

24 et 8, & savoir :
CI)%8®35 et ®§¢)12-

Les polynémes de type 6
On cherche des polynémes du type F = @®4p~Pgpm, avec p un premier impair. Le degré de F est
2p - 1)(p""t +p™ 7).

de degré 32 :
Il est impossible de résoudre ’équation (p — 1)(p"~! + p™~!) = 16 si p est premier et n,m sont des

entiers positifs. Donc aucun nouveau cas.

de degré 24 :
Résolvons (p — 1)(p™~! + p™~1) = 12 : les candidats pour p sont 3,5 ou 7. Avec p = 3, on trouve
®Z; qui est déja un polyndme de type 1. Le cas p = 5 est impossible. Avec p = 7, on trouve le polynéme

®2;, mais il est aussi déja de type 1. Aucun nouveau cas non plus.

de degré 16 :
Pour résoudre (p — 1)(p™~! + p™~1) = 8, les premiers possibles sont p = 3 et 5. Dans le cas p = 3,

en posant n = 1 et m = 2, on trouve un nouveau polynéme :

D12P36.

Dans le cas p = 5, on trouve avec n = m = 1 le polynéme &%, qui est déja de type 1.

de degré 8 :
Pour résoudre (p—1)(p"~! + p™~!) = 4, on doit poser p = 3 et n = m = 1, et on trouve $2, qui est

de type 1. Aucun nouveau cas.

Les polynémes de type 7
On cherche des polynémes de type F' = @pngm Popngm, avec p et ¢ des nombres premiers impairs
distincts congrus a 3 (mod 8). Le degré de F est 2(p—1)(g—1)p" " 1¢™ 1. De (p—1)(g—1)p"~1g™ ! =
16,12,8,4 et p = ¢ = 3 (mod 8), on voit que p = 3, mais il n’y a pas de possibilités pour ¢, donc pas de

polynémes nouveaux.
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On trouve donc 25 polynémes de degré 32, 33 de degré 24, 13 de degré 16 et 9 de degré 8. En

multipliant entre eux tous ces polynémes de facon & trouver des polyndémes de degré 32, on obtient alors,
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en vertu du théoréme 3.1.4, la proposition suivante :

Proposition 3.2.1

Soit (M, (3) un Z-réseau unimodulaire, pair et de dimension 32. Soit t une isométrie de (M, 3).

Alors t est une isométrie parfaite si et seulement si son polynéme caractéristique est un des polynémes

suivants :

o5 a5, @5, @, D% B3 D3 % Dl DI Ds1 Bh Des Dso Dos Pioz Pazo
0}, 030} P50l DED% DED5 25D,

2402, Dids;5 Dids; Dibss

Dy PEDY, PEes DLPY iP5y BERY, BEDYL,
DePeo D500%, 23°0%; 270

512 385, 3,01 25,03
0003 90035 23,3 @10Pao
P30 D3P P} ®e0 D3Pso
010 Pio®e0 2507, 33Pis
03,03, 5,85 21,03 2%%%
33,845 D%,850 03,856 D%,070
01,93, 01,85 01,040 0104
01,815 014020 24P 214030
®15®3) D15P35 D193 D15P3o
15878 D15Pss P15Po0 D395
83020 9}Pa0 PisPa0 DY
Pr0Pss PooP3s D2oPaze D20dl,
Do0Pss B20Poo D505, D5.9%
03,030 D203 P2u®3s 2P}
D24Ps6  P24Pr0 P24Pr2 P2y
03,850 D% P30 DZgP30 D30Pss
Q30070 P30P72 P3p®Prs P30Ps4
®45%60

PeD15D3; D6P1893; PeP15D3,
BsP18D3; DeBP1sP30 DsP15D%,
PsD1sP72 P6P18P78s PeP1sPsa
203,03, BF0ioPes BID1DI PEID5 P12
q)gq)m@%l ‘I’g@lz@g4 ‘I’%‘Iﬁz@gs
P2D12P39 0201202, B21P12P4s
B2010B7s PZR12Pss DEP12Po0 BEDT,Pes
<I)§«I>§Z<I>4o P203,043 OZ @?2‘1%50
B253,B24 D203,057 02P15P6s @%@%5@%8
P202. D45 ‘I’g@%sqﬂgo P2D90Pes DED4 Do
D302, 35,4 @2@?24)13 D3P 1583, B3D15P54
P3P Pss DEP24Dss DBEP30Psa BEP10Ps0
307003 5010w P5PIPss 523 %eo

B0} D3O, P42 2505

D05, P4D3; 5Pl DiPis D5l i
PEd70 PeP72 PéP7s PEPsa

o803, ®F03, OFP3, BEDI, DEPsw DBus
@ézéfz @é2‘§15 ‘Pé2‘1>20 ®é2¢’24 ¢é2@30 @é3¢>13
0} @1y 27003 23003 1% 23093 2%
92,83, PIoPis PhPs2 O%Pse 2380 5Pn
0§01, ®10% 2100 21083 21025 TiePaw
G2 Ofp®2s BP0 05,31, 0% 01,01
03,03 3,93 0503 05,03 010 ¥4,%%
0%,872 03,07 1.0s¢ 25Ta0 P10 01,85
1,060 B3,P35 B5,015 B5Pa0 D502 B9,P30
B150%y 21503, 01503 P15P3, D150% D15P%
P150%, D15Pas PisPsz D15Pss D150 DisPre
03,83, 91:0% 0310 ®3;Ps 2%:Pe0 PiPa
Ds®s0 DPoo®f P20P3y D203 2003 2023
DooPys P20Ps2 P20Pse P20Pr0 P20Pr2 P20Prs
03)0s0 D30Dss P3P0 P3P P3P0 D3P
ByaP3s D2u®3s DosPzo $24DF; P2aPss D24Ps2
D2aPsy D2uDo0 3,03 @3,Pa0 3,045 $34Pe0
3002 P30P3s PsoBl, Pa0Pus P3oPsz D30Pss
B3oPoo D3Pa0 P%0Pas D3Peo PaoPss PsoPeo
P6D8, P15 DS, 018 P6®i,Pis DeD3 P15
PeD1503; DcP1sP3 PeP1s®P3y PeP1sPas
PeP18Pys PeP1sPs2 P6P1sPsc P6P18P70

PP 13Pog @6@%8@54 @sfbiségs ‘I’%‘I’%OQ%
(I)%(I)Izé‘ll4 ql'gq)lz(l’?s ‘1%@12@?8 D2d;293,
@gq)m@%s @%‘I)lzibgo (I’g@lg@gs @2‘512@%6
33010052 BEP12Pse DER12Pr0 DED12Pr
0F03,0}; 303,05, ©301,03, 03%%,%%
0201,0%; ©%01,03 B§RPis 253 P20
003,03, 0391:%3, P3PL03, DEPIsPa0
P2B30Des D301 DY P30 D5 DEDL, P
@%‘I)lg@ee @g@?sézo @g@?s@g‘l ‘I’g@?s@go
403,01, 0401 %% 82105 D521.03,
2401,01, 25210215 B6210P20 PEDio P2

401 P30 PEP12Pes PEDI, B DD, 0%
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8421,93,
‘I)é ®4,815
B5D15D40
85075 P36
D302, P30
P§D30Pus
2P130%,
821,215
PED12D4s
B3, 03
807, P15
B802,89

9321,2%,
481,20
¢P15Pus
B5D20%3,
PiDo4 83,
BEP30Pe0
O30,302,
@g@%oélz
$§D12P60
‘I>§‘I>15‘I>fg
‘I>§<I>?o<1>20
801,24
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<I>§<I>%2<I>4o
<I’§<I>‘112<I>24
$5915P60
PEDo D2,
B§D24D40
@g@‘foélg
020,502,
@g@lg <I>"125
0§23, ®%s
PR8I P20
BED3, Doy
g2, 230

DLD2, D48
481,830
B§85 20
P§D20 P40
B5P24Pas
@gq)lg@:fg
P2P18%40
3881282,
PED2,B36
QDY Doy
802,83
P§D15D20

ng’%z‘PGO
003,34
B§35 P2y
5D Dys
P5D24 P60
BEP12Ps4
DZD15P4s
Cbg@lg@%‘l
082,015
@g@%@;;o
080,33,
BED15P24

240,015
@é@lg,@go
B421; 030
®§ D200
843,830
B204,818
B2 P15Pe0
Qg@lzi)go
08®3,340
0{0%,815
PgP12P36
B§P15P30

BED20P30

$3®15%30

81093, P50
01, 21,93,
8381, %20
33, ®15P4s
0§, 22093,
0382423,
82, ®30P60
&4®15P24
$129%, P36
81,8159
82, 018Ps4
01,830 P24
$2,®30P40
B3, P15P20
32, 820842
D15P20Pss
$159%,P30
018P24Ps54
D20 P24Ps0

PP, P30

2201,%15

039,5P1s

B2913%20

303, P36
0321503, 521523
B5D18Ps4
D452, 24
P5P30D40
D203, D15
282,23,
BEP12%40
D3, P24
0§23, 2%,
‘Dg@%szls
DED2 D24

B2013P24

BLOB2 D1, BL0D12D1s B0P12Dr BR0D12Pay DE0D12B30 D P12Dis

@10P15P50
97,21,2%
3321, P24
$3,®15%60
9722023,
B3, ®24%40
39, ®12%36
4p®15P30
B1283, 36
®3,®15%40
9$,973%36
9%,93230
33, P30D4s
34, ®15P24
3, 02442
®15P20Ps0
@15P30P40
©18030P54
B2093,P30

®10P20%P50
8323, %40
83,21, P30
83,275 P20
$2,P20P10
$2,824D4s
810832815
$4P20P24
D12P36P40
®3,P15P4s
97, 82003,
31, 824%%
33,3060
34, ®P15P30
33, P30Pa2
P53 P24
D15P30P4s
B2;D20P36
®20P30P40

©10P24%s50
8%,9%,®1s
83,93, P12
<I>f0<1>§5<1>24
B3, P20Pus
B3, P24P60
81,87, P20
$4P20P30
D12P36Pus
$2,815P60
03,820%3,
®3,®24%40
®3,®15P36
B4,®20P24
015P18Ps4
®1593,P30
®15P30P60
P13 P24P36
B20P30P4s

®10P30%s0
97,93, Peo
3481593
83815830
83, %2060
94,23, 230
31001, P24
$30P24P30
®12%36P60
83,875 %20
33, ®20%40
83,0248
33,P20P36
&1, P20P30
$15933 D36
$15P24%%
33 D20P24
B33®30P36
D20P30P60

©24P30%P60

P6P10215P50
D623, 215%3
6D P15%1s
0 92,8,302,
®60%,%15%60
6P}, ®18%P30
P6P15P15Pus
B6P15P2093,
P D15D3) D24
D6P158P24Po0
32010912850
P202,8,2P40

q)sq)%o@%z@lg
B6D3,P18P40
B6D%(P15P20
9601,0,39%,
P03, 018P36
PeD2,P15P42
P6P15P18P60
B6D15P2093
$6P1892 P30
B6D1893, P30
030%,21283;
Qg@%oq?‘u@‘;s

@Gq)goq)%sq) 18
PeD2,D15D4s
6P P18P24
®s®2,81592,
BeP4,D15P18
P6P15D1893,
PeD35D15P20
PsP18P20P 40
$6D15P2493,
PsP15P30P40
9307,21223
@%@%OQHQGO

P23, 218230
Pe®2,P18P60
BeD1,P18P30
607, P18P10
®601,P18P20
B6P15P18D34
P07 15P24
P6P18P20Pss
PeP18P24P40
PeP15P30Pas
2327,2129%,
032,927,215

44

8$,9%,9%s
07,93, P36
83,1593,
$2,®18Ps4
9303 P24
33 P30P40
04,87, P30
B12835 P36
83,97, %42
97,0%; P24
33, ®20Pas
$3,®24P60
33, P24P36
34, P24 P30
&15P2093,
©15P24P40
$35P20P30
B20P2493,
B2, ®P24P30

D623, 215934
<I>6<I>‘110<I>%2(I>18
2,835
B6D3,P15%as
DD, P18P24
$6D15D1893,
6D P15P30
P6P15P20Po0
PeP18P24Pas
P6P15P30 P60
929%, 21293
393,23, 236

03,81, 23,
27,01, 815
83,1583
93,75 P36
97,930 230
33, P20Pas
4, P15P20
B12%3 P36
87,815%3,
83,835 830
B2, 82060
87,93, P30
33,30 P36
®1,015P42
$15%209%
@15P24P4s
B35 D24P30
D20P24P40
D24P30P40

02,®15P40

32,8153,

P15P20%40
®15P24P60
®18P20P54
P30P24P4s
D24P30Pus

BeP15P18P40
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0301083, 815 3010}, 820 BFTDL02 307,903,830 EDTP15P%s

D301,05020 PFDIHPIsPas BEBIPIsPs0 DFYP1201s BFDYP12P20

BRDLB1yBas  BEBYD1oBs0 DED12B2, sy DRD1B15BF, DRD1001502, D201281502
BiP12015Ds0 DZD12P15Bas BEP12@15Pe0 DED128%, Do) DED1DF Doy

B20190%, P30 PEP12P18Pss  BED12DL P36 BED12D20D3, DEP12P0PE,

B2P10D20Ps0 DZP12P20Pas BER12P20Pe0 DED1282) P2y D2D1282, D30

BZD12P24 D3y BEP10D24Pa0 PED12P24Pus BFD12P2Pe0  DIP129Z, D30

P3P12P20Ps0 DFD12P20Pas  DFD12P30Be0 BEDT,D15P%; DEDI,®15D36

301,030 Pe2,P1sPas DD BTPs0 DI, P20Pas PEPT,B24®s6

D202, 830B35 B20%,015Pp B20%,815B0y B2D%, 015Dz BID3,Ba0Ps4

D203, 800030 B20%,B04Bs0 B2B1502,Bap B2D150%,Dp0 D2D150%Bso

D202, Bp0Bss D202 BagBsg BLBL BBz B3D20%,B15 BIY, BB

P2D1202, 015 DEP12P18BF) DPED12D18D3; DIP12D18DF, DIP12P15Pa0

B3P12P15Pss DIP12P18Pe0  BIPT,P1sPas PIPI,P15P1s DID3, D159

0}, 01805¢ 3PP, P15®P30 D§PIP120fs D§DIP12P36 P4DT P12 P15

303,801,820 501001,P2 40521030 T5PH P10 PEDIP15Das

P2 015030 DEDZ D20Pos BEPI PPz DEDIP2uP30 DED12D15D%

BED12P15B3s DER12DI P BED12D%Pos BEP12DT P30 DER12P20P3s

PeD12D2g P36 DEP12P30Pac PEDID15P20 DEDRIP15Poy DFRT,P15P30

BED2,D20P24 PEDRT,P20Pa0 PEDIP2uP30 DER15P20Pos  PEP15P20P30

PED15Doy P30 DEP20P2aPr0 BEDI DL, D1z DePIP15Pis PRPTP15P20

3302, 15020 BIDL 01830 BED12P18P3s DD, B15P1s DFDT,P18P20

P202,B15D24 DFD%,P18P30 PZP15P15P20 BRD15P18Pos DEP15P15Pao

BFD13Pr0P2y BEP1aD20P30 PED18P24P30 BEDLP12®1s DERTP12P20

BED2 P12Prs DERE,D12P30 BEP12P1sPa0 DER12P1sPoy DED12P15Ps0

B8P 12D P2y DZP12P20P30 BEP12PosD30 DEDTP12P1s BED12P15P1s

BI01oP15D20 BiP12D18P2s BLD12%18P30 B P12P15P3s DI P12P20P36

32, P12P24P36  D3D12P30P36 D3PI, P15P20 PPpPIP15P2s D3, D%,D15P30
82)02,820%21 3,07, P20P30 D381, P24P30 B P15P20Pas B3 P15P20P30
82,015P24%30 P3pP20D24P30 P12P15P20P3s  D12P15P24P36  P12P15P30 P36
P12P20P2sP36 D12D20P30P36 P12P24P30P3s 21 P15P20Prs D3 P15D20P30
2,815824P30 D3,P20P24P30 P15P20P24P30

BeD2D12018P36  PeD%P3,B15P18 PePIP,P18P20 BeDF 8, P18P24 PsPFPT,P18P30
602, 015018020 PeDZP15P18Po DeBID15P18Ps0 DD P18P20P20  PeDIpP18P20P30
P P2, P18P24P30 P6P12P15P18P3s  PP12P18P20Prs  PsP12P18P24P3s  P6P12P18D30P36
B6D2,015P18%20 P6DLP15P18P2s P62 P15P15Pr0 PePLP18P20P24 PP P15P20Ps0
D602,815P24P30 PeP15P18Po0P2s PeP15P18P20P30 P6P15P18P24P30 P P18P20P24P30
02, 012015000 DEDLP12P15Pos DEBID12P15Ps0  DEDRIP12P20P24  BFDZ,B12P20P30
D282 012024P30 BZD12P15P20P2s  DID12P15P20P30 DER12P15P24P30 BEP12P20P24P30
B2D2)B15P15%18 DFRIB12D18P20 BEDZP12P15P2s DIREP12P18P30 BER12P15P18P20
BFD12015018Prs  PEB12B15P18Ps0 PFP12P18P20Pos  PFP12P18P20P30 DER12P18P24Ps0

11 y a 846 polynomes.
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Elimination des polynémes superflus
Nous allons, pour le reste du chapitre, diminuer le nombre de polynémes grace & deux méthodes :

(A) Elimination des polynémes
attachés a des réseaux décomposables

La proposition 3.1.5 nous apprend que si F et G sont tels que Res(F, G) = %1, alors tout FG-réseau
unimodulaire se scinde en deux sous-réseaux unimodulaires de dimension inférieure.

Dans le cas qui nous intéresse, nous connaissons tous les réseaux de dimension inférieure a 32
possédant des isométries parfaites [Kerl]. Donc, tout polynéme attaché & un réseau scindé de dimen-
sion 32 peut étre supprimé de la liste de la proposition 3.2.1; pour autant, bien entendu, que les deux
sous-réseaux possédent eux-mémes des isométries parfaites.

D’autre part nous nous savons que Res(®,,, ®,) = *1, sauf si m = p"n avec p premier (cf. lemme
1.3.7). En outre, on a vu dans le méme lemme que Res(FG,H) = Res(F, H)Res(G, H) pour tout
F,G,H € Z|X].

Ces résultats nous permettent d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2

Soit (M, 8) un Z-réseau unimodulaire indécomposable, pair et de dimension 32. Si (M, 3) posséde

une isométrie parfaite, alors le polynéme caractéristique de cette isométrie est un des polynémes suivants :

¢ @ o}, B Pl Bl 5 Di Oh Phs P Ph Pes Do Pos Prz Duze
D0y D], D4B], 04Dl 423, D403 Bi0L, PP D{PY, BiPes DL
D5y BFD], DFPI, DD, PDss D5°PY, B5°0%s D7PL, PP B3P
201 B 012 21,05 %2 5P TP PhBso BioPi TH®% Pie®ao
050D B§@30 5,93, 05,03 01,0sa 1,83 01,8s Pirdeo D3Pz PP
$1583, D105 DL D%, L Do BP0 D5Pa0 P3Peo D2Prr D3,Pas P3oPoo
93, o0

BB, P15 DeP18D3; PeP18P3y DePisP3s DeP1sPi PePis®Prz PsPi1sPrs

DsD13Pg0 D623 Psa DeP3 P36 (I>§€I>12‘I>‘118 0251283, <I>§c1>12<1>§0 <I>§<I>12<I>§6

3D120%, 0010875 DFD12Dss BFPTPes DFDL, B3, DEDL, B35 D3PI Tus B3P, Peo
001,03, 301,03 FDP2u BFDPa0 BF0%.03, 250123 BE0IsPus DEP2uPos PER30Pes
D302,03, B3D2,sy DIDL, 015 DIB1Bes DIDIDyy OIBHDip 3Dnuss BID30Dss
505,03 ®5010Pa0 B5P12Pes B5PL D3, D3PL03 D5PLTuis BeDLPeo D3, Pis
BLE%,Bys BIDL Doy DLDLDy O102,0., O10583) 01030z 040505y BEDIs
DDy ®3) DPED2Pag OEPE, P30 DED30Dus DEDP30Peo DZP12®Y; DFD12Ps4
B30%,8;; B501083, Bi@1s03, DiBsPis D8B83, 080,83 080120
B§@10%e0 EDT,BTs 0501, Pss BYPL P2 B{OLPa0 DEBIPa BEBID0

OI03,B15 OFDI P30 B3D120%; DED10P3s DEDL,Poy BEDL, B3 BEP1sP3

PEDoy P39 DD2,P15 BIP15Poy DFP1sP3p BPP1oP2s DP0D12P30 B P12Dis
B10P20Ps50 P10®@30Ps0 DI PPPss DIP15Pl BIpBIsPa0 DID20®3 BIoP20Pao
320P20®e0 D2 P% P30 PZPi0Pao PHP30Peo PHPisPr0 PPpPoPa  P1283,4Ps6
P12@36D4s P12P36Pe0 D2,P15P0 D2,0%P3s DL, PxPe0 PIPauPas  D2,P24Peo
B2,®30P60 D3, P15P36 DI P20P36 PIP2uP3s P P30P3s P15PoPeo  P15P30Peo
D20 P30P60
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PeD15P159%,

BZD1,515Ps4

B D2, D15P20 P30
D6P12P18P30P36
B6D2,P15P24P30
202, P12P20P30
3302, 12915%24
B301,P15P20P30

607001893, P6P1oP18®r0 P6P1.D18%3, D623, 21893 6D, P18Pus
Ped?,D18Pc0 PsPP18Pas PP P18Prs PeDipP15Ps0 D6 P1sPar
6Dl D15P30 DeP18P24®P3) P6P18P21Pas P6P15P3, P30 P6P13P30Pus
PP 15P30 P60 @g@%oémégo 4)623‘}%0@%2@36 ‘I’%@%O‘P%szgo <I>§<I>§0<I>§8<I>30
P21, B12P30 DEP12D%,Pan BED12B1502, BLD12P15Pe0 DZD12PF P30
P2B120,P3s DiP12P20Pe0 PFP12D24DF; DED12P24Pas BEP12P24Pe0
B2P1502, D30 DEP12P30Pas DED12P30Pe0 PEDZ,D15D36 DEDL, P Doy
B20%,0%,P30 DBEDL,P20P36 DPEDZ,P24P36 DB, P30P36 0203,0,5P3¢
D203, 8543 (I%‘I’ls@fg@;;o B203, 824 P39 D3D120139%, <I>2<D12¢I>18<I>§0
B3D12D15Dss DFD12P15Ps0 BEDT,D18P36 DD, B15P2s DFBT,P1sPs0
<I>§<I>§0<I>12<I>36 @é@%‘)@%z@go @é@%o(bm@go DED2 Doy P30 @é@%o@u@;;o
PiD10015P36 DEP10P Doy BED12PT P30 D5D12P20P36 DEP12D24 P36
PED12P3oP3s DPEDI,P15P30 PEPTP2uB30 DED15PasBa0  DZBI P15 P30
33012015036 DB, P15P20 BRDLP1sP30 DZR1sP1sP30 DED18D24 P30
BB, 010030 DEP12P15P30 BED12P2uP30 DEP12P18P2s  PED12P18Pa0
320®10®24P36 PIpP15P20P30 P12P15P24P3s  12P20P24®P36  P12D24P30P36
602 P12015P36 DP6PFPIP18P21 6@ P, P18%30 P6PI)P15P18P30
PP P18P2aP30 PeP12P15P18Pas DP6P12P18P20P3s  PeP12P18P24P36
P6d2,P15P15P21  PeD,P15P18P30 PP P18P2Pos  P6PIrP18P20P30
B6P15P18P20P30 PeP15P18P24P30 PeP18P20P2sPr0 PERFP12P15P30
92030 812024P30 DZP12D15P20P30 PEP12P15P24P30  BED12P20P24P30
D302, B12P15D3p DFP12D15P18P2s  DEP12D15D15P30  BED12P15D20 P24
BED12P15P24 P30

Démonstration :

La liste ci-dessus est inclue dans la liste de la proposition 3.2.1.
considérons le polynéme ®¢®P1382;. Ce polynéme est dans la liste de la proposition 3.2.1, mais pas dans
celle ci-dessus. On a Res(®®13, ®3;) = Res(®s, D%, ) Res(®15,9%,) = 1. En outre, ®¢Pys fait partie des
polynémes de type 2 de degré 8, et 2, fait partie des polyndmes de type 1 de degré 24. Ainsi, les réseaux
associés & PgP13D%, sont décomposables; il est donc normal que ce polynéme ne fasse pas partie de la

liste ci-dessus. Chaque polyndme a été soumis & ce crible, la liste ci-dessus en est le résultat. 1I reste tout

de méme 301 polyndmes.

(B) Elimination des polynémes
par la méthode inspirée du lemme 3.1.6

Raisonnons sur deux exemples :

)

aux polyndémes de la liste de la proposition 3.2.2, c’est-a-dire possédant (au moins) une isométrie

Raisonnons sur un exemple :

on sait grace a la proposition 3.2.1 qu'il existe un réseau unimodulaire (M, §) et une isométrie ¢t de M
possédant $%, comme polynéme caractéristique. La proposition 3.1.6 nous apprend que le polynéme
caractéristique de t2 est 6. Cela veut dire que &(®%,) C &(®16). Le polynéme &%, est rendu
ainsi inutile si on cherche & estimer le nombre de réseaux unimodulaires indécomposables associés

2

t
parfaite. Pour ne pas devoir nous répéter a chaque fois, nous noterons simplement &%, ~> ®26.

B) Sit est de polynéme minimal ®;2®24, c’est-a-dire si ¢ est de polynéme caractéristique F = &%,83,,
<I>‘112<I>§4 ou ®$,®,4, on dira alors que ce polynéme est “associé” & ®12%24. Le polynéme minimal de
2 vaut ®¢®12, car il ne doit pas posséder de facteur carré. Ce polynéme évalué en 1 vaut 1, donc le
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polynéme caractéristique de t? est G = ®2*®]3 doit se trouver obligatoirement dans la liste. Ainsi,
& (F) C & (G), et donc tous les polyndmes associés & ®1,Po4 sont alors éliminés. Remarquons que
lorsque nous traiterons les polyndmes associés & P2, nous ne tomberons pas sur $10P44, car notre

procédé a pour effet de diminuer la grandeur des indices des polynémes cyclotomiques, ainsi que le
t2
nombre de facteurs irréductibles. Nous résumerons ce raisonnement par ®10®24 ™ &¢®15.

(i) Les polynémes de la liste de la proposition 3.2.2 ne possédant qu’un facteur irréductible :

on a

tl2 t2

B0 V7 %, D12 VT Oy
3 3

Z, V7 0, B3 VM 9
th t8

Bgg V7 B, By V7 B,
t? t8

Beg "~ D3, B VT 9
4 td

‘I)Zo > %, @4, > Pt
t2 t?

o4 V> 85, 2%, V> 9.

Il reste

8% 2%, @i % s
Si t posséde $s; comme polynéme minimal, celui de —t est ®192. La relation ®34(X)®102(X) = $34(X3)
nous donne que —t* a pour polynéme minimal &34 et donc ®%, comme polynéme caractéristique. Le
polynéme ®s; est donc éliminé. On supprime encore 35 par le méme raisonnement.

Les seuls polynémes restants sont donc :

16 8 2
(I)G Q10 ¢34'

ii) Les polynémes de la liste de la proposition 3.2.2 possédant deux facteurs irréductibles :

poly P

Soient p un nombre premier différent de 2 et r;, 72 des entiers positifs. On a clairement

P p
t2
2r; &2
@Z;,Q?pm ~ €I>2;‘ @2;3,1.

On élimine ainsi :

81,83, 01,05 ©1,0s4 01,93, 21.0s 1,80 D% BPa 5P D5%eo
Pour @g;,@g;m, grace au méme raisonnement, mais en élevant ¢ a la puissance 4, on élimine

Doy B3, 04s.

“ o
La relation @15(X4) = P15P30Pe nous permet de dire que P15P39 > ®15, B15P0 M ? P15 et
4

t
@30@60 > (I>15. On élimine ainsi

B1503 P3P3 PiPeo PIsPs0 D% Peo.

tS

On a aussi $15P45 "‘:‘t') B3y Pgg ™ BePy5. On élimine done

D15P45 et P30Poo-
Enfin, soit avec p un nombre premier impair et un er:tier m tel que (p,m) = 1. On montre facilement que
P2, Popm divise Pop(—X ™). On a donc P2pPopm ;‘t"') ®4,. Nous pouvons alors supprimer les polynémes

suivants :
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PO, P5DS, B5D3, BEDI, DEDI, DD BLDY, BFDY, BEDE, B8DE, BRDs D003,
B30, BP0y BBz BB 03,83 D303 5P BLPe0 D40%, 4,03, 0%
@?0@20 @?0@30.

Tout compte fait, il reste

PBds BB, BID3; BBy BedYy BlPsy DEDes DIyPso

(iii) Les polyndmes de la liste de la proposition 3.2.2 possédant trois facteurs irréductibles :

Soit p nombre premier impair, m et n des entiers positifs tels que (p,m) = (p,n) =1. On a

__t2mn.
D2pPopmPapn ™7 By
—t2m" __t2mn

De méme, ®2,P2pm Pop2n g DopPop2 et PopPopem Popen > @5, ®,,2. Nous pouvons alors supprimer
les polynémes suivants :

BeDS, P15 PeD15P3, PeD15Dy DeP18D3 PeD1sPl, DeP1sPr DeP1sBrs

BeB 5By PdlDas DI01DY, 301,03, BIB1,0%, B3D1,0%

020,982, ®2312875 0301Pss D30%,83, D203, 030%,04, 020%,06

0301,0%; 03D,z BEBI,Pau BEPT P30 PFDI B3, BE0IB3, P80I:%w

q’gq’%z‘b?s @2@?2%8 ‘I’tssq’:l;sq’% <I)§<I>"1’8<I>30

403,03, 501,83 D4010s D4®LPe0 D§PT Y,

Qa0 P35 DEDI, P2y DL, Dsp BEDZ; P36

OhDoy D3y OiD2Pag DEPE, D30 DEP30Pas PEP30Poo PRP12DYs

B304,y DiB1gBL, BID150%, DiB1s0ss BEO103, 0801003, B850y

B8D12D60 DEDT,BF; DEOI,Bac DEBIPay BEDP, Pz DEBIPa  PEPLsPao

B1D%,815 B8D120%, OB1nBss DE0LDy BIDLBy B8B15ds

BEDoy P39 DD, D15 DFP15Pos DEP1sP30 DEID12DBas BL0D12D3 DED12Pis

P10P20Ps0 P10P30Ps0  2IpP20D3 23rP20Pa0

320B20Ps0 B3, 0% P30 PIP30Pa0 BIpP30Pe0  PipP20P30.

Si t est de polynéme minimal ®4,P4p, P4n, t? est de polynéme minimal ®2,P2,P2,. On élimine
ainsi les polynémes suivants :

01593, D36 D12P36Pas P12PsePeo BIoP2®Poo BIpP2uPas B3,P24%60

B2, 830P60 B3, P20P36 B3, D243

Pour la suite, on regarde chaque polynéme individuellement. On a :

. s
P P12Ps4 Nt:: D6 P54, ¢6¢’24‘I’54"\i? D6 P54,
D6P30P54 ":::) D6 Ps4, ‘1’6@15‘1’30‘:’? P,
q’lo‘I’lsq’soy‘—’t‘:} @40, @10@12@36;52': P6P102P1s,
®12‘D18¢’36'§f:0) D613, ‘I>12<I)30‘1>36":_’;) 6215,
4’12<I>15<1’60N; @, @12‘520‘1’36":;': ®6P10P1s,
‘I’ls‘bzoq’soy:;': @10, ‘I’ls‘Pso‘I’so":’: D6,
‘on@soq’eo’:_:: 210, ‘I’s@nq’es’:‘j D6 Pes

BD24Pos ™ BePos,  PeP30Pos"™ PePes-

Finalement, il ne reste que

oD D5y DED15Pes DaDI, B2, Didi Pz iDL, D42 DiD1sDss DEDI D30
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(iv) Les polynémes de la liste de la proposition 3.2.2 possédant quatre facteurs irréductibles :

Notations :

Soient ny,...,n, des entiers positifs. On écrit Fy,,,.. . n, pour &, --- P, .

Voici quelques relations qui vont nous étre utiles :

F518(—X*) = 0396 P9P12P15P36 (a)
Fo,18(=X®) = Fo18(—X*) 2472 (b)
Fs1s(—-X1%) = Fs,ls(—X8)¢4s‘I’144 (c)
F,18(—X"%) = $36Po®15P18D30 P15 Poo (d)
Fo,18(—X™) = Fo,18(—X"°)®12®36@60®150 (e)
Fo,18(—X*%) = Fy,18(—X?°)®24®72®120P360 (£)
Fe,18(—X%) = Fe,18(—X*°)@4591449240®720 (g)
F5,10,30(—X*) = ®3%5B6@10P12915P20P30Pe0 (h)
Fo,1030(—X®) = Fe,10,30(—X*)®24®40%120 @)
Fs,18,54(—X*) = $386P9P12818D27P36P54P108 @3)
Fo,18,54(—X®) = Fo,18,54(— X *)®24872®108 (k)
F,10,18(—X*) = §3B5P6 D9 P10P12P 15 P20 P36 1)
Fo,1018(—X®) = Fe,10,18(~X*)®24%40 (m)
Fe10,18,30(—X*) = ®305P6 Do P10D12815P18D20P30 P36 Pe0 (n)
Fs.10,18,30(—X®) = F5,10,18,30(— X *) 224240 P72 120 (0)
Fs1a,02(=X*) = $3B6B7@12014P21 PosPaoPss (p)
g

Les polynomes suivants sont associés a un polyndme P tel que P ™ ®¢d,3, grace 2 la relation (a) :

B3D12P18P36 D3PI, P15P36 PED12D% P36 D6 PFpP1sPss.

8
Les polynémes suivants sont associés a un polynéme P, tel que P ":’E') BP15 grace a la relation (b) :
PED1201503, BlD12P15P2s BB P18P2s DED12D24 D36 DED12DI D4
D303, 815Dy BL0%,B0,B3 D2D2,0%,By; PeDh®1sBay D62, 01583,

16
Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ’39 &6 P15, grice a la relation (c) :
P3D12P18P4s  PFB10P24Pas PeP18PosPus PePI,P15Pus.

—¢l0

Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™" ®¢® 5, grice a la relation (d) :

B3D15018P30 PED15D%3Pa0 PePI P1sPa0 PeP15P18D.

420
Les polynémes suivants sont associés & un polynome P, tel que P ™™ &¢®;5, grace a la relation (e) :
BLD12015P30 DED12P15D30 DEDL,P18P30 PEDLD15P30 D23, D15P30
PiD1oP30 P36 DED12P% P30 DED12P15P36 PEPF,D15P30 D2, D30 P36
P3D12B15De0 DEP12018D3) DEPL,B7.P30 DZD12P30Pe0 DED12P15Pe0
28128153, PeP1sP30Po0 PePiP1sPs0 PePLP15Pe0 PePI D150
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_ 40
Les polyndmes suivants sont associés & un polyndme P, tel que P "> $d13, grace 4 la relation (f):
D102 P30P3s  P12P15P24P3s  PER12D24 P30 PFP13P24P30
B§D15P24P30 D§PIPoaDPa0 BEDPIP2Pso DEPT,P2uP30 D2D12D3, P30
B2D12024P60 DaP12P24P3y PeP18P3, P30 PeP18D24 D3

_ 480

Les polyndmes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™™> &g, grace 4 la relation (g) :

B2D12P20Pss  P6P15P30Pas-
—tt

Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™ $5®;o P30, grace 2 la rela-
tion (h) :

32, @15020030 PEDIPo0Ps0 DERIP15B30 DERIBL P30 BED12P20Peo

826,502,830 OI%,B120s0 020%,0%,05 020281202

Remarquons que les polynémes associés & Fg 19,30 correspondent & des réseaux scindés. Il en est de

meéme pour ceux associés a Fg 10,18-
—t8
Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P "™ &®;,®30, grice 4 la rela-

tion (i) :

BED2 10030 P, D2uB30.
—¢*
Le polynome suivant est associé & ®6P12P18Ps4, et PeP12P15Psq ™7 PsP15P54, grice a la rela-

tion (j) :

B2D15P13Ps4.
-l

Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™ ®d10P13, grice 4 la rela-

tion (I) :

D592, P12P3s 5D, P20P36 D507 D%,Pse.
8
Les polyndmes suivants sont associés & un polynoéme P, tel que P ™ &3P,0®,3, grice i la rela-

tion (m) :

20812004 P36 D12P20P2uPas PeP12Po0Pss.
—t
Le polynome suivant est associé & un polynéme P, tel que P ™™ ®g®®P15P3q, grace a la rela-

tion (n) :

B202,8,5D36.
—td

Enfin, le polynéme suivant est associé & un polynéme P, tel que P D> Pe®14Pyo grace a la

relation (p) :

028,282,045
1l ne reste donc que les polynémes suivants
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D2, D15D12 DI P18P30 PeDTPTsPa0 PeDP1sDl 6P P15Ps0-

(v) Les polynémes de la liste de la proposition 3.2.2 possédant cinq facteurs irréductibles :

Dans cette section, nous allons réutiliser les équations introduites précédemment.
_¢8
Le polyndéme suivant est associé & un polynoéme P, tel que P "> ®¢®g, grace 4 la relation (b) :

D6P19P18P24P36.
_420

Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™ &¢®,5, grace a la relation (e) :

BeP12D15P18P36  PeP12D15P30P36 DeD2,P15P15P30 D312D15P 13D 30.
_ 440

Les polynémes suivants sont associés & un polyndme P, tel que P "> & ®35, grace 4 la relation (f) :

BD12P15P24P30 PePTP15P18P2e PeBT,P15P2uP30 PeP15P18PosPs0 B2P12P15P24Ps0.

D3D12®15P18Po4.
—t4
Les polyndmes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™™ ®¢®1oP3g, grace a la rela-

tion (h) :

BB 012815P30 DIDI)D12Po0B30 Da®12P15D20 P30
—t8
Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P "> ®¢®;0®3, grace 2 la rela-
tion (i) :

0207, D12P24®Ps0  BEL12P20P24 P30
14
Les polyndmes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™ ®¢®10®15 grice,  la rela-
tion (1) :

BeD2,012P15Ps36-
_t8
Les polynémes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P "> &¢®,0®P,3, grace a la rela-
tion (1) :

Pe03p D2, P15P21 BIDIP12P18D2s PEP12D15P20D24.
—td
Les polynomes suivants sont associés & un polynéme P, tel que P ™ ®¢®o®,3P30, grice a la
relation (n) :

BeD3, 02, 015%30 PP P15P1eP30 P6D%P13P20D30 PeD12D15P20Pss P BZ,B15P20P30

PeD15D15P20P30 PEDIP12P18P30 PFP12P18P20P30-
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_ts
Les polynémes suivants sont associés & un polyndme P, tel que P ™ ®5®10®15P30, grice 4 la

relation (o) :

6D P15P24P30 6D D15PogPoy  PP13Poo P2y Pao.

Tous les polynémes & 5 facteurs irréductibles ont donc été éliminés. Nous sommes alors en mesure

d’énoncer le

Théoréme 3.2.3

Soit (M, 3) un Z-réseau unimodulaire indécomposable, pair et de dimension 32. Alors, (M, 3) posséde

une isométrie parfaite, si et seulement si (M, 3) est un F-réseau, ot F est un des polynémes suivants :

o0 o}, @3,

BBl Didi; BEDes DIDI; BIDsy BB, BBy B3Ds

DDigDsq D3DIPes P5DL D5 DERIPa0 P30T Paz DeD1sPsa BEDIPao
60201502, BsPloP1sBr0 BeDI P1sDsr D20 0% Ps BID2D15Ds0.

Corollaire 3.2.4

Soit (M, 3) un Z-réseau unimodulaire indécomposable, pair et de dimension 32. Alors (M, ) posséde

une isométrie parfaite, si et seulement si (M, ) posséde une isométrie de polynéme minimal appartenant

4 la liste suivante :

O P10 Pa4

Q618 P6Pss PePes  P10Ps0

PsP10P30 P6P14Pa2 P6Pi1sPss P6P13Pes
P6P10P18P30 P6P14P18Pa2-
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CHAPITRE 4
Estimations numériques pour certains exemples

Résumons brievement la situation. Au premier chapitre, nous avons obtenu des formules pour
Pestimation de la masse de -gp-(F). C’étaient les théoremes 1.6.6, 1.6.8 et 1.6.9. Le chapitre 2 nous permet
de calculer explicitement la formule de masse pour certaines formes hermitiennes. Enfin, le troisiéme
chapitre nous a fourni certains polynémes intéressants. Il parait naturel d’estimer la masse de ?(F) pour
ces polynémes. Nous ne pourrons hélas pas faire les calculs pour tous les polynémes du théoréme 3.2.3.
Il faudra se restreindre 4 ceux qui possédent un ou deux facteurs irréductibles distincts. En effet, il y
a un terme qui intervient lors des théorémes 1.6.6 et 1.6.8 dont nous n’avons pas encore parlé : c’est le
cardinal de ’ensemble fﬁ Ny,....N.) (voir la définition 1.6.1). Le calcul de ce cardinal est facilité, comme
nous le verrons au théoréme 4.2.3, lorsque s = 2, grace aux théorémes 1.3.5 et 1.4.1. Ces théorémes ne

se généralisent pas, ou mal, lorsque s > 3.

§ 1. Estimation de la masse de & (®1°), & (®1°), & (38,) et & ($2,)

Avant de faire ces estimations, nous avons besoin de quelques résultats calculatoires :

Définition 4.1.1

Supposons que n = 4,6,10,18,34,50 ou 54. Posons p_, 'unique idéal premier de Q((n + Zn_) se
ramifiant dans Q(¢ ). L’idéal premier de Q(( ) au-dessus de p_ se note B, . Nous savons que P est

I'idéal engendré par 1 + ¢ .

Soit n un entier positif. La différente 9., est lidéal engendré par ®,,(¢,). Nous aurons fréquemment

. . ‘12 -1 ..
besoin de connaitre I'idéal n - .,@n . Voici quelques valeurs :

Lemme 4.1.2

Ona: 1 ) -
4.9, 1=q34=2.z[g4] 6.@6 1:2.4;36
_ - 3
10- D, =28, 18-@181=2—£1318
—1 -
34. Dy =29, 50-@501=2-q3§0
-1 9 -
54 - @54 =2-P, 66 - “@66 =2 ‘Bu,s),esm(z,s),semu,ss’
4
avec P 3 66 = (1- Czs - Cze —Cee + C?ss)  ZGg)
m(z,:s),ss =(1-Ce6— C(256 - 426 + Cee) - Zlge!
et P66 = (o6 + 6 ~ DZ{ge)-
En outre,

11- Z{Csl = “Bﬁ,ss’
3-Z[¢e) = (‘B(l,3),66m(2,3),66)2'
De plus, B, 3)66%(2,3),66 = (-1~ (oo * Go6)® = (Goo + See) " + (G + e6)°) * 2l

est engendré par un €élément de Z{(y, + -
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Démonstration :

Le fait que &, soit I'idéal engendré par ®,,(C ) est bien connu (cf. {Fr-Ta], Result 2.20). Les autres
résultats sont des calculs facilement vérifiables grice au programme PARI, au moyen de la fonction

“idealfactor”. *

Remarquons que le polynéme &3¢ ne fait pas partie de la liste du théoréme 3.2.3, car ®36(1) = 216 # 1.
Ainsi, un ®}%-réseau ne posséde pas forcément une isométrie parfaite. L’introduction de ce polynéme

dans le titre de ce paragraphe est motivée par le résultat suivants :

Proposition 4.1.3

Soit (M, 8) un Z-réseau unimodulaire de dimension 32. Alors (M, ) posséde une isométrie, différente
de £I35, de polynéme minimal irréductible si et seulement si (M, 3) est un F-réseau, ot F' est I'un des

polynémes suivants :

16 16 8 2
q)4 QG QIO 634‘

Démonstration :

Les polynémes @7 de degré 32, avec n # 1,2 sont les suivants :

3% @ 8 ° 3 2%, 2%, P 2l O 5
@3, @3 0 @, 0% D% Ds1 Pl Pes Pes Pso Pos Proz Pizo-

Les méthodes du chapitre 3 nous permettent d’affirmer le résultat suivant : si (M, 3) est un Z-réseau
unimodulaire de dimension 32 possédant une isométrie de polynéme minimal irréductible, différent de

X —1ou X +1, alors (M, 8) est un F-réseau, oi F' est I'un des polynémes suivants :
o o o o

La réciproque suit du théoréme 2.1 de [Bay}, dont nous avons donné une version atténuée au théoréme
3.1.4. %

Remarque :

Suite a la proposition précédente, on peut remarquer qu’un réseau unimodulaire, impair, de dimen-
sion 32, et possédant une isométrie de polynéme minimal irréductible différent de X — 1 ou X + 1 est
obligatoirement un ®}6-réseau. En effet, nous savons que les ®3-réseaux, les ®%,-réseaux, et les ®2,-
réseaux sont forcément pairs (cf. théoréme 3.1.1); nous allons voir au théoréme suivant que ces réseaux

sont probablement peu abondants. En revanche, les ®16-réseaux semblent plus courants.
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Théoreme 4.1.4

On a les résultats suivants :

M _1_ <3,27-10°

p— oM
Me& (21°) o@)]
< 0,0029
Y o <
Me& (916)
Z 1 < 0,006
_ = Jon]
Med (93,)
1
——— < 4,3355
_ Z: [O(M))
Me¥ (22,)

ot & (F) est, rappelons-le, I'ensemble & Z-isométries prés des F-réseaux.
Démonstration :
. s _ 1
Nous allons appliquer le théoréme 1.6.9 pour chacun des cas. Il affirme que E’Me?ff (@) TOUT <
w(N), ol (N, h) est un Z[{_]-module hermitien, totalement défini positif, projectif de rang r, et dont les
facteurs invariants de N dans N/ # sont n- @; R X ,@_

r foxs

Démontrons le théoreme pour le cas ®1°. Nous savons (cf. lemme 4.1.2) que 4 - 9;1 = 2-Z[¢,)
Ainsi, les facteurs de N dans Nf sont (2-Z[(,],...,2- Z[(,]). Il faut donc calculer w(N), ot (N, h) est
de rang 16, totalement défini positif, et tel que h = 2R/, avec (N, h') unimodulaire (cf. théoréme 1.3.12).
Le lemme 2.1.5 nous apprend que w{N) = w(N’), ot N’ symbolise (N, h'). Or, la thése de E. Bannai
nous permet de calculer directement la masse des Z((,]-modules hermitiens, unimodulaires et totalement

définis positifs. On a :

H B (N)2 < et H(l —27%) (cf. [Ban], proposition 9.2).
pF#2 =3

D’autre part, Bo(N')"! < 0,8, (cf. [Ban], propositions 5.12 et 5.14). Or, il y a deux genres de modules
hermitiens, unimodulaires et totalement définis positifs (cf. [Ha], proposition 3.8). Donc

o 2 .
> oy S22 Q) H( >f I BV

MeZ (21°) PEP(Z)
5469-2,54-10-32 = e’le— ~1.0,8
i=3
<3,27-10°  (cf. théoréme 2.1.4).
Pour le cas F = ®1°, les facteurs invariants de V dans N,’f sont (2-Py,...,2-P;) (cf. théoréme

1.3.12 et lemme 4.1.2). Le lemme 2.1.5 nous montre qu’on peut supposer, pour calculer la masse de NV,
que les facteurs invariants de N dans N,’f sont (B, .. -, ‘.BG). Par conséquent, (N3, h3) est P,-modulaire,
et (Np, hp) est unimodulaire pour tout premier différent de 3. On en déduit, grace au théoreme 2.3.1, que

16
[T s t<s#.a[Jca-387<1,166

PEP(Q)-{3} i=2

8
etque  By(N)t=371%.TJ(1-37%)"1 <1,475-107%

i=1
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en vertu du théoréme 2.2.6 iii). Le théoréme 1.5.5 nous affirme que, dans notre cas, il y a exactement un

seul genre de modules hermitiens. On trouve ainsi, par le théoréme 2.1.4 :

' !
o )11) |Z[¢) /%118 - 1,166 - 1,475 - 107%° < 0,0029.

> GOD M)‘ <w(N) <2 [d(Q(¢)I% - H
Me& (1%)

Dorénavant, nous ne rédigerons plus tous les calculs, car nous avons créé une fonction informatique
du programme PARI, nommé oomega, qui est capable de calculer la masse de la plupart des modules
hermitiens totalement définis positifs, connaissant les facteurs invariants du module dans son dual. Le
listing de ce module est donnée en annexe. Un mode d’emploi abrégé se trouve dans la remarque qui suit
ce théoreme.

Pour le cas F = &%, on peut considérer (cf. lemmes 2.1.5, 4.1.2 et 1.3.12) que les facteurs invariants
de N daps Nf sont (‘1310,...,8)310). Donc, (pr,hpw) est B, ,-modulaire, et (Np, hy) est unimodulaire

pour tout p# p, . Ainsi, introduisant ces données dans le programme, on trouve :

1
————— < w(N)=oomega([{1l,...,11,5,1) <0,006.
2 Toun <eW)
Meé"(@o)

Calculons la masse de & (®24). On peut supposer, de maniére analogue aux cas précédents, que les
facteurs invariants de N dans Nf sont (*B,,,P,,). Ainsi, (Npsq’hp34) est P, ,-modulaire, et (N, h,) est

unimodulaire, pour tout p # p,,. On trouve alors :

1
——— < w(N)=oomega{[1,1],17,1) <4,3355.
2 |O(M)|

Me&(92,)

Remarque :

a) Afin de donner un ordre de grandeur, rappelons que la masse des réseaux unimodulaires impairs de
dimension 32 est 4,33 - 106, et que celle des réseaux pairs est 4,031 - 107, cf. ([Mis], théorémes 5.3
et 5.8) ou ([Co-Slo], théorémes 1 et 2, chapitre 16). Ainsi, on en déduit que ’ensemble des classes
d’isométries de réseaux possédant des isométries parfaites de polynéme minimal irréductible a une
masse trés faible, inférieure a 4,34.

b) Voici une description de I'utilisation de la fonction informatique “oomega” : supposons que (M, h)
soit un Z[( ]-module hermitien totalement défini positif, que Q(¢_ ) = Q(Cpk), avec p € P— {2}, et
que les facteurs invariants de M dans M, ,’f soient ‘.Bm’ O DP, avec my = 0 ou 1, et ot P est
P'unique idéal au-dessus de p. Alors, pour obtenir w(M), il suffit d’entrer

“Oomega( [mll ... /In'r] lplk)”'

§ 2. Autour de iﬂ(Ml,Mz)

Soient F = @71 ®72 et D 'ensemble des diviseurs différents de 1 de Res(®n,, ®n,)™n(":72). Soient
(M, hy) et (Mo, h2) tels que ng ,yMz) € Udegy(F, d) (cf. définition 1.6.7). Notons 3; = -nl—l Trp, © h,
défini sur W; = M;®Q. Nous noterons Mz# pour (Mi)z, i =1,2. Puisque &Ml’yMg) € Udegy(F, d),
il existe une anti-isométrie o de (Ml# /M, B;) sur (M2# /M, B2) telle que le diagramme suivant commute :

ME/My —— ME /M,

M#/Ml ——> M2 /M2

ol t; est la multiplication par €, pouri=1,2.
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Définition 4.2.1

Soient (N,7) un Z-réseau, et ¢ un nombre premier. Nous dirons que (NV,~) est g-élémentaire, si

gN# C N. Ainsi, N#¥/N est un F,-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale au Z-rang de N.

Supposons que a(F, 1) = a(F, 2) =: p est un nombre premier (voir le corollaire 1.3.3 pour la définition
de a(F,i)). Ainsi, (My,0:) et (M, B2) sont p-élémentaires, de plus, M7 /M, et M /M, sont des Fp-
espaces vectoriels isomorphes. Dans ce cas, on montre aisément que pour 7 = 1,2, ﬂi(M,-# , Mz# ) C %Z.
On voit ainsi que §; est & valeurs dans -};Z/Z que nous associerons & F,. Pour ¢ = 1,2, notons T; la
matrice de Z; relativement & une F,-base de MZ.# /M;, et B, la matrice de ; relativement & la méme base.
Puisque #; est une isométrie de (Mi# /M;,B;), on a I_“,tr—B:T, = B,.

Lemme 4.2.2

Sous les hypothéses du début de ce paragraphe, on a :

det (E) € ]F;.

Démonstration :

En effet, supposons que G;(z + M;,y + M;) = 0 pour tout y + M;. Cela veut dire que 8;(z,y) € Z
pour tout y € Mz# Ce qui signifie que = € Mi## = M;, autrement dit, z + M; = 0 + M;. %
Nous savons, grace au théoréme 1.6.8, que pour estimer la masse de &l (F), il faut calculer le cardinal
de iﬂ( M, Mp) pour de tels ((My, k1), (Mz, h)). Le théoréme suivant donne une bijection de ﬁﬁ My, M)

sur un ensemble dont le cardinal est aisément calculable.

Théoréme 4.2.3

Sous les hypothéses de l'introduction de ce paragraphe, posons A{Mj, M,) I'ensemble des anti-
isométries v de (Ml#/Ml,;—B—l) sur (Mz#/Mg,E) telles que 1z o v = v ot;. Enfin, pour i = 1,2, posons
Q(M,;) Pensemble des isométries de (Mf /M;, B;) qui commutent avec t;. Alors, on a :

| Lt vz = 1AMy, My)| = [Q(M1)] = [My)].

Ainsi, le cardinal de fﬁ M, .M,) €st égal au nombre de matrices X € GLn(Fp) telles que X “B. X =B, et
telles que T, X = XT;, pouri =1 ou 2, et si n est la dimension de Mz-# JM; sur F,.

Démonstration :

Tout d’abord, nous allons voir que iﬂ( M, M) est en bijection avec A(M;, Ma).

Soit M € ,%0( My, M) Clairement, M est un @7! 72 -réseau. Nous avons vu, lors de la démonstration
de la proposition 1.3.5, qu’il existait deux isomorphismes, que nous avons nommés p; et pr—! tels que
M¥ /My o, M/M; B M, B, Mff /M,. Nous avons remarqué que ays := p; 0Py~ " était un élément de
A(My, M2). Ainsi, nous avons une application de ff(MhMa) dans A(M1,M3), M — ayy.

Soit v € A(My,M3). Posons M, := {z+y € M¥ EMZ,# | v(z + M) = y + M2}. Nous avons
déja vu, toujours dans la démonstration de la proposition 1.3.5, que M,,, = M. Il reste & voir que
M, e le,Mz) pour tout v € A(Mi, Ms), et que v — M, est injective.

Soit v € A(M, M,). Puisque v est un isomorphisme de M. # /M, sur Mz# /Ms, il suit immédiatement
que p;(M,) = Mz# et M, NW; = M;, pour i = 1,2. On voit aussi que M, C M¥, grace au fait que v est
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une anti-isométrie. D’autre part, [M, : My 8 M) = [M¥ : My] = [M¥ : My). Ainsi,
(MF - My [ME M) = [MF B MY M B M,
= [MF BMF : MF|MF : MM, : My B M)
= [MF : My)[MF - ML) [MF - M),
donc [M;"’,"e : M,] =1, ou encore M, = M#, c’est-a-dire que M, est unimodulaire. Enfin, ¢(M,) = M, se
déduit directement de f; o v = v o ;.

Pour terminer la démonstration du théoréme, il faut trouver une bijection de A(M;, M>) sur Q(M;),
par exemple. Nous avons supposé par hypothése que A(M;, M,) possédait un élément que nous avons
baptisé a. Soit f : v+ a~!owv. Clest une application injective de A(M;, M) dans Q(M;). Posons
g : > aopu. Clest une application injective de Q(M;) dans A(M;, M2), et on montre facilement que

fog=Ida,, et go f = Ida(m,, M), ce qui acheve la démonstration. £

Nous savons a présent que pour calculer le cardinal de ,% My, M,), il suffit de connaitre la matrice Ty
et la matrice B;. Nous verrons lors du prochain paragraphe qu'’il suffira, pour nos exemples, de connaitre
T, et det(B)).

Souvenons-nous que les polynémes de la liste du théoréme 3.2.3 possédant exactement 2 facteurs
irréductibles distincts sont tous de la forme ®g* 72, avec ny = 18,54 ou 66, ou alors <I>§'O<I>5o. Les trois

lemmes suivants nous donnent la matrice de ; pour ces cas.

Lemme 4.2.4

Sous les hypothéses de ce paragraphe, supposons que F = ®g'®72 avec ny = 18 ou 54. Alors
(M1, 51) et (Ma,B32) sont 3-élémentaires. En outre, si (Z[gs],...,Z[(G],‘Bs,...,q36,‘}3§,...,q3§) sont les
N e e, e
m; fois mz fois
facteurs invariants de My dans M} vus comme Z[()-réseaux de W1, alors il existe une F3-base de
Ml# /M telle que, relativement & cette base, la matrice de t; vaut :

0 -1 -1 -1
\(—I)GB‘--GB(—I)IEBAEB--‘GBA ewecA—(1 1 ) ou(o _1>.

v~

my fois m2 fois

Démonstration :
Le fait que 3M1# C M et 3M§"e C M, se déduit des relations polynomiales suivantes :
B — (X +1)(X3-1)® =3
Bsq — (X8 — X3+ 1)(X +1)(X° - 2)® = 3.
En effet, cela montre que pour i = 1,2, ny = 18,54, et r;,72 quelconque, on a a(®g'P72,1) = 3, et on
conclut grace au corollaire 1.3.3. Ainsi, M# /M est un Fz-espace vectoriel. Sia; D --- D a, sont les
facteurs invariants de M; dans Ml# , alors a; = ‘JSé avec j =0,1,2, car 3Z[§6] = ‘,}32. Supposons dongc, en
vertu du théoréme des facteurs invariants, et grace au fait que Z[(] est principal, qu'il existe e1,...,éen
une Z[(]-base de W; telle que
MY =Z|(Je1 ® - © Z[{Jen,
2 2
My =Z[(]e1 @ - Z[(le: ® Poera1 D -+ - © Pyigmy ® Bylramy+1 @ - © Piermy+ms,

avec I = n —my — my. On voit que (e;,t(e1),...,en,t{e,)) est une Z-base de Ml#. Relativement 3 cette

0 -1 0 -1
@ )ee(i 7).

~

base, la matrice de t; (= t|w,) vaut

v

nfois
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car le polynéme minimal de ; est ®¢ = X2 — X + 1. En tant que Fa-espace vectoriel, Mi# /M est donc
engendré par

ei+1 + M,..., €l4m, + M17 €l+my+1 + My, t(el+m1+l) +M,..., Eltmy+my + M, t(el+m1+m2) + M;.
Or, nous savons que P est engendré par 1 + (.. Ainsi, (1 + Cgei+i = eri + tleri) € M;, pour tout
i=1,...,my. Cest-a-dire t1(ej+; + M1) = t{er4i) + M1 = —(e14; + My), pour tout i = 1,...,m;.

Pour terminer la démonstration du lemme, remarquons que
-1 =1\ o_(0 -1 (1
S (0 —I)S_<1 1 (mod 3) avec S = N

Lemme 4.2.5

A nouveau sous les hypothéses de ce paragraphe, supposons que M soit un $8®¢s-réseau. Alors
(M1, B1) et (Ma,B2) sont 11-élémentaires. De plus, si (Z[(g), - .., Z[(], 11 Z[(y), - .., 11 - Z[{/]) sont les

v

my fois

facteurs invariants de M, dans Ml# vus comme Z[(|-réseaux de W1, alors il existe une Fyj-base de

Ml# /M telle que, relativement & cette base, la matrice de t; soit

0 -1 0 -1
G )= )

e

m, fois

Démonstration :
L’égalité polynomiale
(—X +1)Pes — (—X1° — X184 X171 3x16 L ox15 _oxM _5x18 _3x124
3XM 4 7X10 4 4X% —3X8 —8X7 ~6X® 4+ 2X% +9X* 4+ 8X% — X% — 10X — 10)®s = 11

prouve que llMl# C M;. Pour achever la démonstration, on remarque que 11 reste premier dans Z[Cs].
Ainsi, un facteur invariant de M; dans M7 ne peut étre que Z[¢) ou 11 - Z[(,]- %

Lemme 4.2.6

Toujours sous les hypothéses du début de ce paragraphe, supposons que M soit un &3,®so-réseau.
(M, B1) et (Ms, B2) sont 5-élémentaires. Et si

2 2 3 3 4 4
(ZLeyh -+ ZlCioh Bror -+ Brgp Bros -+ Froy Bros -+ Brgs Bror -+ Pro)

—

™y fois mofois mafois mgyfois
sont les facteurs invariants de M, dans M. # vus comme Z[(, |-réseaux de W1, alors il existe une Fs-base

de M 1# /M, telle que, relativement 4 cette base, la matrice de | soit

341€B---@Aa@ﬁz@"'@Az@ﬁs@-“®A3®:44€9"-69A4

" N~ e -

m fois mafois mafois myfois
0 -1 00 -1 (1) 8 8 —11
ot Ay = (-1), A2=<1 _2>, Az3=11 0 -3 et Ay = 01 0 -1
01 -3 001 1

Démonstration :

La démonstration de ce lemme est identique & celle des lemmes précédents, connaissant l'identité
polynomiale suivante :
Bso — (X +1)(XT° —2X10 1 3X5 ~ 4)®yp =5,
sachant que &9 = X4 - X3+ X2~ X +1, que ‘Bio est engendré par (1 +(;)? = 1+2¢,,+(,» que &B::o
est engendré par (1 + 410)3 =1+4+3¢,+ 3(?0 + (o et que 5-Z[( ] = m:. ®
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§ 3. Estimation de la masse de ?(F), si F'= @71 072 fait
partie de la liste du théoreme 3.2.3

Souvenons-nous que ces polynémes sont les suivants :
5 454 6 783 7 1052 13 3

Soit F' = @71 ®72, un de ces polynomes. Convenons, comme pour le paragraphe précédent, que
(My, hy) et (Ma, ho) sont tels que (? My ,sz) € Ude:oy(F, d), avec D V'ensemble des diviseurs différents
de 1 de Res(®,,, @nz)mi“(”'”), et que f(F, d) est 'ensemble introduit & la définition 1.6.7. Notons, pour
i=1,2 6;= ;%Trn‘. o h;, défini sur W, := M, ® Q.

Puisque F fait partie de la liste du théoreme 3.2.3, il est clair que, pour i = 1,2, (M;,8;) est
tel que B;(z,z) € 2Z, pour tout x € M;. Nous dirons, comme pour les Z-réseaux unimodulaires, que
(M;, B;) est de type II. Nous avons montré aux lemmes 4.2.4, 4.2.5 et 4.2.6 que de tels (M;, 8;) étaient
p-élémentaires, avec p premier. Le lemme suivant va nous montrer qu’il n’existe pas forcément de tels

Z-réseaux bilinéaires de déterminant donné dans toutes les dimensions.

Lemme 4.3.1
Soient p € P — {2}, et (M,3) un Z-réseau bilinéaire défini positif, p-élémentaire, de type II, de
déterminant p*, et de dimension n. La congruence suivante est satisfaite :

n=+2—2— (p- 1)k (mod 8).

Démonstration :

Cf. ([Co-Slo], theorem 13, p. 386) #®
Voici encore un lemme classique.

Lemme 4.3.2
a) Soient p € P — {2} et (M, B), un F,-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée. Posons d = (—1)%—_12 det(M,5). On a :
n(n-1) d

297 (- [T a-p%) sin=2m
’O(Ma )B), = n(n—1) 9<2i<n
2-pz - H (1-p7%) sinon,
0<2i<n

ol (%) est le symbole de Legendre.
b) Soient p € P — {2} et (M,~), un Fp-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme bilinéaire

antisymétrique non dégénérée. Soit G une matrice de 7. On a G = -G € GI,(Fp). 1l existe

S € Gly(F,) telle que S¥GS =J == H@--- @ H, ot H = (_01 é) Notons

Spn(Fp) = {X € Myp(Fp) | X" JIX = J},
appelé le groupe symplectique. On a
1Spa(Fp)| = (p" — Dp" 1 (@72 = 1)p""%--- (0° = 1)p.

Démonstration :

a) Cf. ([Mis], corollaire 3.9).
b) Cf. ([Jacn], theorem 6.18). &
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Définition 4.3.3

Soient p € P et (M, ), un Fp-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme bilinéaire symétrique.

Soit B une matrice de 8 relativement & une certaine base de M. On pose
O(B) = {A € Gl,(F,) | A"BA = B}.

Alors, O(B) est un groupe isomorphe & O(M, 3).
. — 5
(A) Le cas F = 9505,

Nous savons que dans ce cas, (M1, 81) et (Mz, 32) sont 3-élémentaires, et que det(M, 51) = det(Ma, 52)
divise 32. Or, le Z-rang de M, est 2. Le lemme 4.3.1 nous affirme donc que det(M;, 8;) = det(My, B2) = 3.
Ainsi, le facteur invariant de M; dans Ml# vus comme Z[(]-réseaux de W1 ne peut étre que P, Grace

au lemme 4.2.4, on trouve que la matrice T; vaut (—1). Celle de B; vaut donc (£1). Ainsi,
| L a0 = 19(M)] = {a € F3 | a® = 1}] = 2.

Le théoreme 1.3.12 et le lemme 4.1.2 nous montrent que le facteur invariant de M; dans lel est
2 -‘;?2 = 6Z[( |- Ainsi, la masse du genre de (M), h;) est égale & la masse de (M, éhl) (cf. lemme 2.1.5
). On trouve alors w(M;) = oomega ([0],3,1) =1/6.
Les facteurs invariants de M; dans M vus comme Z[(,g)-réseaux de Wy sont (Z[( 4], .- -, Z[{ o], Byg)
N, e’

4 fois
(cf. théoréme 1.4.1). Ainsi, les facteurs invariants de M, dans (Mz)}‘f2 sont (2 - ‘.B?S,...,2 . q3f8,2 . ‘,13‘:8),

4 fois
en vertu du théordme 1.3.12, et du lemme 4.1.2. Or, on vérifie facilement que ‘2)3?8 = (Cg T s +2) - Bug

On peut donc supposer, pour le calcul de la masse du genre de Ma, que les facteurs invariants de Ms
dans (Mg)f2 sont (P g - - ,ipw,qsfs) (cf. lemme 2.1.5). Ainsi,
N, s

4 fois

w(Ms) = oomega ([1,1,1,1,21,3,2) =0.5151.

Donc, au vu de ce qui précéde, et grace au théoréme 1.6.8, on a le

Théoréme 4.3.4

> To‘(le < 1AMy, M) w(My)w(Mp) < 0,1717.
Me&(9633,)

(B) Le cas F = d{di,

Ce sera le calcul plus long. Ici aussi, nous savons aussi que (M, 1) et (Mz, B2) sont 3-élémentaires,
et que det(M;, B1) = det(Mz, B2) divise Res(®g, B15)* = 38. Puisque le rang de M; vu comme Z-réseau
est 8, on voit que det(M;, 5;) = 32,3%,3% ou 38, pour i=1,2 (cf. lemme 4.3.1).
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(i) Le sous-cas det(My,5;) = det(My, 52) = 38

Les facteurs invariants de M; dans Ml# vus comme Z[(]-réseaux de W sont (‘,]32, ‘132, ‘132, ‘32). Une

matrice de f; vaut donc (_01 :i) ®--- D (_61 :}) (cf. lemme 4.2.4). On peut trouver un

— (-, 0
-2 )

ou I4 est la matrice identité de dimension 4 x 4. De -TI“E“T_l = By, on tire B; = ( b;) lg) avec
—02

changement de base tel que

bt = by, et b = —by € Gly(F3) (cf. lemme 4.2.2). Le cardinal de fﬁ My, M,) €st le nombre de matrices X

satisfaisant X"By X = By et 1 X = XT1. De T1 X = XTx, on tire X = (2 ﬂ? ) De X*B; X = By,
1

on obtient le systéme d’équation :

2 boz; = by (1)

xﬁrngg - x%’ble = b1 - xi’blxl. (2)

Puisque b = —by € Gly4(F3), 'ensemble des r; satisfaisant (1) est égal au cardinal du groupe
symplectique |Sp4(F3)| = (3* — 1)33(3%2 — 1)3 = 273%5. Pour z; fixé, le nombre de matrices satisfaisant
(2) est égal au nombre de matrices m € My(F3) telle que m + m* = b; — z%'byz;, car by et z; sont

inversibles. Ce nombre vaut 3. On trouve donc
| L0y, | = 273195

D’autre part, en utilisant les mémes arguments que pour le calcul de la masse de & (®6®33), on

trouve
w(M;) = oomega ([1,1,1,1],3,1) <8,42107°

w(Ms) = oomega ([1,1,1,11,3,2) <1,171073,

On en déduit que |$M1,M2)Iw(M1)w(M2) < 0,37204.
(ii) Le sous-cas det(M;, 8;) = det(My, B2) = 3°

Les facteurs invariants de M; dans M# vus comme Z[(]-réseaux de W pourraient étre (Z{(y), ‘.‘[3:, ‘,Bz, ‘,132).
Mais cela est impossible, car dans ce cas, les facteurs invariants de (M;p)s dans ((Ml)#l)g seraient
(‘,136,‘.132,‘32,232). La décomposition de Jordan serait N B8 Na, oll Ny serait B-modulaire de rang 1,
et N» serait ‘,Bg-modula.ire de rang 3. Cela est impossible, car nous avons vu au théoreme 1.5.17 que tout
Z[Cs]aps-module, ‘B:-modulaire, avec m impair, était de rang pair.

Par la suite, et pour ne pas devoir répéter ce raisonnement, nous dirons que les facteurs invariants
de M, dans Ml# ne peuvent pas étre (Z{(s],ipz,m:,‘pi), par parité de rang.

Les facteurs invariants de M, dans M# ne peuvent donc étre que (B, B;, ‘,]32, ‘,}32). Dans ce cas, nous
avons vu au lemme 4.2.4 qu’une matrice de ¥; pouvait étre (_01 _01> ® (—01 :1) ® (-01 :i )

Or, cette matrice est semblable a

-, 0 0
=0 -, 0
-IL 0 -I

ou I est la matrice identité de dimension 2 x 2. Puisque T," BT, = By, on voit que

(b by b
Bi=| bty b 0
~b3 0 0
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avec bYf = by € Glo(F3) et by = —bz € Glz(F3) (cf. lemme 4.2.2). Nous allons calculer ]%Mth)L Soit
X € Mg(F3) telle que XT; = T1X. On vérifie que

I 0 0
X=]xzq4 25 O
Iy Ig Ip

Supposons que X satisfasse X**B; X = B); on tire alors 4 équations :

¥ bazs = by (1)

zbys = by (2)

by + (T bozg)™ + 18 b3z7 + (2 b3x7) Y + by = by — 28by 1y (3)
by — TV boxs — TYbszs = T} baTs. (4)

Ily a |Spa(F3)| = (3% — 1) - 3 = 2% - 3 choix pour les matrices 7 satisfaisant I’équation (1). Il y a |O(b4)|
choix pour les matrices x5 satisfaisant ’équation (2). Si det(bs) = —1, alors |O(bs)] = 2-3-(1-371) = 22,
et si det(by) = 1, alors |O(by)| = 2-3- (1 +371) = 23 (cf. lemme 4.3.2). Nous verrons en annexe que
dans notre cas, det(B;) = —1, et donc que det(bs) = —1. Fixons z4 de maniére arbitraire. Cela fait 3*
possibilités. Le nombre de matrices z7 satisfaisant (3) est le nombre de matrices m € M»(F3) telles que
m~+m?'T est fixé, car 1 et bz sont inversibles. Cela fait 3 possibilités. Les matrices z1, 24, 5 étant choisies,
la. matrice Tg est déterminée & nouveau car z; est bz sont inversibles. On a ainsi ]a% M Myy| = 2535

Par conséquent, on trouve :
[ZMlyMz)lw(Ml)w(Mz) =2%.3%0mega([0,0,1,1],3,1) -oomega([0,0,1,11,3,2)

< 0,092.
(iii) Le sous-cas det(My,51) = det(Mz, B2) = 34
Les facteurs invariants de M; dans Ml# ne peuvent pas étre (Z[(], B, &]36,‘432) par parité de rang.

a) Supposons que les facteurs invariants de M; dans M# soient (Pg, By, By By)-

Dans ce cas, T3 = —I4. Nous verrons en annexe que dans ce cas det(B7) = 1. Ainsi,
\ Ly = 10B1)| =235 (1-372)2 =27. 32,

On trouve alors

| L0, M) lw(M1)w(Ma) = 27 - 3%00omega (10,0,0,01,3,1) - comega ([0,0,0,01,3,2)
<2,84-1074,

b) Supposons que les facteurs invariants de M, dans M? soient (ZI¢G)s ZIG ), ‘132,5132).

Dans ce cas, et de maniére semblable au cas det(M;, 5;) = 38 onal] = (:2 _(}2 ) . Et on trouve

que By = (_b;)z %2) Par suite, IﬁﬁMuMz)' =3%.|Spy(F3)| =3%-(32-1)-3=23.3% Donc:

iﬁ’,a(Mth)lw(Ml)w(Mg) = 2%3%comega ([1,1,3,31,3,1) -oomega({1,1,3,3],3,2)
<5,1672-1072.
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(iv) Le sous-cas det(Mi, $1) = det(Ma, B2) = 32
Les facteurs invariants de M; dans M7 ne peuvent pas étre (Z[(.],Z[(.],Z[C ,&]32 par parité de
1 6 6 61> 76
rang.
Les facteurs invariants de M; dans M# ne peuvent donc étre que (Z[(], Z[(], B,, B, )- Dans ce cas,

Ty = —I,. Ainsi, IZMI,MQ)I =O0(B;) =3-(1-3"1) =22, car det(B;) = —1, comme nous le verrons en

annexe. On trouve alors :
I%MI,MZ)Iw(MI)w(Mg) =2%.0omega ([1,1,2,2],3,1) -oomega({1,1,2,2],3,2) <1,58-107°.

De ces calculs et du théoreme 1.6.8, on peut énoncer le

Théoréeme 4.3.5

1
——— < 0,4237521.
- _Z |O(M)]
Me& (9404;)

(C) Le cas F = ¢.d3,

Les Z-réseaux (M, 81) et (Ma, B2) sont 3-élémentaires, et la dimension de M; = 14 = 6 (mod 8).
Le lemme 4.3.1 nous donne que det(M;, 5;) = det(M>, B2) = 31,33 ou 35.

(i) Le sous-cas det(Mi, 51) = det(Ms, B2) = 3°

Les facteurs invariants de M; dans M{* vus comme Z[()-réseaux de Wi ne peuvent étre ni
. 2
(ZI[&), ZIGs), By - - - » B)s mi (Z[], ZIG], Z[Cg), B B B> T)» car le My est de rang 3 en tant que Zl( sl
R

5 fois
réseau de Wy, et en vertu du théoreme 1.4.1.

Le seul cas est donc (Z[(}, Z[¢4), Z{¢), Z[¢g) ’3[36,2]32, ‘132). Relativement & une base convenable, on a :

_ [(-L -L 0
Ti={0 -L o0 ].
U

Puisque 77 B; T; = B, on en déduit que

. 0 b 0
Bri=| by, by bs
0 b b

avec b = —by € Gla(F3), et bg = (1) (cf. lemme 4.2.2). Soit X € M5(F3) tel que XTy =T1 X. Alors

Iy T2 I3
0 I 0 .
0 s T9

Si X satisfait en plus X**'B; X = Bj, on trouve comme avant 4 équations :

X est de la forme

2byzy = by 1)

T bezg = bs (2)

¥ bozy + (T4 box1)" + TV bszs + (T bs28)" + 25 bexs = by — T} baT1 (3)
bs — Ti b5y — T beTo = Ti b z3. (4)
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En raisonnant de la méme maniére que dans (B)(ii), mais en sachant que |O(bg)| = 2, si bg = (+1), on
trouve ]‘,%MI,MM =24.36

On peut considérer que les facteurs invariants de M; dans (Ml)#; sont (‘ﬁs,ms,%s,ms,mi,%g,mz)
(cf. théoréme 1.3.12, lemmes 2.1.5 et 4.1.2). Ceux de M, dans (M2)#2 sont, en vertu du théoréme 1.4.1,
et du lemme 1.3.12, (2- ‘,B‘lls, 2- ip?s, 2- ‘st), et on peut considérer pour le calcul de la masse de My que
ces facteurs sont (Z[(,],P,q, Bg)s car “Bis = (s +Z;;+ 2)2. Z[( g}, et en vertu du lemme 2.1.5. Donc :

|L 0, My (M )w(Mz) = 243%-0omega ((1,1,1,1,2,3,3],3,1) -comega ([0,1,1],3,2) <0,15075.
(ii) Le sous-cas det(M;, 3;) = det(Mo, B2) = 33
Les facteurs invariants de M; dans Ml# ne peuvent pas étre (Z[(G], e ,Z[(s],ms,‘,pz) par parité de
LS.

5 fois
rang. Ainsi, le seul cas possible est (Z[(y],- - ., Z[(], By, B, Bg)- Donc, T, = —1I3, et ],%”(MI,M2)| =
(LA —"

4 fois
|O(B,)] = 2-3%- (1 — 3%) = 48. Par suite, on trouve
L%Mth)lw(Ml)w(Mz) = 48.oomega ([1,1,1,1,2,2,21,3,1)-0omega([0,0,0],3,2) <5,32.107%,

(iii) Le sous-cas det(My, 81) = det(M>,B2) = 3

Ici, les facteurs invariants de M; dans M sont (Z[Gg)s - - - » Z[¢4), Bg), done |$ My M) =2, et
(S

6 fois

]ZMI,MﬂIw(MI)w(MQ) = 2.0oomega({1,1,1,1,1,1,2},3,1)-oomega({1.1,2].3,2) < 92,5107,

De ces trois sous-cas, et du théoréme 1.6.8, on a le

Théoréme 4.3.6

1
—— < (0, 15].
— _Z lo(M))]
MeZ(2123,)

(D) Le cas F = }°9%;
Le théoreme 1.3.9 et le lemme 4.3.1 nous apprennent que det(M;, 31) = det(Ma, B3) = 3 ou 32.
(i) Le sous-cas det(M;, B1) = det(Mz, B2) = 34

Les facteurs invariants de M; dans M, 1# ne peuvent étre que (Z[(], - - -, Z[(], spz,ipf)). Ainsi,
D o —

8 fois

o —Iz 0 B b]_ b2
Tl“(—12 —12> et 1“(—1;2 0)’

avec bY = —by € Gl(F3). Soit X € My(Fs3) tel que XT3 =T1X et X*B X = B;. Alors

X=($1 0),
T2 Iy
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et 1,2 doivent satisfaire les équations :

.’L‘?bzx 1 = bg

zbozs + (28 boxs)™ = by — 281 2:.
On obtient | Z{a, a0, = (3% — 1) -3-3 = 72. Ainsi,

IDZMI,M,)IM(MI)-w(Mz)=72-oomega([1,1,1,1,1,1,1,1,3,3] ,3,1) -oomega([1,1],3,2)
<5,387-107°.

(ii) Le sous-cas det(M;, 5;) = det(Ma, B2) = 32

Les facteurs invariants de M; dans (M;)* ne peuvent pas étre (Z[(],. .- ,Z[{G],‘.]S:) par parité de
| .

9 fois
rang. Ces facteurs sont donc(Z[(], ..., Z[(], By, B,)- Ainsi, lfﬁMthﬂ <2-3-(1+371') =8, car
[ .
_ 8 fois
Ty = —I,. On en déduit :

IZMI,MQ)I-w(MI)w(Mz)S8-oomega([1,1,1,1,1,1,1,1,2,2],3,1) .oomega ([0,0],3,2)
<3,65-107°.

De ces deux sous-cas, et du théoréme 1.6.8, on a le

Théoréme 4.3.7

1
§ : —— <5,39-107°.

— |O(M)]

Me&(2L°92,)

(E) Le cas F = &30

Le théoréme 1.3.9 et le lemme 4.3.1 nous apprennent que det(My, £1) = det(Ma2, B2) = 3.
Les facteurs invariants de M; dans M# sont donc (Z[CG],...,Z{CG],‘,BS). Ainsi, T} = (~1). Donc
(LS.
12 fois
|L My Mz)| = 2. Par suite :
|L vy )| - w(My) - w(Mz) = 2 - comega([1,...,1,2],3,1) -oomega([0],3,2) <2,24-1075,

D’on,

Théoréme 4.3.8

1
—— <2,24-1078.

_ _Z |O(M)]

MeZ (L3 d18)
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— BT
(F) Le cas F = &P,

Le théoréme 1.3.9 et le lemme 4.3.1 nous apprennent que det(M;, 1) = det(Ms,8) = 3, car
| ReS(CD(;, <1’54)] = 32.
Les facteurs invariants de M; dans M sont (Z[¢], - - -, Z[¢], Bs). Ainsi, on voit que Ty = (1) et
.

6 fois
lip( My M)l = 2 (cf. lemme 4.2.4). Le facteur invariant de M3 dans M est donc PB;, (cf. théoréme 1.4.1).
Nous savons que 54 - Gy =2- ‘.Bz 4 (cf. lemme 4.1.2). Ainsi, le facteur invariant de M, dans (Mg),"’f2
est 2 - ‘}3;2. Puisque ‘33;2 = (45 e 4)5 -Z[§5 4], on peut supposer, pour le calcul de la masse de M,, que

M, = (Mg)t. En résumé,
IZMI,Mz)I-w(Ml)w(Mg) =2.0omega([1,1,1,1,1,1,2],3,1) -ocomega ([0],3,3) <2,61-1071°,
D’on,

Théoréme 4.3.9

1
— < 2,61-10710
- _Z |O(M)]
MeE (2] s4)
#
(G) Le cas F = @2@66
Puisque Res(®s, &gs) = 112, le théoréme 1.3.9 et le lemme 4.3.1 nous apprennent que det(Mj, 1) =
det(Mj,, B2) = 112. Les facteurs invariants de M; dans M¥ sont alors (ZIC), - - - ZIG), 11 - Z[¢))- le
| SO —_.
5 fois
e 0 -1 Attt e ; = 2a a

lemme 4.2.5 nous donne que 17 = 11 ) De T, BT\ = By, on tire que B; = e % avec

a € F};. On en déduit, apres calculs, que
| Loty )| = HX € Mp(F11) | XT1 =TiX et XUBiX = Br}| = [{xh}| =2.
On peut considérer que les facteurs invariants de M; dans (Ml)f1 sont (‘.BG, B, 11‘}36) (cf. théoréme
LA

5 fois
1.3.12 et lemme 2.1.5). Nous allons calculer la masse de (Mi,h;) “4 la main”, car (M;), est non

unimodulaire si p = 3 et 11. La fonction “comega” n’est donc pas utilisable dans ce cas. Ainsi,
3 .
Ba(M;) =32 - JJ(1-37%)=2"-87.5.7-13 (cf. théoreme 2.2.6).
=1
D’autre part, B11(M;) = B11(N1HN3), ott N7 est unimodulaire de rang 5, et N est 11Z[46]11-m0du1aire.
On en déduit (cf. théorémes 2.2.5 et 2.2.6) que

B11(M;) =11 - B11(N1) - B11(Ny)

5
=11-JJa- (=)' g +117") > 12,9.
=1

De plus,

6
[1 B(M) ' <372 71+ 117171 [T¢a =371 -117) < 1,043 (cf. théoreme 2.3.1).
p;é3,11 i=2
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Finalement,

6 .
w(My) =2-3% - H 27)1 ()E P [ Be()7?

<7,347-107%,
car
6};is
Nous allons maintenant calculer w(M>). Le théoréme 1.4.1 nous apprend que le facteur invariant de
M, dans M2# est P co- Ainsi, le facteur invariant de M; dans (Mg)#2 est "Bfl,ﬁﬁ -%,3),66 . m(z,a),ee (cf.
théoreme 1.3.12 et lemme 4.1.2). Or, cet idéal est engendré par un élément de Z[(g, +(4| (cf. lemme 4.1.2).
Ainsi, on peut supposer que M, = (Mz) pour le calculs de w(M>). Do,

w(Ms) = |{z € Z[CGG] |2z =1} = —

De cela et du théoréme 1.6.8, on a le

Théoréme 4.3.10

1
<2,23.1075.
- -Z |O(M)|
Me& (PEPss)
&
(H) Le cas F = ®3,®5
Puisque Res(®19,P50) = 5% le théoreme 1.3.9 et le lemme 4.3.1 nous apprennent que

det(Ml,,BI) = det(MzaﬂZ) =5 ou 53.

(i) Le sous-cas det(My, 1) = det(Ms,52) =5
Les facteurs invariants de M; dans M} sont alors ( (Z[¢,0), ZIC,0), Byg)- Dans ce cas, la matrice
Ty = (~1), et ainsi I,CfMl,Ml)l = 2 (cf. lemme 4.2.6). Pulsque 10 - .,@1_01 = 2-%B,,, on peut considérer

que les facteurs invariants de M; dans (M;)¥ », sont (qsm,qsm, i]310) (cf. lemme 4.1.2 et lemme 2.1.5).
-1

D’autre part, le facteur invariant de M2 dans M2 est iB50 (cf. théoréme 1.4.1). Puisque 50 9 50 =
2- ‘1350 et que 2- f‘pso est engendré par un élément de Z[() + (], on peut considérer que M, = (Mg) 48

Ainsi, dans ce cas,
e%Ml,Mz) ~w(M) - w(Mz) =2-oomega([1,1,2],5,1) - oomega([0],5,2)
<2,2-107°

(ii) Le sous-cas det(M;, 81) = det(Mz, B2) = 53

Les facteurs invariants de M; dans M} sont (Z]G,0), ZI¢,4)5 ‘,B“:'O). Dans ce cas, la matrice

. 00 -1
T'=(1 0 -3 (cf. lemme 4.2.6).
01 -3

Puisque T} B, T; = B;, on trouve que

. z y y— 3z
B; = Y z Y , avec x,y € Fs.

y—-3z y x
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Apres calculs on trouve | £ as, ar,)| = {X € M3(Fs) | XT; = T1X et X'B1 X = B} = 10.
On peut supposer que les facteurs invariants de M; dans (Ml)#1 sont (‘,Bm,mm,‘}?)‘;o), et que My =
(M)}, Do,

|$M1»Mz)| -w(My) - w(My) =10-ocomega([1,1,4],5,1) -oomega([0],5,2)
<2,7-107%

De ces deux sous-cas et du théoréme 1.6.8, on a le

Théoréme 4.3.11

1
— < 2,73-1073.

— _Z [O(M)]

MEg(beo‘Pso)
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ANNEXE 1
Une équivalence de catégorie

Définition Al.1
Soit f = @, P,
On considére la catégorie JZ/f dont les objets sont des triplets (M, ,t) oii t est une isométrie de
polynéme minimal f du réseau unimodulaire (M, (). Soient (M, (3,t) et (M’,',t') des objets de 7.

Les morphismes de &/f sont les isométries ¢ : M — M’ telles que le carré suivant commute :

M AN M
IR
M 2 M

On considére la catégorie % ¢ dont les objets sont des 5-uplets (My, Ma, hy, he, ) satisfaisant les
propriétés suivantes :
a) Pour i = 1,2, (M;, hi) est un Z[(, |-module projectif, hermitien, totalement défini positif.
b) Pouri=1,2, la forme f;(z,y) := WI{ TrQ(C,‘,.)/Q o h; est & valeur dans Z.
¢) Pour i = 1,2, la multiplication par Cm se note t;. Il est clair que t; est une Z-isométrie de (M;, 3;).
Elle se prolonge naturellement sur W; := M; ® Q. Dans W;, on définit Mf = (M,»)Zi. On suppose
que o est une anti-isométrie de M¥ /M, sur M¥ /M, telle que T; 0 & = a0 %5, oil, pouri = 1,2, T;
est Pautomorphisme de MZ-# /M; induit part;.
Soient (M1, My, hy, hy, ) et (M7, M3, hi, hy, ') des objets de %f. Les morphismes de % s sont
les couples (1, p2) tels que, pour i = 1,2, ¢; est une isométrie de (M;, h;) sur (M], h;). On remarque
que, pour 1 = 1,2, ; est aussi une isométrie de (M;, 8;) sur (M],}). On suppose que le carré suivant

commute :

MEM, = MF/M,

MPF /M, My /M;.

Proposition Al1.2
Les catégories 7} et %7 sont équivalentes.
Démonstration :
Nous allons définir un foncteur de 7} sur x ¢. Soit (M, 3,t) un objet de 7. Posons W = M®Q,
W; = %(t)(W), hi = ?":Bl (677 (), ) C:h_, M; = M nW;, p; la projection de W sur W;, pour
i=1,2. E:nﬁn, on pose o = Py o P31, I'application définie & la proposition 1.3.5. Soit

F: LMf — @f
(M')ﬂ’ t) — (MlaM2, h17 h27a)
La proposition 1.3.5 et le corollaire 1.2.7 montrent que (M3, Ma, hy, ho, ) est un objet de B [
Soient (M, 8,t), (M’,3',t') des objets de Sietpe Mor ., (M, B,t), (M', 3',t')). Les applications
t, t' et p s'étendent naturellement sur W et W/. Onapouri=1,2:
(W) = (B, ()(W)) = &, (t') (0(W)) = Dp, (') (W) = W].
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Annexe 1 : une équivalence de catégorie

Ainsi, p(M;) = (M N W;) = (M) N p(W;) = M' N W] = M/. On pose alors :
F((p) = (‘PIM;»‘P|M2) = (<P17<P2)-

On vérifie aisément que (1, p2) € Morg (F(M,B,t), F(M',8',t')), et que F(po ¢') = F(p)o F(¢'). Il
s’agit de montrer que F est dense et pleinement fidéle pour achever la démonstration de la proposition.

Montrons que F est dense, c’est-a-dire que c’est une sujection au niveau des objets :
Soit B = (M, My, hy, ha,a) un objet de F . Posons Wy = M, @ Q, Wo = Mo ®Q, W = W, BW.,
et B := B + B2. Définissons

M={x; +:t:zeM1’§éEEM,_Z§é |22+ My =alz, + Mi)} ett=1t St

Le fait que (M, 5, t) est un objet de JA/f a été démontré au théoreme 4.2.3. Il reste & voir que F(M, 5,t) =
(My, M2, hy, ho ). Pour i =1,2, on a M; = M NW; par définition de M et de W;. D’autre part,

n;—1

Z Bi(t~H(z), y){l i(z,y) pour tout z,y € W;.

En effet, soient 0q,...,0,(n,)-1 les plongements de Q((,‘m) dans C. On a:

n;—1 n.—l

Z B @ = = 3 Tt () ),
™50
1 n;—1

= — 3 (il w))C,

n;
* =0

nt_l ‘p(n‘l) 1

Y Y g,

iy =0

1 p(ni)—1 ni—1 .

mlD DILACCE)ED DLl (anTey
=0 1=0

= hi(z,y)-

n,--—l
La derniére égalité vient du fait que Z gj ((:){ln_ = 0 sauf quand o; est 'identité, et dans ce cas la,

=0
cette somme vaut n;. Posons p; la projection orthogonale de W sur W;, i = 1,2. On voit facilement que

pi(M) = M,# , ainsi, on trouve deux isomorphismes :
ME/IM T MMy B M, P MM,
donc,
M ={zy+z2 € M BMJ | (537" 0 B1)(z1 + M1) = 22 + Mp}.

On en déduit que P53~ o Py = @, et donc que F est dense.

Montrons que F est pleinement fidele, c’est-a-dire pour tout objets (M, 5,t), (M’,5',t') de &/f,
I’application
Mor,, (M, 8,t),(M’, 8',t')) — Mor g, (F(M, 8,t), F(M', §',t"))

@ +— F(p) = (p1,92)

est un isomorphisme. Soient donc, ¢ et ¢’ € Mor, ((M, B,t),(M’,5',t)) tels que F(p) = F(¢’). On
a donc @|anmm, = ¢ |M@u,, ainsi, ¢ = ¢’, car M; B M, contient une base de W. Finalement, soit
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(¢1,92) € Morggj(F(M, B,t), F(M',3',t)). Posons ¢ := 1 + ¢,. 1l suffit de montrer que ¢(M) = M'.
On voit facilement que (M B M) = M B M; et que <p(M1# H Mz#) = M{# B My*. 1l faut voir que

I'image de
B+ M/(My B M) — (M B M*)/ (M, B M)

(z1 + M1) + (z2 + M2) — (p1(z1) + Mi) + (p2(z2) + Ma)
est M'/(M{ B Mj;). Cela vient de

(pr(z1) + My) + (p2(x2) + M2) = (p1(z1) + M1) + (F2(z2 + M2))
= (p1(z1) + M1) + P2(a(z1 + My))
= (p1(z1) + My) + o (@1(z1 + M1)) € M' /(M7 B My).

Ainsi, F est pleinement fidéle et &4 est équivalente a @ [
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ANNEXE 2

Voici le listing de la fonction oomega :

{ppsi(n)=
vl=sort(vector{n,j,if(ged(j,n)==1,3,0)));
v2=vector{phi(n),j,viin-phi(n}+j]);
prod(l,j=1,phi(n}/2,mod (y-(x*(v2[j]1}+x"(={(v2[3])}),cyclo(n)}};:}
{beeta(p.k, r)=2" ({phi(p~k)-2)/2}*pi” (phi (p"k) /2) *p" (- (k+(1/2)))*
disc(subst (compo{ppsi(p"k),2),y,x) ) (-1/2}*
prod(l,3j=2,r, (1-p~(~j))*zeta(j)) " (phi(p~k}/2);}
{valdif(fil)=matrix(length(set (fil)},2,3,s.if(s==21,set(£il){j],sum(0,1=1,length(fil),
if(fil(1l)==set (£i1)[3].1,0)))}}
{densinv0lmod(k,p,x)=if(k==0,if {mod(r,2}==mod(0,2),
(2*(1-p~(-r/2}) *prod(l,s=1, (r-2)/2, (1-p~(-2*s) 1)} " (-1}
(2*prod(l,s=1, (r-1)/2, (1-p~(-2*s) ) )~ (-1)),
(p*{r*(r+l)/2)*prod(l,s=1,r/2, {1-p~(-2*s})))~{-1})}
{densinvl2mod(p,r,ro)=if (mod(ro,2)==mod(0,2),
({2*p" ({(r-ro}*(xr-ro+l)/2)*prod(l,s=1,ro/2, (1-p~(-2*s}))*
prod(l,s=1, (r-ro) /2, (1-p~(-2*s))) )/ (1+p~ (~x0/2)}) )" (-1),
{2*p™ ((r-ro) *{r-ro+l)/2) *prod(1,s=1, (ro-1) /2, (1-p~(-2*s)} )~
prod(l,s=1, (r-ro) /2, (1-p~(-2*s)}))"(-1))}
{mdensinvloc{fi,p)=
if (length(valdif(fi)~)==1,
densinv{lmod(valdif (fi} (1,1],p,valdif(£i)(1,2])
if (length(valdif (fi)~)==2,
if(valdif (fi){1,1]==0&valdif(fi)(2,1}==1,
densinvl2mod(p,valdif (£i) [1,2]+valdif(£fi) (2,2]),valdif(£fi}[2,2]}
p~(-valdif(£i){1,1])*valdif(£i)(1,2]*valdif(£i)(2,2]-
divres(valdif (£i){2,1],2) {1)*valdif (£i)}([2,2]"2)*
densinv0lmod (divres(valdif (fi){2,1},2)(2],p,valdif(£i)[2,2])*
densinv0lmod (valdif (£i) (1,1],p,valdif(£1) [1,2])

if(valdif(£i) (1,11==0&valdif(£i)[2,1]==1,

mdensinvloc (vector(valdif(fi} [2,2],3,valdif(fi)(2,1]).,p}"(-21}*

mdensinvloc (vector{valdif (fi)([1,2)+valdif(£i)([2.2],3,£1(3).p)*

mdensinvloc (vector{sum{0, j=1,length{valdif (£i)~)-1,

valdif (£i) {3+1,2]),1,£i(l+valdif(£i)(1,2]1]),p)

pr{-divres(valdif(£i)[2,1},2)[1}*(length(£fi)-valdif(fi)[1,2))"2-
valdif(£i)[1,1)*valdif (£i) [1,2])*(length(fi)-valdif (£i)[1,2]))*
mdensinvloc{vector(valdif (£i)[1,2}.j,valdi€{£fi)[1,1]),p}*
mdensinvloc{vector {sum(0,j=1,length(valdif{fi)~)-1,
valdif (£i)[3+1,2]),1,fi[l+valdif(£i)[1,2]])~-2*divres(valdif(£fi){2,1],2)[1)},p)

)

)i

{oomega (fii,p, k)=
abs (2* (disc(cyclo(p™k) ) /disc (subst (compo (ppsi(p~k),2},y,x) )} 2) " (length{fii)*(length(£fii)+1)/4)*
(prod(1,j=1,length(fii), {3-1) ¢/ ((2*pi)~j})) "~ (phi({p~k)/2)*
disc (subst {compo (ppsi{p~k).2),y,x) )~ (({length(£ii)~2)/2)*
P~ (sum(0,j=1,length(£fii), £fii{j}) *length(fii)/2}*
mdensinvloc(fii,p)*beeta(p,k,length(fii}))}

Description de ce programme :

a) La sous-fonction “ppsi” donne le polynéme minimal de ¢ +Z;. 11 suffit d’entrer “ppsi (n)” pour
obtenir ce polynéme.

b) La sous-fonction “beeta” donne une estimation du produit de presque toutes les densités locale,
c’est-a-dire celles pour lesquelles la forme est unimodulaire (cf. théoréme 2.3.1). Ici, il faut que la
seule place pour laquelle cette forme n’est pas unimodulaire soit I'unique idéal p, qui se ramifie entre

Q(Cp,‘ +Cpk) et Q(Cpk). 11 suffit d’entrer “beeta (p, k., r)” sir est le rang du module hermitien pour

obtenir cette estimation.
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c) La sous-fonction ‘mdensinvloc” donne linverse de la densité locale en p,. Il suffit d’entrer
“mdensinvlioc([my,...,m.},p)” siles facteurs invariants du module dans son dual sont
q3(')”1 3. q3:)"’, avec my = 0 ou 1, et P, est Punique idéal de Z[(pk] au-dessus de p.

d) Supposons que (M, k) soit un Z[¢ ]-module hermitien totalement défini positif, que Q({,) = Q(Cpk )
avec p € P— {2}, et que les facteurs invariants de M dans Mf soient ‘B;nl D--+D 5133", avecm; =0
ou 1, et oll P, est 'unique idéal au-dessus de p. Alors, pour obtenir w(M), il suffit d’entrer

“oomega ([my, ...,m],p, k)",
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ANNEXE 3

Liste complete des Z-réseaux 3-élémentaires,
de type II, et de dimension 8

Nous savons que si (M, 8) est 3-élémentaire, de type II, et de dimension 8, alors M# /M ~ ]F’;, avec
k =0,2,4,6 ou 8 (cf. lemme 4.3.1). Le lemme suivant nous montre qu’il suffira de considérer les cas ol

k = 0,2 ou 4. Tout d’abord une définition.

Définition A3.1
Soit (M, 5) un Z-réseau de rang n tel que M#/M =F%, avec 0 < k < n, et p € P. On définit M

comme étant le réseau /p- M*.

Lemme A3.2
Soit p € P. L’application M ~— PM est un bijection de I'ensemble des Z-réseaux, p-élémentaires,

de déterminant p* et de rang n sur ensemble des Z-réseaux, p-élémentaires, de déterminant p™~* et de

rang n.
Démonstration :

Montrons d’abord que S(*M,’M) C Z :

BCM,"M) = B(\/p- M*,\/p- M*)
= B(p- M*, M*)
CHMM*)CZ
D’autre part, det(,/p- M#) = p" det(M#) = p"~F.
On a aussi, p- 'M#* c*M :

1
VP
done p-pM#=§_5'M=\/§-MC\/5-M#=pM

ona 'M*=(/p-M¥)*=— M*¥=_—_ .M,

Dlls

Finalement, p(p MY=M:

M) = "(VB- M*) = /B (B M¥)¥ = —%-M## _M

Lemme A3.3
Soit p € P— {2}. L’ensemble des Z-réseaux , p-élémentaires, de type II, de rang n, et de déterminant

p*, avec k satisfaisant la congruence

n=+2-2- (p— 1)k (mod 8)

forme un unique genre que l'on notera yl 13k

Démonstration :

Cf. ([Co-Slo], theorem 13, p. 386) %
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Voici une méthode générale pour calculer la matrice de 3 connaissant celle de 3.

Lemme A3.4

Soit (M, 3) un Z-réseau p-élémentaire. Soit B une matrice de 3. Il est bien connu qu’il existe
A, B € Gl,(Z) telles que

AYBC=(p)®--- @ pel)e---&(1) (cf. [Jacn], theorem 3.8, p. 176)

"

k fois n—k fois

La fonction “smith2” du programme PARI fait cektravail. Alors, si

AYBA = (’3(T X2)}’°
- X3 X4 }n—k ’
on a X; € My(pZ), et 1—1, - X; fournit une matrice de 8.
Démonstration :
Siey,...,e, sont les vecteurs colonnes de A, alors on voit facilement que M = Ze; ®- - - ® Ze,, et que
M# = Z%el ®-- -@Z%ek ®Zegy1 D - - DZey,. Ainsi, la matrice de J relativement 2 la base (%—e;, ... ,—%:k)
de M# /M vaut - X; via la bijection canonique entre 2Z/Z et Z/pZ. e

(A) Le cas det(M,5) =1

Dans ce cas, il est bien connu que gl ! 30{ = 1. Cette unique classe se note usuellement Eg, et la

masse de ce genre vaut

1 1
|O(Es)]  214-35.52.7

(cf. [Co-Slo], p. 121).

(B) Le cas det(M,3) = 38

Le lemme A3.2 nous montre que yn s = {3E3}. Dans ce cas, la matrice de (3 est simplement
n’importe quelle matrice de Eg modulo 3, car si (ej,...,eg) est une base quelconque de 3E3, alors

3
(3e1,-.-, 3es) est une base de Ef.

(C) Le cas det(M, 3) = 32

Ici, nous avons besoin d’un autre programme informatique. Il se nomme “tn”. L’utilisation de ce
programme est trés simple : il suffit d’entrer une matrice symétrique et définie positive, puis une routine
va chercher toutes les matrices du méme genre que la matrice de départ au moyen de la méthode des
“voisins de Kneser”. Enfin, le programme vérifie que la liste est compléte au moyen de la “formule de

Siegel”. Ce programme m’a été donné par R. Scharlau et B. Hemkemeier.
On trouve alors que yl 132 = {A2 B Eg}, ol Az peut étre représenté par la matrice (? ;) ou

2 0 -1 O 0 0

0 2 0 -1 0 0

2 -1 h . ) . -1 0 2 -1 0 0
(_1 9 ), et Eg peut étre représenté par la matrice 0 -1 -1 2 -1 0
0 0 0o -1 2 -1

0 0 0 6 -1 2

En utilisant les méthodes données au lemme A3.4, on trouve ( 0 (1)> comme matrice pour £.
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(D) Le cas det(M,3) = 3°

Le lemme A3.2 nous donne que yl 138 = {?42 55 3EG}. Or, il est évident que %42 = A,. On calcule

4 3 0 O 0 o
3 6 6 0O o0 o
3 0 6 12 -3 0 O
Fs, et on trouve 00 -3 6 -3 0
00 0 -3 6 -3
00 0 0 -3 6

-1

0
Ainsi, dans ce cas, la matrice § vaut 8
0
0

(E) Le cas det(M,3) = 34

0 0 o0 0 0

0 -1 -1 -1 0

-1 1 0 0 0 .

-1 0 1 0 -1l Son déterminant vaut —1.
-1 0 0 0 -1

0 0 -1 -1 0

Au moyen du programme “tn”, nous trouvons que yl 134 = {A,BA;B A B Ay, A} ot A peut étre

1 -1 -1 -1
1 -1 0 -1
1 0 -1 0
0 0 0 -1
4 -2 -2 1
-2 4 2 -1
-2 2 4 0
1 -1 0 4 /

Dans le cas A B A, B A, B A,, la matrice de 3 vaut —Iy, et dans le cas A, la matrice de 3 vaut

2 1 1 1

1 2 0 0

1 0 2 0

représenté par la matrice 1 o 0 2

1 1 1 0

-1 -1 0 ©

-1 0 -1 0

-1 -1 0 -1
-1 0 -1 0
0 0 1 O
-11 0 -1
0 0 -1 1

. Dans les deux cas, le déterminant de (M# /M, 3) est 1.
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ANNEXE 4
Réalisation explicites pour certains polynomes

Nous utilisons dans cette annexe les résultats obtenus dans [Kerl] et {Ker2].
Etudions le probléme dans les dimensions inférieure & 32 pour les Z-réseaux unimodulaires de type I :

Si n = 8, nous savons qu’il n’y a que E£g. Ainsi, Ly est un F-réseau ol est F est dans la liste

suivante :
o5 02, ¥, @5 By Do P3p PePis DEPyp (cf. théoreme 3.1.4).

Sin = 16, il existe 2 classes : FgH Eg et le réseau associé au systéme de racines D;g. Or, ce dernier
réseau ne posséde pas d’isométrie parfaite (cf. [Kerl], corollaire p.180). Notons tout de méme que EgtH Eg

est un F-réseau pour les polynémes suivants :
Q0 P4z Peo P12P3s,

et que ces derniers ne proviennent pas de la somme directe de deux isométries de Eg.
Si n = 24, il est bien connu que, excepté A le réseau de Leech, tous les Z-réseaux possédent un
systéme complet de racines. On les nomme donc souvent par la donnée de ce systéme. Les réseaux

suivants sont les seuls & posséder une isométrie parfaite :
Aoy 2410 3As 44¢ 12A; 6Ds 4E¢ 3FEg et A (cf. [Kerl], p. 181).

L’article [Kerl] nous donne des moyens explicite pour calculer des isométries parfaites. Nous trouvons

alors que
Agy est un ®19Pso-réseau, 242 est un &% -réseau, 3Ag est un D3 -réseau,
44 est un ®f,-réseau, 124, est un ®f%-réseau, 6Dy est un f2-réseau,
4E¢ est un ®}%-réseau, 3Eg est un ®}2-réseau, A est un ®}%-réseau.

Sin =32, il y a 132 réseaux indécomposables possédant un systéme complet de racines (cf. [Ker2]).

Voici un lemme permettant de trouver, parmi ces 132 réseaux, ceux qui possedent une isométrie parfaite :

Lemme A4.1

Soient (M, 3) un Z-réseau unimodulaire de rang n, et R = {x € M | B(z,z) = 2} I'ensemble des
vecteurs de longueur 2.

a) Si R se décompose en Agx-1 B R', Dy B R’ ou E; B R/, avec k < 1, alors (M, 3) ne posséde pas
d’isométrie parfaite.

b) Si R se décompose en BBE_; Ao, BqEsBrEs, avec p,q,r >0 et n=>7_ 2k; + 6q + 8r, alors (M, B)
posséde une isométrie parfaite

Démonstration :

Cf. ([Kerl], propositions 3 et 4). #®
Grace 4 ce lemme, et aux données explicites de [Ker2], nous obtenons les résultats suivants :

4A; B4Es est un ®6-réseau, 10A; B 2Eg est un ®3°-réseau, 134, B E¢ est un ®L5-réseau,

Ay B8 3Ag B Eg est un ®@3s-réseau, Ag B Ago B Eg est un O¢P3, Dyo-réseau, Ay B Eg est un $§P13Psy-réseau,
16A2 est un $}°-réseay, 245 B 2A14 est un OFd2®%-réseau, 8A4 est un &% -réseau,

4Ag est un PPis-réseau, 246 est un $3,-réseau.
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Voici quelques exemples de résultats matriciels : Il existe une base du réseau 2A4,¢ dont la matrice

de (G est

Relativement & la méme base, la matrice de 'isométrie parfaite trouvée est

Relativement & la méme base, la matrice de I'isométrie parfaite trouvée est

16

rm———

2 1 -1 0 0 13
L . 0 . .

: 1 : 0 :
1 2 0 0 13
0 0 0 1 1
0 R | :

: .0 : 1 :
0 (] 1 2 1
13 13 1 1 160

Annexe 4 : Réalisation explicites pour certains polynomes

15

1 - 1 1 0 0 13 13
-1 0 0 0 13 0
0 T : 0 0 : :
: .0 : : : :
0 0 -1 0 0 13 0
0 0 1 1 2 1
0 0 -1 0 1 0
0 0 0 M : N
: : : 0 : :
0 0 -1 1 0

0 L0 e e 0 -17 -1

4

12

e N,

21 -~ 110 0] 8
1 2l : :
: 1 : ] :
1 210 0| 8
00 0| 2 1 1
0 R B | :
: o0 1 :
0 0 01 2 1
8 8 | 1 1| 60

11

1 R | 1 0
-1 0 0 0
0 L : 0 0 :
: .0 : : :
0 0 -1 0 0 0
0 0 1 1 2 1
0 0 -1 0 1 0
0 0 0 : : :
: : : 0 : :
0 -1 1 0

0 0 0 0 -13 -1
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