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• le produit d'une variété biquaternionique et d'une conique; 
• le produit de deux surfaces de Severi-Brauer. 

T a b l e d e s m a t i è r e s 

0. In t roduc t ion 2 
1. Deux résul ta t s prél iminaires 2 
2. Groupe de Grothendieck de produi t de variétés de Severi-Brauer 3 
3. Variétés et algèbres disjointes 4 
4. Variétés "génériques" 6 
5. Algèbres "génériques" 7 
6. Varié té b iqua te rn ionique fois conique 9 
7. P rodu i t de deux surfaces de Severi-Brauer 12 
Références 15 

Date: Janvier, 1997. 
1 



2 N. A. KARPENKO 

0. I n t r o d u c t i o n 

Dans [9], nous recherchions le groupe de Chow CH 2 pour une variété de 
Severi-Brauer. Ici, en ut i l isant les mêmes méthodes , nous recherchons le m ê m e 
groupe pour un p rodu i t direct de m ê m e s variétés. La mot iva t ion pour ce t ra-
vail est donnée pa r u n résul ta t de Izhboldin ([5]): le corps de fonct ions d ' une 
variété de Severi-Brauer est universel lement excellent ssi l ' indice de l 'a lgèbre 
cor respondante n 'es t pas divisible par 4. Cependan t , pour ce résu l ta t , il avait 
besoin d ' in fo rmat ion cer ta ine sur le groupe CH 2 du produi t d ' u n e variété bi-
qua te rn ion ique et d ' u n e conique (6.1). 

Des premiers résul ta t s sur le groupe C H 2 d ' u n p rodu i t de variétés de Severi-
Brauer sont ob tenus dans [14]. On y é tabl i t sa connexion avec le 3-ième groupe 
de cohomologie galoisienne ([14, theorem 4.1]) et on y const rui t un exemple 
d ' u n p rodu i t de trois coniques avec torsion dans CH 2 ([14, r emark 6.1]). 

Le résu l ta t pr incipal et général de l 'ar t ic le présent est 5.5 (avec le corollaire 
5.6). Nous l ' appl iquons à des p rodui t s de deux variétés de pe t i t es dimensions 
(6.1), (7.1); on arr ive en par t icul ier à des exemples nouveaux de torsion dans 
CH 2 . 

Nous util isons la terminologie et la no ta t ion suivantes. Si on di t que A est 
une algèbre, on veut tou jours dire que A est une algèbre centra le s imple sur 
un corps. Pour une algèbre A sur u n corps F on no te [A] sa classe dans le 
groupe de Brauer B r ( F ) de F ; exp A désigne l ' exposant , deg A le degré et 
ind A l ' indice de A. 

La variété de Severi-Brauer d ' u n e algèbre A est désignée pa r SB(A) . Une 
variété est tou jours une variété algébrique pro jec t ive lisse sur un corps; un 
faisceau sur X est un O x - m o d u l e . L ' anneau de Grothendieck d ' u n e variété X 
est désigné pa r K ( X ) ; 

K { X ) = T ° K ( X ) D T l K ( X ) D . . . et K ( X ) = T ° K ( X ) D T 1 K ( X ) D . . . 

sont respect ivement la gamma-f i l t ra t ion et la filtration topologique de K ( X ) ] 
on uti l ise la no ta t ion G * T K ( X ) et G * T A ' ( X ) pour les anneaux adjo in ts gradués 
de ces filtrations. Il y a des relat ions certaines en t re G*TA' (X) , G * T K ( X ) et 
l ' anneau de Chow CH*(X) que nous util isons mais ne décrivons pas ici; on les 
t rouve dans [9, §2]. 

Ce travail est exécuté au Labo de M a t h é m a t i q u e s de l 'Univers i té de Franche-
Comté . J e le remerci s incèrement pour l ' a tmosphère et les condit ions excel-
lentes. 

1. D e u x r é s u l t a t s p r é l i m i n a i r e s 

P r o p o s i t i o n 1 .1 . Soient A \ , . . . , A n et B \ , . . . , B m des algèbres s u r un corps 
F telles que les sous-groupes de Br ( F ) engendrés p a r [ A i ] , . . . , [An] et p a r 
[ i ? i ] , . . . , [ 5 m ] coïncident. Alors 

Tors C H 2 ( S B ( A i ) x • • • x S B ( A n ) ) ~ Tors CH 2 ( S B ( f l i ) x • • • x S B ( B m ) ) . 
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Démons t ra t ion . Posons X = S B ( A j ) x • • • x SB(A n ) , Yx = S B ( B i ) . Il suffit de 
m o n t r e r que 

Tors C H 2 ( X ) ~ Tors C H 2 ( X x Yx) . 
Pu i sque X xY\ —+ X est une fibration projec t ive (5.3), on a ([4, §2 of append ix 
A]) 

C H 2 ( X x Fx) ~ C H 2 ( X ) 0 • • • © C H 2 - d i m K l ( X ) . 
La dernière observation est: pour t ou t t < 2, le g roupe CH'(A ' ) n ' a pas de 
torsion (pour i = 1 v. [16, l e m m e 6.3, (i)]). • 

Soit p u n premier . Pour une algèbre ainsi que pour un groupe abélien A, on 
va noter la pa r t i e p-pr imai re de A. 

P r o p o s i t i o n 1 .2 . Soient A \ , . . . , A n des algèbres s u r un (même) corps. On a 

CH 2 ( SB(Ai ) x • • • x S B ( A n ) ) { p } ~ Tors CH 2 ( S B ( A l { p } ) x • • • x SB(A n {p} ) ) . 

Démons t ra t ion . Pour n = 1, le résul ta t est démon t r é dans [9, proposi t ion 1.3]. 
La m ê m e preuve marche pour n > 1. • 

2. G r o u p e d e G r o t h e n d i e c k d e p r o d u i t d e v a r i é t é s d e 
S e v e r i - B r a u e r 

Soient A \ , . . . , A n des algèbres sur un corps F , X i , . . . , X n leurs variétés de 
Severi-Brauer et X = X i x • • • x X n . F ixons une c lô ture séparable F de F et 
posons Xi = (X{)p pour chaque i. Les variétés X{ sont des espaces project ifs ; 
no tons (i la classe dans K { X ) du faisceau tautologique de la fibration projec t ive 

x ^ n x j -

L ' anneau K ( X ) est engendré pa r les é léments . . . , £n avec les seules relat ions 

(£i - l ) ' ^ 1 = • • • = ( £ „ - l ) d e s ^ " = 0 . 

Regardons la res t r ic t ion K ( X ) —> K ( X ) qui est un h o m o m o r p h i s m e d ' anneaux . 

T h é o r è m e 2 . 1 . L 'homomorph i sme K ( X ) —• K ( X ) est injectif; son image 
est addit ivement engendrée p a r les éléments 

avec 0 < j i < deg Ai , . . . , 0 < j n < deg A n . 

Démons t ra t ion . On util ise [15, §8, t heo rem 4.1] n fois. • 

C o r o l l a i r e 2 . 2 . P o u r des algèbres A i , . . . , A n des degrés fixés, l ' anneau K ( X ) 
avec la gamma-f i l t ra t ion (et le groupe Tors G 2 T K ( X ) en par t icul ier) dépend 
seulement des nombres in 

Démons t ra t ion . P a r le théorème, les nombres dé te rminen t K ( X ) en t iè rement 
c o m m e u n sous-anneau de K ( X ) . Les classes de Chern à valeurs dans K ([9, 
définit ion 2.1]) pour X qui dé te rminen t la gamma-f i l t r a t ion ([9, définit ion 2.6]) 
sont les restr ic t ions des classes de Chern pour X . • 
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3. V a r i é t é s e t a l g è b r e s d i s j o i n t e s 

D é f i n i t i o n 3 . 1 . Soient X i , . . . , X n des variétés quelconques sur un (même) 
corps. Nous disons qu'elles sont disjointes si l ' homomorph i sme d ' a n n e a u x 

K ( X 1 ) 0 • • • ® K { X n ) - K ( X x x - - - x X n ) , 

indui t pa r les homomorph i smes d ' image inverse 

p r * : K ( X i ) ^ K ( X 1 x - - - x X n ) 

pa r r appor t aux projec t ions pr,- : X \ x • • • x X „ —> Xi , est u n isomorphisme. 

P r o p o s i t i o n 3 . 2 . Soient X \ , . . . , X „ des variétés disjointes. La gamma-fi i t ra-
t ion de K ( X \ X • • • X X n ) coïncide avec la filtration induite p a r les gamma-
fitrations de K ( X i ) , . . . , K ( X n ) . 

Démons t ra t ion . Notons X le p rodui t X \ x • • • x X „ et f la filtration indui te . 
Alors, pour chaque / > 0, on définit T l K ( X ) c o m m e le sous-groupe de K ( X ) 
engendré pa r tous les p rodui t s 

p r \ T l i K { X x ) - - - p r * n Y l " K ( X n ) 

avec li -1 ( - / „ > / . C o m m e un h o m o m o r p h i s m e d ' image inverse respecte la 
gamma-f i l t ra t ion , on a l ' inclusion t l K ( X ) C T ' K ( X ) . Démont rons l ' inclusion 
inverse. Pu i sque la gamma-f i l t ra t ion T de K ( X ) est la plus pe t i t e filtration 
d ' a n n e a u ayant les propriétés F ° K ( X ) = K ( X ) et c ' (x) G T l K ( X ) pour tout 
x G K ( X ) et / > 1, où c' est la /-ième classe de Chern à valeurs dans K ([9, 
définit ion 2.1]), il suffit de mon t r e r que 

(*) c ' (x) € t ' K ( X ) . 

C o m m e les variétés X i , . . . , X n sont disjointes, le g roupe addit if de K ( X ) est 
engendré pa r les p rodui t s 

(**) x = p r î ( i ! ) - - - p r * ( a ; „ ) 

où Xi G K ( X i ) est la classe d ' u n faisceau localement libre. Il suffit donc de 
vérifier l ' inclusion (*) seulement pour x de la fo rme (**). Pu i sque c' c o m m u t e 
avec pr*, on a 

c l ( p r : ( x i ) ) € f ' K ( X ) , 

et le dernier pas de la preuve est 

L e m m e 3 . 3 . Soient n , m , l > 0. Il existe un polynôme f i ( (&i) , (Tj ) ) s u r h en 
les variables . . . , a n et . . . , r m ayant les deux propr ié tés suivantes: 

• si x, y G K ( X ) sont les classes de faisceaux localement libres s u r une 
var ié té X , la classe de Chern c ' (x - y) est égale à / / ( c ' ( x ) , c ' ( y ) ) ; 

• s i on pose deg <7; = i et deg Tj = j , le degré de chaque monôme de f i est 
supér ieur ou égal à l . 
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Démons t ra t ion . Pa r le pr incipe de décomposi t ion ([13, prop. 5.6]), il suffit de 
regarder le cas où 

x = 6 + • • • + £„, y = ^ + • • • + rjm 

avec les classes de faisceaux inversibles (,•, rjj. Pour la classe de Chern to ta le c t 

([9, définit ion 2.1]), on a 

Ct(x) = C t i t C i ) = n (1 + tti - 1 ) 0 = n ( l + a i t ) où a,- = fc - 1; 
» = 1 »'=1 t=l 
m m wi 

* ( v ) = C * Œ Vj) = n (1 + (Vi - 1 ) 0 = n (1 + M ) ° ù h = Vi - 1 ; j=X j=1 j=l 

c t (xy) = « ( E = n ( i + ( u - o o = n ( i + + + ^ o o • 
»>j «j «>i 

La classe c ' (xy) est (par définit ion) le coefficient de t1 dans c t (xy) . Ce coefficient 
est év idemmen t u n po lynôme en a i , . . . , a„ et b \ , . . . , bm qui est symét r ique par 
r appor t aux variables (a ,) et aussi symét r ique pa r r appor t aux variables (bj) 
(notons que le degré de chaque m o n ô m e est au moins égal à /). Alors, par le 
t héo rème fondamen ta l sur les polynômes symétr iques , c l (xy) = / /((o - , ) , ( t j ) ) 
pour un po lynôme / / , où (<7,-)"=1 sont les po lynôme symétr iques é lémentaires 
en (ai) (cr,- est un po lynôme homogène de degré i) et ( r J ) jL 1 les po lynôme 
symét r iques é lémentaires en (bj). L 'asser t ion de la l e m m e concernant le degré 
est év idemmen t sat isfai te . F ina lement , on no t e que a i = c l (x ) et r , = c?(y). 

• 

• 

C o r o l l a i r e 3 . 4 . Soient X i , . . . , X n des variétés telles que leurs groupes de 
Grothendieck sont finement engendrés (des variétés de Sever i -Brauer p a r ex-
emple). Si les variétés sont disjointes et les groupes G * T K ( X i ) , . . . , G * r i f ( A r „ ) 
n 'ont pas de torsion, le groupe G * r i f ( X i x • • • x X n ) est aussi s ans torsion. 

Démons t ra t ion . L ' h o m o m o r p h i s m e na tu re l 

G ' Y K i X t ) ® • • • ® G * T K ( X n ) - G T / f ( X 1 x • • • x X n ) 

est surjectif pa r la proposi t ion. Pa r no t re condit ion, le groupe du côté gauche 
est finement engendré et sans torsion; alors c 'est u n groupe l ibre abélien de 
rang fini. Ce rang coïncide avec le rang du groupe du côté droit parce que les 
variétés sont disjointes. • 

Ma in t enan t , on va comprendre ce que la condit ion d ' ê t r e disjointes veut dire 
pour des variétés de Severi-Brauer. 

D é f i n i t i o n 3 . 5 . Soient A i , . . . , A n des algèbres sur un (même) corps. On dit 
qu'el les sont disjointes si 

ind(v4f J 1 ® • • • ® A® j") = ind A f j l • • • ind A® jn pour tous j l t . . . J n > 0. 

P r o p o s i t i o n 3 . 6 . Des algèbres A y , . . . , A n sont disjointes ssi leurs variétés de 
Sever i -Brauer sont disjointes. 
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Démons t ra t ion . C o m m e pour u n e algèbre A arb i t ra i re il y a u n i somorphisme 
canonique K ( A ) = ind A - Z où ma in t enan t K no te le g roupe de Grothendieck 
de l 'a lgèbre, les algèbres sont disjointes ssi les appl icat ions 

K ( A f n ) K ( A f j " ) - K ( A f n ® • • • ® A®'") 

sont des i somorphismes pour tous 0 < j i < deg A i , . . . , 0 < j n < deg A n . E n 
p renan t la s o m m e directe, on obt ient l ' appl icat ion 

(degj4i —1 \ / degj4n—1 

H # ( A f * ) J ® . . . ® U K ( A * » ) h=o J \ j„= o 
deg Ai —1 deg-An—1 

— » H . . . H tf(AfJ1<g>--.<g>A®'"). 
ii=o j„=o 

En ident i f iant les fac teurs du produi t du côté gauche avec i f ( S B ( A i ) ) , . . . , 
K ( S B ( A n ) ) et la s o m m e directe du côté droi t avec K ( S B ( A i ) x • • • x S B ( A n ) ) 
pa r 2.1, on obt ient à la place de la flèche l ' homomorph i sme de 3.1. • 

4. V a r i é t é s " g é n é r i q u e s " 

D é f i n i t i o n 4 . 1 . Disons que une variété X est "générique" si la gamma-f i l t ra t ion 
de K ( X ) coïncide avec la f i l t ra t ion topologique. 

L e m m e 4 . 2 . Si Tors G * T K ( X ) = 0 (pour une variété arbi t ra i re X ) , alors X 
est "générique". 

Démons t ra t ion . Pour voir que les filtrations coïncident , il suffît de mon t r e r que 
l ' homomorph i sme 

a : G * r # ( X ) G * T K ( X ) , 

indui t pa r l ' inclusion des filtrations, est injectif . C o m m e a (g) Q est bijectif ([3, 
proposi t ion 5.5 of chap te r VI]), le noyau de a cont ient seulement des é léments 
d ' o rd re fini. Donc a est v ra iment injectif si le g roupe G * F K ( X ) est sans 
torsion. • 

L e m m e 4 . 3 . S o i t Ç —> X une fibration grassmannienne . Si X est "générique 
la var ié té Ç est pareil lement ugénérique". 

Démons t ra t ion . Pu isque Q est une fibration g rassmannienne sur X , la CH*(X)-
algèbre ( commuta t ive ) CH*((?) est engendrée par les classes de Chern (à valeurs 
dans CH*) (v. [2, proposi t ion 14.6.5] ou [11, (3.2)]). E n ut i l isant l ' ép imorphisme 
na tu re l CH* G * T K , on obt ient le m ê m e résul ta t pour G * T K : la G * T K ( X ) -
algèbre ( commuta t ive ) G*TÀ"(Ç/) est engendrée pa r les classes de Chern (à 
valeurs dans G * T i f ) . C o m m e X est "générique", l ' anneau G * T i f ( X ) m ê m e 
est engendré pa r les classes de Chern ([9, r emark 2.17]). P a r conséquent , 
G*Ti f (< / ) est engendré par les classes de Chern non seulement c o m m e l 'a lgèbre 
mais aussi c o m m e un anneau . Cela veut dire que Ç est "générique" ([9, r emark 
2.17]). • 
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L e m m e 4 . 4 . Soit X —• Y un morphisme lisse de variétés, X sa fibre générique. 
Si X est ugénérique", la var ié té X (c 'est une var ié té s u r le corps de fonc t ions 
de Y ) est aussi "générique". 

Démons t ra t ion . Le m o r p h i s m e (de schémas) X —• X indui t u n homomor-
ph i sme des groupes de Grothendieck K ( X ) —• K ( X ) , respec tan t les deux 
f i l t rat ions, et u n homomorph i sme des groupes de Chow CH*(X) —• CH*(ÂT) 
qui est surject if ([10, t heo rem 3.1]). P a r conséquent , l ' homomorph i sme 

G * T K ( X ) G * T K ( X ) 

est aussi sur ject i f , et donc, pour chaque /, le g roupe T l K ( X ) est appl iqué sur-
jectif dans T'AXÂT). Pu isque T ' K ( X ) = T ' K ( X ) , on en dédui t que T l K ( X ) C 
r ' i f ( X ) . L' inclusion inverse a lieu tou t le t emps . • 

C o r o l l a i r e 4 . 5 . Soient X et Y des variétés s u r un corps F telles que la pro-
ject ion X x Y —* Y est une fibration grassmannienne . Si X est "générique", 
alors Xp{y) est parei l lement "générique". 

Démons t ra t ion . La variété X x Y est "générique" d ' après 4.3; ensui te la variété 
Xp(Y) est "générique" pa r 4.4. • 

5. A l g è b r e s " g é n é r i q u e s " 

P r o p o s i t i o n 5 . 1 . Soit A une algèbre p r ima i re (i.e. deg A est une puissance 
d 'un p remier ) . On suppose que 

• soit ind A = exp A 
• soit ind A = 2 n et ind A®2" - 2 = 4 (n > 2) 

(une algèbre des biquaternions est un exemple de telle A) . Alors, le groupe 
G T ( S B ( A ) ) n 'a pas de torsion. 

Démons t ra t ion . Pour des algèbres du premier type , v. [9, proposi t ion 3.3, corol-
lary 3.6]; pour le deuxième type , v. la démons t ra t ion de [9, proposi t ion 4.9]. • 

C o r o l l a i r e 5 . 2 . Soient A i , . . . , A „ des algèbres disjointes et supposons que 
chaque Ai sat isfa i t la condition de 5.1. Alors pou r le produit X de leurs variétés 
de Sever i -Brauer , on a : Tors GT-KX-X") = 0; en part iculier , Tors CH2(A") = 0. 

Démons t ra t ion . Ceci résul te d i rec tement de la proposi t ion avec 3.4 et 3.6. • 

Pour une algèbre B et un entier r > 0, notons SB(r , B ) la var ié té de Severi-
B r a u e r généralisée des idéaux à dro i te de B de rang r ([1, §2]). En par t icul ier , 
S B ( 1 , 5 ) = S B ( B ) . 

P r o p o s i t i o n 5 . 3 . Soient A i , . . . , A n et B des algèbres s u r un (même) corps, 
X = S B ( A i ) x • • • x S B ( A n ) et Y = SB(r , B ) avec certain r > 0. 

Si la classe [5 ] de l'algèbre B dans le groupe de B r a u e r appar t ient au groupe 
engendré p a r [ A j ] , . . . , [An], la project ion X x Y X est une fibration r -
grassmannienne . 
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Démons t ra t ion . On peu t supposer que 

B ~ A f j l ® • • • ® A® jn 

avec j i , . . . , j n > 0 cer tains . Considérons le carré cartésien 
X x Y • T x Y 

I I 
X • T 

où T = SB ( B ) et le m o r p h i s m e X —• T est donné pa r le p rodu i t ten-
soriel d ' idéaux . La flèche du côté droit (c 'est la p ro jec t ion T x Y —* T ) 
est u n e fibration r -g rassmannienne d ' après [9, proposi t ion 6.3]. Donc, la pro-
ject ion X x Y —*• Y (c'est la flèche du côté gauche) est aussi une fibration 
r -grassmannienne . • 

D é f i n i t i o n 5 . 4 . Disons que une collection d 'a lgèbres A i , . . . , A n est "générique", 
si c 'est u n résu l ta t d ' u n e procédure suivante. O n commence avec des algèbres 
disjointes A i , . . . , A n sur un corps F telles que chaque Ai sat isfai t la con-
di t ion de 5.1. Puis , on p rendre des F-a lgèbres B i , . . . , B m telles que leurs 
classes dans B r ( F ) appar t i ennen t au sous-groupe engendré par [ A i ] , . . . , [/!„]. 
Enfin, on p rendre c o m m e Y un produi t direct de variétés de Severi-Brauer 
généralisées quelconques des algèbres B \ , . . . , B m e t on pose A, = (A,)/r(y) 
pou r t ou t i = 1 , . . . , n . 

T h é o r è m e 5 . 5 . Si une collection d'algèbres A i , . . . , A n est "générique", le 
produi t X de leurs variétés de Sever i -Brauer est une var ié té ugénérique" (4-1) 
en part icul ier , l ' ép imorphisme 

T o t s G 2 T K ( X ) Tors C H 2 ( X ) 

est bijectif dans ce cas. 

Démons t ra t ion . Soient A i , . . . , A n les algèbres utilisées pour const ruct ion de 
no t re collection "générique" (5.4). Posons Xi = SB(A,) pour i = l , . . . , n et 
soit X = X i x • • • x X n . D 'après 5.2, le groupe G * r / f ( X ) est sans torsion. En 
par t icul ier , la var iété X est "générique" (4.2). 

Ma in t enan t , soit Y le p rodui t direct de variétés de Severi-Brauer généralisées, 
uti l isé dans la const ruct ion de no t re collection "générique". Pa r 5.3, la projec-
t ion X x Y —• X est un produi t fibré (sur X ) de fibrations grassmanniennes . 
Donc, en ut i l isant (4.5) m fois, on démon t r e que la variété X = Xp(Y) est 
"générique". • 

C o r o l l a i r e 5 . 6 . Soient A \ , . . . , A n des algèbres quelconques et X le produit 
de leurs variétés de Severi -Brauer . Soit A i , . . . , A n une collection "générique" 
d'algèbres telles que deg Ai = deg A, et 

m d ( Â f j l ® • • • ® = i n d ( A f h ® • • • ® A® j") 

pou r tout i et tous j i , . . . , j n . 
Le groupe Tors C H 2 ( X ) est isomorphe à un groupe quotient de Tors C H 2 ( X ) . 
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Démons t ra t ion . P a r le théorème, on a u n i somorphisme 

Tors CH2(Â") ~ Tors G 2 T K ( X ) ; 

pa r 2.2, on a 
Tors G 2 r / r ( Â " ) ~ Tors G 2 V K ( X ) ; 

enfin, on a tou jours une sur ject ion ([9, 2.15]) 

Tors G 2 r / i r ( X ) ->-• Tors C H 2 ( X ) . 

• 

6. V a r i é t é b i q u a t e r n i o n i q u e f o i s c o n i q u e 

Nous appelons var ié té biquaternionique une variété de Severi-Brauer d ' u n e 
algèbre des b iquaternions . 

T h é o r è m e 6 . 1 . Soient X une var ié té biquaternionique, Y une conique (sur 
le même corps) et A, B les algèbres correspondantes ( B est une algèbre des 
quaternions) . 

1. La tors ion dans le groupe C B 2 ( X x Y ) est sois triviale, sois d 'ordre 2. 
2. Si la tors ion n'est pas triviale, alors 

(*) ind A = ind(A 0 B ) = 4 et ind B = 2 . 

3. Si la collection A , B est "générique" (5.4) et sa t is fa i t la condition (*), 
alors la torsion n'est pas triviale. 

Démons t ra t ion . Si ind B ^ 2, c.-à.-d. si B est décomposée, on sait par 1.1 
que Tors CH2(A" x Y) ~ C H 2 ( X ) ; le dernier groupe n ' a pas de torsion ([8, 
corollary]). 

Si ind A ^ 4, alors A est Brauer-équivalente à une algèbres des quatern ions 
A d é s i g n a n t par X ' sa variété de Severi-Brauer, on obt ient (1.1) 

Tors C H 2 ( X x Y ) ~ Tors C H 2 ( A " x Y ) . 

Pu i sque d i m ( X ' x Y) = 2, le groupe 

G 2 T K ( X ' x Y ) = T 2 K { X ' x F ) C K ( X ' X Y) 

n ' a pas de torsion. On en conclut que Tors C H 2 ( X x Y) = 0 aussi dans ce cas. 
Soit C l 'a lgèbre à division qui est Brauer-équivalente au produi t A ® B\ 

T = S B ( C ) . En ut i l isant 1.1 de nouveau, on t i re 

Tors C H 2 ( X x Y) ~ Tors C H 2 ( T x Y) . 

Si ind(A ® B ) < 2, alors d im T x Y < 2 et on finit au m ê m e façon c o m m e 
si-dessus. 

Si ind(;4 ® B ) = 8, les algèbres A, B sont disjointes et 5.2 m o n t r e que 
Tors C H 2 ( X x y ) = 0. 

Le res te est desservi par 
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P r o p o s i t i o n 6 . 2 . Supposons que une algèbre des biquaternions A et une algèbre 
des quatern ions B sont des algèbres à division et ind(A ® B ) = 4. P o u r X , Y 
comme ci-dessus, on a : TorsG 2 rA"(A" x Y) ~ Z / 2 . 

Démons t ra t ion . Posons K = K ( X x Y) , K = K ( X x F ) . L ' anneau K est 
engendré pa r les e lements rj avec les seules relat ions (£ — l ) 4 = 0 = (rj — l ) 2 

(v. §2). E n par t icul ier , le groupe addit if de K est un groupe abélien l ibrement 
engendré pa r les e lements C v ' i * — 0 , 2 , 3 , j = 0 ,1 . Nous allons aussi utiliser 
un au t r e sys tem de générateurs : f x g 3 , i = 0 , 1 , 2 , 3 , j = 0 ,1 , où / = £ — 1, 
9 = > 7 - 1 . 

P o u r chaque /, le /- ième t e r m T'/if de la gamma-f i l t r a t ion de K est engendré 
par les p rodu i t s f ' g * avec i + j > 1. En par t icul ier , G l T K est un groupe abélien 
l ibrement engendré pa r les classe résidueles des p rodu i t s fxg> avec i + j = /. 

L e m m e 6 . 3 . Le sous-anneau K C K est addivement engendré p a r les ele-
ments 

1, 4£, e 2 , 4£3 , 2»;, H v , • 

Démons t ra t ion . C 'es t 2.1 à no t re s i tuat ion part icul ier . • 

L e m m e 6 . 4 . Les elements suivants sont aussi des généra teurs du groupe ad-
ditif de K : 

1, 2 / - f 2 , 2g, 2 f 2 , 4 f g , 4 / 3 , 2 / Ç ] , 4 f g 

(l 'element relevé va produi r la tors ion — v. 6.9). • 

L e m m e 6 . 5 . Il y a les inclusions suivantes: 

T 1 K 3 2 f - f 2 , 2g ; 

T 2 K 9 2 f 2 , Afg , 

r 3 K 3 4 / 3 , 2 • 12/2ff | ; 

T A K 9 4 f g . 

Démons t ra t ion . L 'asser t ion sur r 1 / ^ est évidente . 
Pu i sque 2 f 2 , Afg E K (1 T 2 K et l ' homomorph i sme a 1 est injectif ([16, 

l e m m e 6.3, (i)]), l 'assert ion sur Y 2 K a lieu (une vérification direct (v. le rest 
de la démons t ra t ion ) est aussi facile). 

F ine lmen t , on a: 

c t ( 4 0 = ( l + / * ) 4 =• c 3 ( 4 0 = 4 / 3 =• 4 / 3 E T 3 K ; 

2 f 2 € T 2 K et 2g G ^ K =• A f 2 g = ( 2 f 2 ) • (2g) € T 3 K ; 

c \ H v ) = Un - 1 ) 4 = ( ( / + 1 )(9 + 1 ) - 1 ) = i f g e t 4 k 

C o r o l l a i r e 6 . 6 . Notons a* l 'homomorpshime de restr ict ion G * T K 
P o u r tout i > 0, on a : I m a ' C 2 G ' T K . 

• 

G * F K . 
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Démons t ra t ion . D 'après le l emme, le groupe G l T K est engendré par les classes 
residueles des e lements 2 / — f 2 e t 2g; leurs images dans G 1 TA" sont effective-
m e n t divisibles pa r 2. Ainsi, l 'assert ion du corollaire pour i = 1 est démontrée . 

Pu i sque les e lements de Y2 K , T 3 K et T 4 K énumérés dans le l emme engen-
drent r 2 K et sont divisibles pa r 2 dans K , on obt ient l 'asser t ion pour i > 2 
(on uti l ise l ' absense de torsion dans G T i f ) . • 

C o r o l l a i r e 6 . 7 . # T o t s G * T K < 2. 

Démons t ra t ion . C o m m e le groupe G T i f est sans torsion, Tors G * T K C Ker a*. 
Nous allons mon t r e r que # K e r a * < 2 en ut i l isant la formule suivante ([7, 
proposit ion]): 

Ker a* = # Coker d * / # ( K / K ) . 

Il est facile de calculer que # ( K / K ) = 21 0 . D 'après le l emme, # Coker a* < 
21 1 . • 

L e m m e 6 . 8 . 2 f 2 g £ T 3 K . 

Démons t ra t ion . Il suffit de mon t re r que I m a 3 C 4G 3 TA' . 
Le groupe I m a 3 est engendré par le sous-groupe I m a 1 • I m a 2 est le sous-

ensemble a 3 ( c ? K ) , où c 3 est la 3-ième classe de Chern à valeurs dans G * T K 
([9, définit ion 2.7]). Pu i sque I m a * C 2G X TK pour i > 0 par 6.6, on a: I m a 1 • 
I m a 2 C 4 G 3 r i ? . Il suffit donc de vérifier que a 3 ( c 3 ( 5 ' ) ) C 4 G 3 I \ K pour un 
sys tem de genera tuers du groupe addit if de K . La vérification est t r iviale si 
on p rend à t i t r e de S le sys tem de genera teurs de 6.3. • 

C o r o l l a i r e 6 . 9 . Le résidu de 2 f 2 g dans G 2 T K a l 'ordre 2 et engendre le sous-
groupe de torsion. 

Démons t ra t ion . Le résidu est d 'o rd re 2 d ' après 6.8 et 6.5. Il engendre tou t le 
sous-groupe de torsion (non seulment de G 3 T K mais aussi d 'en t ie r G * T K ) par 
6.7. • 

Nous avons fini les démons t ra t ions du théorème et de la proposi t ion. • 

• 

R e m a r q u e 6 . 1 0 . A la condit ion du théorème, notons F le corps de base et 
supposons qu ' i l existe une extension quadra t ique L / F (ou, plus généra lement , 
une extension de degré indivisible pa r 4) telle que l 'a lgèbre A i n ' es t p lus 
une algèbre à division et l 'a lgèbre B i est décomposée. Dans ce cas, f 2 g € 
T 3 K ( X l x Yi)\ en ut i l isant l 'appl icat ion de norme, nous obtenons: 2 f 2 g G 
T 3 K ( X x Y) , i.e. Tors C H 2 ( X x Y) = 0. 

Alors, si A , B sont telles que T o r s C H 2 ( X x Y) / 0 (par exemple , si A, B 
fo rmen t une collection "générique" (6.1)), il n ' y a pas d 'ex tens ion c o m m e si-
dessus. Le p remier exemple semblable est construi t dans [12]. 
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7. P r o d u i t d e d e u x s u r f a c e s d e S e v e r i - B r a u e r 

Un surface de Severi-Brauer est une variété de Severi-Brauer de dimension 
2. 

T h é o r è m e 7 . 1 . Soient X , Y des surfaces de Sever i -Brauer s u r un (même) 
corps et A, B les algèbres correspondantes. 

1. La tors ion dans le groupe C H 2 ( X x Y) est sois triviale, sois d 'ordre 3. 

2. Si la tors ion n'est pas triviale, alors 

(*) ind A = ind B = ind(A ® B ) = ind(A ® B ° ) = 3 

où B ° est l 'algèbre opposée. 
3. Si la collection A , B est "générique" (5.4) et sa t is fa i t la condition (*), 

alors la tors ion n'est pas triviale. 
Démons t ra t ion . Si au moins une des algèbres A, B , A ® B , A<S>B° est décomposée, 
il exis te une algèbre C du degré 3 telle que sa classe [C] dans le groupe de 
Brauer engendre le m ê m e groupe que [A] et [B] (ensemble) . D 'après 1.1, le 
g roupe Tors C H 2 ( X x Y) est i somorphe dans ce cas au groupe Tors CH 2 ( S B ( C ) ) 
qui est t r ivial par [7, corollary]. 

Si i n d ( / l ® B ) = ind(A ® B ° ) = 9, alors les algèbres A, B sont disjointes et 
on p e u t util iser 5.2. 

Posons Y° = S B ( 5 ° ) . C o m m e par (1.1) 

Tors C E 2 ( X x Y) ~ Tors C H 2 ( X x Y°) , 

il suffit de regarder seulment un des deux cas suivants: 

• ind(^4 ® B ) = 3 et ind (A ® B° ) = 9; 
• ind(v4 ® B ) = 9 et ind(A <g> B ° ) = 3. 

L e m m e 7 . 2 . Si ind A = ind B = ind(A ® B ) = 3 et ind(A ® B° ) = 9, alors 
Tors G 2 T K ( X x F ) = 0. 

Démons t ra t ion . Posons K = K ( X x Y), K = K ( X x Y) . L ' anneau K est 
engendré par les e lements £,77 avec les relat ions (£ — l ) 3 = 0 = (j? — l ) 3 (v. 
§2). E n par t icul ier , le groupe addit if de K est u n groupe abélien l ibrement 
engendré pa r les e lements , i , j = 0 , 1 , 2 . Nous allons aussi util iser u n 
au t r e sys tem de générateurs : f ' g J , i , j = 0 , l , 2 , o x i f = £ — l , g — T] — l . 

Pour chaque /, le l- ième t e r m T l K de la gamma-f i l t ra t ion de K est engendré 
pa r les p rodu i t s f x g* avec i + j > l. 

La condit ion du l e m m e impl ique que 

ind A®2 = ind B®2 = ind(A®2 ® B®2) = 3 et 

ind(A ® B®2) = ind {A®2 ® B ) = 9 . 

Ainsi, d ' après 2.1, le sous-anneau K C K est add i t ivement engendré par 

1, 3£, 3^2 , 3T), 3 ^ , 9C2V, W , H 2 v 2 • 
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Nous allons aussi util iser u n au t r e sys tem de générateurs : 

1, 3 / , 3g, 3 f \ 3 f g , 3g2 , 9 f 2 g , 3 f 2 g + 3 f g 2 + 6 / V , 9 f 2 g 2 . 

M a i n t e n a n t c 'est evident que l ' in tersect ion K D T 3 K est engendrée pa r 

9 f 2 g , 3 f 2 g + 3 f g 2 + 6 f 2 g 2 e t 9 f 2 g 2 . 

P o u r démon t r e r que le groupe G 2 Y K est sans torsion, il suffit de vérifier que 
les trois e lements appar t i ennen t à . 

C o m m e 3 f 2 , 3g2 € T 2 K et 3g € T*K, on a: 

9 f 2 9 = ( 3 f 2 ) • (3g) € r 3 K , 9 f 2 g 2 = ( 3 f 2 ) • (3g2) G T*K . 

L 'e lement res té coïncide avec une 3-ième classe de Chern: 

c 3 (3 ( V ) = ( ( V - l ) 3 = ( ( / + 1)(<, + 1) - l ) 3 = ( f g + f + g ) 3 = 

3 f g ( f + g) 2 + ( / + g ? = 6 f 2 g 2 + 3 f 2 g + 3 f g 2 . 

• 

Nous finissons la démos t ra t ion du théorème avec 

P r o p o s i t i o n 7 . 3 . Si ind A = ind B = ind(A (g) B ) = ind(A (g) B ° ) = 3, alors 
Tors G 2 T K ( X x F ) ~ Z / 3 . 

Démons t ra t ion . Nous util isons la no ta t ion in t rodu i te au commencemen t de la 
démons t r a t ion du dernier l emme. 

L e m m e 7 . 4 . Le sous-anneau K C K est ma in tenan t engendré p a r 1 et 3 K . 
E n plus, 

r X K = 3 r ^ ; 

T 2 K = 3 T 2 K ; 

T 3 K B 3 f 2 g - 3 f g 2 , 3 f 2 g + 3 f g 2 + 6 / V ; 

9 9 / V . 

Démons t ra t ion . L 'asser t ion sur est tr iviale. L 'asser t ion sur T 2 K découle 
d ' in jec t iv i té de a 1 ([16, l emme 6.3, (i)]); puis 9 / V G T A K car 3 f 2 , 3 g 2 € T 2 K . 

Pour mon t r e r l 'assert ion sur T 3 K , calculons la 3-ième classe de Chern 

C3((2V) = (Î2V ~ l ) 3 = ( ( / + 1)2(<7 + 1) - I ) ' = 27 f g 2 + 12 f 2 g + 6 f g 2 . 

Pu i sque 9 f 2 g , 9 f g 2 G T 3 K , on en conclude que 3 f 2 g - 3 f g 2 G T 3 ^ . 
Enfin, c o m m e nous avons de ja calculé dans le p reuve de 7.2, 

3 f 2 g + 3 f g 2 + 6 f 2 g 2 = c 3 ( 3 & ) G T 3 K . 

• 

C o r o l l a i r e 7 . 5 . # T o r s G T t f < 3. 

Démons t ra t ion . Analogiquement 6.7. Ma in tenan t , on a: # ( K / K ) = 38 e t 
# C o k e r a * < 3 9 (7.4). • 
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L e m m e 7 . 6 . 3 f 2 g 2 £ T 3 K . 

Démons t ra t ion . Définissons un h o m o m o r p h i s m e <f>g : K —* Z / 9 à la man ié ré 
suivante: écrivons un é lément x 6 K a rb i t ra i re c o m m e une combinat ion lin-
éaire 

2 
x = E ° « i / y a v e c a«j ^ 

M=0 

posons ^ ( x ) = 021 + 012 + a22 et définissons <f>s(x) c o m m e le résidu de <f>(x) 
modu lo 9. 

C o m m e 4>g(3f2g2) / 0, il suffit de mon t r e r que <f>9(T3K) = 0. 
A priori, le g roupe T 3 K est engendré par r 1 i f • T 2 K , c 3 ( S ) et c4(S") où 

5 = 1, 3£2 , 3 V , 3Cv, 3»?2, 3 ^ 2 , 3 f V . 

Cependan t , c 4 ( s ) = 0 pour t ou t s € S\ on peu t donc rayer c 4 ( S ) de la liste des 
genera teurs . 

Pu i sque 

T 1 ^ • T 2 i f C T l K • T X K C 9 K (7.4), 

on a: <j>9(YlK • T 2 K ) = 0. 
Il res te c?(S). Pour s = 1, 3£, 3£2 , e t 3t}2, <f>(s) est de ja 0. Les calculs 

suivants m o n t r e n t que <^9(c3(.s)) = 0 aussi pour les au t res qua t r e e lements 
s e S : 

c 3 ( m = ((r, - l ) 3 = ( ( / + l ) (g + 1) — l ) = ( f g + ( / + g ) ) ' = 

= 3 f g ( f + g f + ( f + g ) 3 = 6 / V + 3 f 2 g + 3 f g 

c 3 ( U W ) = ( £ V - i ) 3 = ( ( f + i ) 2 ( g + i ) 2 - i ) = ( ( f 2 + 4 f g + g 2 ) + 2 ( f + g ) ) 3 = 

= 12 ( f 2 + 4 f g + g 2 ) ( f + g) 2 + 8 ( / + g ) 3 = 120 f 2 g 2 + 24 f 2 g + 2 4 f g 

c 3 ( H 2 v ) = { f r - l ) 3 = ( ( / + 1)2(<7 + 1) - l ) 3 = ( / ( / + 2g) + ( 2 / + s ) ) 3 

= 3 / ( / + 2g) (2f + g) + ( 2 / + g) 3 = 27 / V + 12 f 2 g + 6 f g ,2 

c3( 3 ^ 2 ) = 21 f 2 g 2 + 6 f 2 g + 12 f g 

• 

• 

• 
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