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R é s u m é 

Nous étudions la structure d'une matrice projecteur F sur un anneau commutatif. 
Nous explicitons le système fondamental d'idempotents orthogonaux, caché dans cette 
matrice, pour chacun desquels la matrice a un rang bien défini. De même nous trouvons 
un nombre fini d'éléments de l 'anneau qui l 'engendrent en tant qu'idéal et qui permettent 
d'expliciter le module projectif image de F comme localement libre. Nos preuves sont 
basées sur le principe local-global abstrait . Nous donnons deux méthodes pour récupérer 
une preuve constructive des résultats obtenus. La plus intéressante est une interprétation 
constructive du principe local-global abstrait le plus élémentaire. Il nous semble qu'il 
s'agit là d 'un pas non négligeable dans la mise en place du "programme de Hilbert" pour 
l'algèbre abstraite, i.e. la traduction automatique des preuves d'algèbre abstraite en 
preuves constructives. 
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I n t r o d u c t i o n 

Dans cet art icle, tous les anneaux considérés sont commuta t i f s . 
No t re b u t est de comprendre en te rmes concrets les théorèmes suivants. 

T h é o r è m e 1 (caractér isa t ion locale des modules project i fs de t y p e fini) Un module M s u r un 
anneau A est projectif de type f in i s i et seulement s i il est localement l ibre au sens suivant : il 
existe s i , . . . , s m dans A tels que, 
• s i A H 1- s m A = A, et 
• les MS i obtenus à p a r t i r de M en é tendant les scalaires aux ASi (A s désigne le localisé où on 
autor ise le dénomina teu r s ) sont libres. 

T h é o r è m e 2 (décomposi t ion d ' u n module project i f de t y p e fini en somme directe de modules 
de r ang cons tan t ) S i M est un module projectif de type f i n i s u r un anneau A engendré pa r 
n éléments, il existe un système f o n d a m e n t a l d ' idempotents orthogonaux r 0 , r a , . . . , r n tel que 
chaque localisé MTk soit un module project if de rang k s u r A r k . E n outre A est naturel lement 
isomorphe à A r o x A r i x ••• x ATn et M à M r o x M r i x ••• x M r „ . 

La pa r t i e la plus mystér ieuse du théorème 1 est que la condit ion est nécessaire. En pra t ique, 
le modu le M peu t ê t re vu comme l ' image dans A n d ' u n e matr ice de projection F (i.e., F 2 = F ) 
à coefficients dans A. On veut récupérer les s* à par t i r des coefficients / d e F . De même 
dans le théorème 2 on veut récupérer les r* à pa r t i r des coefficients f j de F . Ceci est réalisé 
dans les théorèmes 3 et 4. 

L ' idée générale pou r obteni r ces résul ta t s est la suivante. On remarque pour commencer 
que si A est intègre, le modu le est de r ang k avec 0 < k < n et le po lynome 1 caractér is t ique de 
F est alors ( X — Son coefficient de degré n — k est égal à (—1)* et c 'est la somme des 
mineurs d iagonaux d 'o rd re k. Ce sont ces mineurs qu' i l f au t p rendre comme s,- pou r obtenir les 
localisés libres dans le théorème 1. Enfin, si on ne suppose pas A intègre, et n o t a m m e n t dans 
le cas générique, les rangs possibles se mélangent de manière bien contrôlée grâce à u n système 
fondamen ta l d ' i dempo ten t s o r thogonaux qui se lisent sur le po lynome caractér is t ique de F . 

E n fa i t on est par t icul ièrement intéressé pa r le cas générique : A — B n = S[( /» , j ) i< t j<n] / t7n) 
où J n est l ' idéal défini pa r les n 2 re lat ions obtenues en écrivant F 2 = F . 

Le pr incipe local-global abs t ra i t en algèbre commuta t ive est un pr incipe informel selon 
lequel cer ta ines propr ié tés concernant les modules sur les a n n e a u x commuta t i f s sont vraies si 
et seulemment si elles sont vraies après localisation en n ' i m p o r t e quel idéal premier . Dans nos 
preuves, le seul ingrédient non constructif est u n pr incipe local-global abs t ra i t de recollement des 
égalités. La preuve de ce pr incipe utilise des outi ls h a u t e m e n t non construct i fs (dont le recours à 
la considérat ion de tous les idéaux premiers de A). Dans la section 3, nous expliquons comment 
in terpré ter de maniè re const ruct ive ce pr incipe local-global. En gros, le cadre de l 'évalutat ion 
dynamique pe rme t de t r a i t e r les idéaux premiers de l ' anneau comme des ob je t s idéaux présents 
seulement à l ' é t a t l a ten t et pa r fa i t ement inoffensifs. Ceci nous pe rme t d ' in te rpré te r l 'ut i l isation 
du pr incipe abs t r a i t de recollement des égalités comme u n e machiner ie pu remen t calculatoire à 
l ' intérieur des évaluta t ions dynamiques . E n définitive, nous récupérons une preuve construct ive 
complè te des théorèmes concrets que ce pr incipe pe rme t de démont re r . 

1 Depuis 1990, les accents circonflexes ne sont jamais obligatoires sur le "o", n'en déplaise à Messieurs 
Larousse et Robert. 
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Il nous semble qu' i l s 'agi t là d ' u n pas non négligeable dans la mise en place du "programme 
de Hi lber t" pou r l 'a lgèbre abs t ra i te , i.e. la t r aduc t ion a u t o m a t i q u e des preuves d 'a lgèbre ab-
s t ra i te en preuves construct ives 2 . No t re espoir est n o t a m m e n t d 'ob ten i r une relecture construc-
t ive a u t o m a t i q u e du chapi t re IV de [7] concernant la m é t h o d e générale de passage du local au 
global. 

Les références générales pou r ce travail sont les suivantes. Dans [11] on t rouve une approche 
const ruct ive des bases de l 'algèbre. Les théorèmes cités ci-dessus, pou r lesquels nous demandons 
une expl ici ta t ion précise, ainsi que ceux cités dans la section suivante (Rappels ) sont dans les 
t ra i tés classiques d 'a lgèbre commuta t ive (cf. pa r exemple [6], [1], [7], [12].) P lus précisément 
on peu t t rouver le théorème 1 comme (par t ie du) théorème 1 dans [1] chap. I I §5, ou comme 
(par t ie du ) théorème 3.3.7 de [6], on peu t t rouver le théorème 2 comme exercice 3 dans [1] 
chap. II §5. 

Nous n 'avons pas t rouvé dans la l i t t é ra tu re concernant la s t ruc tu re des modules projectifs 
de t ype fini des théorèmes aussi explicites que les théorèmes 4, 5 et 6, que nous donnons à 
la section 2. Il nous semble également que pou r cer tains au t res résu l ta t s d e n a t u r e concrète 
contenus dans cet article, il n 'exis ta i t pas pou r le momen t de preuve ent iè rement constructive. 
Nous l 'avons alors signalé dans le cours de l 'art icle. 

L 'ar t ic le est organisé comme suit . Dans la section 1, nous faisons quelques rappels d 'a lgèbre 
commuta t ive , dans le b u t n o t a m m e n t de m e t t r e en valeur le carac tère construct i f de nombreux 
théorèmes de base et de présenter quelques aspects d u pr incipe local-global. 

Dans la section 2, nous donnons une explici tat ion précise des théorèmes 1 et 2. Nous 
faisons appel dans la preuve à un pr incipe local-global abs t ra i t é lémentai re mais non constructif . 
Nous t e rminons en r e m a r q u a n t que dans le cas générique, t o u t e la preuve peu t ê t re rendue 
construct ive, moyennnan t u n gros travail sur les idéaux des anneaux de polynomes à coefficients 
entiers. Ceci assure la validité const ruct ive de tous les théorèmes de la section 2, dans tous les 
cas (pas seulement le cas générique). 

Dans la section 3, nous donnons une in te rpré ta t ion const ruct ive du pr incipe local-global 
abs t ra i t de recollement des égalités. Ceci pe rmet de rendre construct ives les preuves de la 
section 2 selon l 'espri t du p r o g r a m m e de Hilbert : donner une garant ie a u t o m a t i q u e de la 
validité const ruct ive des résu l ta t s concrets ob tenus pa r des mé thodes abs t ra i tes . 

Dans la section 4, nous appor tons quelques compléments sur le t h è m e du p rogramme de 
Hilber t . 

Dans l 'ar t icle en p répara t ion [10], nous donnons un t r a i t emen t ent iè rement élémentaire, sans 
recours aux principes local-globals abs t ra i t s ni à leur version d y n a m i q u e et constructive, des 
résul ta t s que nous démont rons ici. Dans un au t r e art icle en p répara t ion ([9]), nous essayons de 
tenir la promesse d ' u n e relecture const ruct ive a u t o m a t i q u e des pr incipes local-globals abs t ra i t s 
dont nous avons connaissance. 

R e m e r c i e m e n t s : Nous remercions Fred Richman pour sa lecture a t t en t ive et ses suggestions. 

1 R a p p e l s 

Nous donnons ici quelques rappels concernant les modules project i fs de t y p e fini et la localisa-
t ion, de maniè re à facili ter la lecture de la sui te au lecteur ou à la lectrice non avert i(e) , et à 

2 Du moins lorsque le résultat est de nature concrète 
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faciliter la discussion, dans la section 3, au suje t du carac tère construct i f des résul ta t s obtenus 
p récédemment . Le lecteur ou la lectrice3 qui connaî t bien ces su je t s mais qui est intéressé(e) 
pa r la cr i t ique const ruct ive des preuves classiques p o u r r a donc également je te r u n coup d'oeil 
sur ce t te section. 

1 . 1 M o d u l e s d e p r é s e n t a t i o n finie 

Un modu le de p résen ta t ion finie est u n .A-module donné pa r u n nombre fini de généra teurs et de 
relat ions. De maniè re équivalente, c 'est u n module M isomorphe au conoyau d ' u n homorphisme 

La mat r ice G de g a p o u r colonnes les relat ions en t r e les généra teurs a \ , . . . , a q (les images de 
la base canonique de Aq p a r g) . Une telle ma t r i ce s 'appel le u n e matr ice de présenta t ion du 
module M . O n ne change pas la s t ruc tu re de M lorsqu 'on fai t subir à G une des t ransformat ions 
suivantes : 
— a j o u t d ' u n e colonne nulle, (ceci ne change pas le modu le des relat ions en t re des générateurs 
fixés) 
— suppression d ' u n e colonne nulle, sauf à abou t i r à u n e ma t r i ce vide, 
— remplacement de G, de t ype q x m , pa r G ' de t y p e (q + 1 ) x (m -f-1) ob tenue à par t i r de G en 
r a j o u t a n t une ligne nulle en dessous puis une colonne à droi te avec 1 en posi t ion (q -f 1, m + 1), 
(ceci revient à r a j o u t e r u n vecteur pa rmi les généra teurs , en indiquant sa dépendance par 
r appor t aux généra teurs précédents) : 

— opéra t ion inverse de la précédente , sauf à abou t i r à une mat r ice vide, 
— a j o u t à u n e colonne d ' u n e combinaison linéaire des au t res colonnes, (ceci ne change pas le 
modu le des re la t ions en t re des généra teurs fixés) 
— a j o u t à une ligne d ' u n e combinaison linéaire des au t res lignes, (ceci revient à changer le 
système généra teur en remplaçan t pa r exemple le généra teur a q pa r u n élément de la forme 
a q — S , = 1 A,a,- sans changer les au t res généra teurs) 
— p e r m u t a t i o n de colonnes ou de lignes, 
— mult ipl icat ion d ' u n e colonne ou d ' une ligne pa r un élément inversible ( facul ta t i f ) . 

On voit a isément que si G et H sont deux matr ices de présenta t ion d ' u n m ê m e module 
M , on peu t passer de l ' une à l ' au t re au moyen des t r ans fo rmat ions décri tes ci-dessus. Un 
peu mieux : on voit que p o u r t ou t sys tème généra teur fini de M , on peu t const ru i re à pa r t i r 
de G, en ut i l isant ces t rans format ions , une mat r ice de présenta t ion de M correspondant au 
nouveau sys tème généra teur . Notez aussi q u ' u n changement de base de Aq ou A m correspond 
à la mult ipl icat ion de G (à gauche ou à droi te) par une ma t r i ce inversible, et peu t ê t re réalisé 
pa r les opéra t ions décri tes p récédemment . 

Un modu le libre de rang k est présenté pa r une mat r ice colonne formée de k zéros. 
Il existe u n cas facile où une ma t r i ce présente u n module libre. Rappe lons que deux matr ices 

de m ê m e t y p e q x m sont di tes équivalentes lorsqu 'on passe de la première à la seconde en 
mul t ip l iant la première , à droi te et à gauche, pa r deux matr ices inversibles. 

3 Désormais, la personne humaine qui intervient au cours de cet article subira la règle inexorable de 
l'alternance des sexes. Espérons que les lecteurs n'en seront pas plus affectés que les lectrices. En tout cas, cela 
nous éconmisera bien des "ou" et bien des "(e)". 

g : A m ^ A" 
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L e m m e d e l a l i b e r t é Soit M un module de présen ta t ion finie, ( isomorphe au) conoyau d 'une 
matr ice G de type q x m (i.e. le module est donné p a r q généra teurs soumis à m relations). Si 
la matr ice G contient un m i n e u r d 'ordre k inversible et si tous les mineur s d 'ordre (k + 1) sont 
nuls, alors elle est équivalente à la matr ice canonique 

t _ f I* Ok,m-k \ 
k>q 'm \Oq-k,k O q - k , m - k ) 

Alors, le module M est libre de rang q — k. E n fa i t , dans ce cas, l ' image, le noyau et le conoyau 
de G sont libres, respectivement de rangs k, m — k et q — k. E n outre l ' image et le noyau 
possèdent des supplémenta i res libres. 

P r e u v e E n p e r m u t a n t éventuel lement les lignes et les colonnes on r a m è n e le mineur inversible 
en h a u t à gauche. Pu is en mul t ip l iant à dro i te (ou à gauche) pa r u n e ma t r i ce inversible on se 
r amène à la fo rme ^ ^ 

G l = ( b c ) 

puis pa r des man ipu la t ions élémentaires de lignes et de colonnes, on obt ient 

- ( o , 1 : , V ) 

et <jr3 est nulle parce que tous les mineurs d 'o rd re (k + 1) de G2 sont nuls. • 

1 . 2 M o d u l e s p r o j e c t i f s d e t y p e f i n i 

Ils sont caractérisés de la maniè re suivante. 

P r o p o s i t i o n e t d é f i n i t i o n 1 . 1 (modules project i fs de t y p e fini) Les propr ié tés suivantes pour 
un A-module M sont équivalentes. 
a) M est isomorphe à un f a c t e u r direct dans un A-module A n , i.e. il existe un ent ier n , un 
A-module N et un isomorphisme M ® N —• A n . 
b) Il existe un ent ie r n , des généra teurs (<7i),=i n de M et des f o r m e s l inéaires ( a , ) i = i n su r 
M telles que : Va; G M x = E a,(x)<7,-. 
b') M est de type fini et pour tout système fini de généra teurs (/i,)i=i m de M il existe des 
f o r m e s l inéaires (/?,),=i,...,m

 s u r M telles que : Vx G M x = S /3i(x)hi. 
c) Il existe un ent ie r n et deux applications l inéaires <p : M A n et ip : A n —> M telles que 
tp o ip = Idjv/. On a alors A n = I m ( y ) 0 K e r ( 0 ) et M ~ I m ( y ) . 
c ' ) M est de type fini et pou r toute application linéaire surjective xp : A m —• M il existe une 
application l inéaire ip : M —y A m telle que ip o <p — Idjvj. On a alors A m = Im(<^>) © Ker(V>) et 
M ~ Im(<£>). 

Lorsque ces condit ions sont réalisées on dit que le module M est project i f de t ype fini. 

P r e u v e Le (b) (resp (b ' ) ) n 'es t qu ' une reformulat ion de (c) (resp. (c ' )) . 
(a) => (c) : considérer les appl icat ions canoniques M — * M ( & N e t M Ç & N — * M . 
(c) =>• (a) : considérer 9 = <p o ip. On a O2 — 6. Cela fourni t la projec t ion de A n sur M 

paral lèlement à N . 
(b) (b ' ) : en expr iman t les gi comme combinaisons linéaires des h j on obt ient les f3j à 

pa r t i r des a,-. O 
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Une mat r i ce de pro jec t ion est u n e ma t r i ce carrée F vérifiant F 2 = F . E n pra t ique , con-
fo rmément au (a) ci-dessus, nous considérerons un modu le project i f de t y p e fini comme (copie 
pa r i somorphisme de 1') image d ' u n e ma t r i ce de projec t ion F . 

Lorsqu 'on voit u n modu le project i f de t y p e fini selon la définit ion (c), la ma t r i ce de projec t ion 
est celle de l ' appl ica t ion linéaire y? o tp. De même , si on uti l ise la définit ion (b) la mat r ice de 
projec t ion est celle ayant p o u r entrées les ocj(gi) en posi t ion ( i , j ) . 

Si A est u n anneau intègre, on obt ient pa r passage au corps des f rac t ions u n espace vectoriel 
de dimension finie k. On en dédui t que le po lynome caractér is t ique de la ma t r i ce F est égal 
à ( X — l ) * X n - f c (nous considérons le po lynome caractér is t ique comme polynome uni ta i re : 
d e t ( X I n — F ) ) . Ceci caractér ise en t e rmes puremen t calculatoires la dimension k : le premier 
m o n o m e non nul du po lynome caractér is t ique (en p a r t a n t des bas degrés) est égal à (—l) f cXn~*. 
E n o u t r e tous les mineurs d 'o rd re k + 1 de F sont nuls. 

Ceci condui t à la proposi t ion suivante. 

P r o p o s i t i o n 1 .2 Soit k un ent ie r naturel et M un module projectif de type fini s u r un anneau 
A non trivial. Alors les condit ions suivantes sont équivalentes : 
a) P o u r tout idéal p remie r V de A, le module M / V M s u r l ' anneau intègre A / V est de rang 
k (i.e. tout système de k + 1 éléments est l inéairement dépendant et il existe un système de k 
éléments l inéai rement indépendant) . 
a ' ) P o u r tout idéal p remie r V de A, l 'espace vectoriel obtenu à pa r t i r de M en é tendant les 
scalaires au corps des f r ac t ions de A / V est de dimension k . 
b) Le polynome caractérist ique d 'une matr ice de project ion F de type n x n ayant pou r image 
(un module isomorphe à) M est égal, à des nilpotents près, au polynome ( X — l ) f c X n - f c . 
b ') Même chose que (b), mais pour toute matr ice F . 
c) Le polynome caractérist ique d 'une matr ice de projection F de type n x n ayant pou r image 
(un module isomorphe à) M est égal, à des nilpotents près , au polynome ( X — l ) k X n ~ k , et tous 
les mineurs d 'ordre k + 1 de F sont nilpotents. 
c ' ) Même chose que (c), mais pour toute matr ice F . 

P r e u v e D ' u n point de vue classique, la preuve est immédia te ; il suffit de se rappeler que 
l ' intersection des idéaux premiers est le nilradical de A, i.e. l 'ensemble des ni lpotents . 
Notez que d ' u n point de vue construct i f , la condit ion (a) est a priori t r o p faible (par m a n q u e 
d ' idéaux premiers) , et les condit ions (b) et (c) ne sont pas clairement équivalentes. 
Une preuve const ruct ive de l 'équivalence de (b) et (b ' ) est u n e conséquence le lemme qui suit . • 

L e m m e 1 .3 Soient F x de type m x m et F 2 de type n x n deux matr ices de project ion avec des 
images isomorphes. Alors on a 

X n d e t ( X l m - F i ) = X m d e t ( X I n - F 2 ) 

P r e u v e On écrit A m ~ M 0 N i et A n ~ M ® N 2 de sor te que A n + m ~ M 0 N 2 © M © Nx 

on considère l ' endomorph i sme f de A n + m qui est égal à l ' ident i té sur une composan te M e t à 
0 sur les trois au t res composantes . Selon la manière dont on regroupe les te rmes de la somme 
directe on t rouve pou r / une ou l ' au t r e des matr ices 

( Fx 0 m , n \ / 0 m 0 m , n \ 
VO*,™ On J O U Un ,m F 2 J 

qui ont pou r polynomes caractér is t iques les deux membres de l 'égali té à démont re r . O 
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Ceci just i f ie cons t ruc t ivement la définit ion suivante : 

D é f i n i t i o n 1 Un module M projectif de type fini s u r un anneau A non tr ivial est dit de rang 
cons tant égal à k lorsque la condition (b') de la proposit ion 1.2 est réalisée : le polynome 
caractérist ique d 'une matr ice de project ion F de type n x n ayan t p o u r image (un module 
isomorphe à ) M est égal, à des nilpotents près , au polynome ( X — l ) k X n ~ h . 

E n fa i t , nous verrons plus loin des caractér isa t ions plus agréables des modules projectifs de 
rang cons tan t . N o t a m m e n t , on peu t "suppr imer les n i lpo ten ts" dans les condit ions (b ) - (c ' ) . 

R e m a r q u e 1 .4 Avec une preuve tou t à fai t analogue à celle d u l emme 1.3, on p e u t démontrer 
que le dé t e rminan t (et donc aussi le po lynome caractér is t ique) d ' u n endomorph i sme d ' u n mod-
ule project if de t y p e fini est bien défini4 . On peu t alors lire la condi t ion (b) comme signifiant que 
le po lynome carac tér is t ique de l ' endomorphisme Idji/ est égal, à des n i lpotents près, à ( X — l) f c . 

C o n v e n t i o n 2 Lorsque l ' anneau A est tr ivial (réduit à {0}) tous les A-modules sont triviaux. 
Néanmoins , conformément à la définition ci-dessus, il est logique de considérer que le module 
tr ivial est project i f de type fini de rang constant égal à k, pour n ' importe quelle valeur de l ' ent ier 
k > 0. Cette convention permet une fo rmula t ion plus uni forme des théorèmes et des preuves. 

D é f i n i t i o n 3 Un anneau local est un anneau où est vérifié l 'axiome suivant : 

Vx € A x ou 1 — x est inversible 

Notez que selon ce t t e définition l ' anneau trivial est local. Dans un anneau local, les éléments 
"non inversibles" (ceux pour lesquels l 'hypothèse d' inversibil i té implique 1 = 0 dans l ' anneau 
A) forment u n idéal. Le quot ient de l ' anneau pa r cet idéal est un corps, appelé corps résiduel 
de l ' anneau A (nous a d m e t t o n s l ' anneau tr ivial comme corps). 

D é f i n i t i o n 4 Un ensemble A muni d 'une relation d 'égali té est appelé discret lorsque l 'axiome 
suivant est vérifié 

Vx, y (z A x = y ou - i(x = y) 

C o m m e n t a i r e 1 .5 Class iquement , tous les ensembles sont discrets, car le "ou" présent dans 
la définit ion est compris de maniè re "abs t ra i t e" . Cons t ruc t ivement , le "ou" présent dans la 
définit ion est compris selon la signification du langage usuel : u n e des deux al ternat ives au 
moins doit avoir lieu de manière certaine. Il s 'agit donc d ' u n "ou" de n a t u r e a lgori thmique. Un 
ensemble est discret si on a u n tes t pou r l 'égali té de deux éléments arb i t ra i res de cet ensemble. 
Cons t ruc t ivement l 'ensemble des nombres réels n 'es t pas discret (plus précisément : le supposer 
discret impl iquerai t u n pr incipe d 'omniscience qui n 'es t pas accepté cons t ruc t ivement , même si 
on ne peu t prouver qu 'un tel pr incipe est absurde) . 
Le corps résiduel d ' u n anneau local est discret si et seulement si il y a un tes t d'inversibilité 
pour les é léments de A. On dit dans ce cas que le groupe des uni tés A x est une par t ie détachable 
de A. 

4 Bien que la preuve du lemme 1.3 soit convaincante, il peut sembler un peu choquant que le déterminant d'un 
endomorphisme puisse être bien défini lorsque le rang du module lui-même n'est pas bien défini. Intuitivement, 
cela se passe comme suit : lorsqu'on décompose le module selon ses composantes équidimensionelles, chaque 
composante de l'endomorphisme a clairement un déterminant, et les déterminants en chaque dimension sont 
mis ensemble (via les idempotents correspondant aux composantes) pour former un déterminant global. 
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Rappe lons que deux matr ices carrées m x m sont di tes semblables lorsqu'elles représentent 
le m ê m e endomorph i sme de A m sur deux bases dist inctes (ou non) . 

Nous donnons ma in t enan t trois preuves différentes pou r u n l emme fondamenta l , que nous 
appelons l emme de la l iber té locale. 

L e m m e d e l a l i b e r t é l o c a l e Soit A un anneau local. Tout module projectif de type fini su r 
A est libre. De maniè re équivalente : toute matr ice de project ion F de type n x n est semblable 
à une ma t r i ce de pro jec t ion s t anda rd ; c.-à-d. de la f o r m e : 

P r e m i è r e p r e u v e (preuve classique usuelle) Ce t t e preuve suppose que le corps résiduel est 
discret. A fort iori , on sait si l ' anneau est tr ivial ou non. Si l ' anneau est tr ivial , c 'est clair. 
Si l ' anneau est non tr ivial et si le corps résiduel est discret cela va aussi, en suivant la preuve 
classique usuelle. Notons ip : A n A n la pro jec t ion de ma t r i ce F . On passe au corps résiduel, 
la ma t r i ce F est alors la ma t r i ce de la projec t ion sur le sous espace Im(<p) paral lèlement au sous 
espace Im(Id — tp). On considère alors u n mineur résiduellement non nul d 'o rd re m a x i m u m k 
dans F , et de m ê m e u n mineur résiduellement non nul d 'o rd re m a x i m u m n — k dans I n — F . 
En m e t t a n t cote à cote les k colonnes de F et les n — k colonnes de I„ — F correspondant à 
ces mineurs , on obt ient u n e mat r ice Q qui est résiduellement inversible, donc inversible (car 
son dé te rminan t est inversible). La mat r ice G = Q F Q ~ X représente l 'appl icat ion linéaire tp sur 
une nouvelle base dont les k premiers vecteurs sont dans Im(y>) et les n — k derniers sont dans 
Im(Id — (p). Pu i sque <p2 = <p ceci implique que G est la ma t r i ce de projec t ion s t anda rd sur le 
sous espace des k premiers vecteurs de base paral lèlement au sous espace des n — k derniers. • 

D e u x i è m e p r e u v e (preuve p a r la plat i tude) Ce t t e preuve suppose aussi que le corps résiduel 
est discret . C 'es t u n e preuve un peu plus "calculatoire", qui sera plus facile à utiliser dans 
la section 4. Nous l 'avons ex t ra i t e de la preuve classique qui démont re d ' a b o r d q u ' u n module 
project if est p la t , puis q u ' u n modu le p la t de présenta t ion finie sur u n anneau local est libre. 
Tout d ' abo rd , nous établissons le l emme suivant : 

L e m m e 1 .6 (Lemme de la présenta t ion locale) Soit A un anneau local dont le corps résiduel 
est discret. Une matr ice G de type q x m à coefficients dans A est équivalente (sur A ) à une 

où G ' a tous ses coefficients dans l ' idéal maximal de A. 
Tout module de p résen ta t ion finie s u r A peut être p résen té p a r une matr ice G ' de ce type. 

P r e u v e d u l e m m e On recopie, mu ta t i s mu tand i s , la preuve d u l emme de la l iberté . Notez 
que les mat r ices de passage P et Q se calculent explici tement à pa r t i r de G une fois qu 'on a 
repéré un mineur d 'o rd re k inversible, tous les mineurs d 'o rd re k + 1 é tan t non inversibles. • 

E n appl iquant le l emme précédent , on obt ient u n entier k, des mat r ices P , Q , Q\ inversibles 
et H résiduellement nulle, avec 

matr ice : 
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On a 
( . P F Q ) { Q X P X ) { P F Q ) = ( P F 2 Q ) = ( P F Q ) 

ce qui se réécri t , avec ( Q \ P \ ) décomposée en blocs : 

( h 0 k , n - k \ ( B C \ f l k O k , n - k \ _ ( h 0 k , n . k \ 
\0n-k ,k H ) \ D E ) V0n-fc,jt H J ~ VOn-M H J 

c.-à-d., tous calculs fa i ts 

( B C H \ _ ( l k 0 f c l B_ f c \ 
\ H D H E H j - \ O n . k t k H J 

Ainsi B = I* et H E H = H , donc (I„_fc — H E ) H = 0 „_*. Mais H E a ses coefficeints dans 
l ' idéal max imal , donc det(In_jt — H E ) = 1 + j avec j dans l ' idéal max ima l est inversible. Donc 
(In_fc — H E ) est inversible, et H = 0 n -k- Ceci implique que l ' image de F est un module libre 
de rang k puisque 

F = ° n ' n _ f c ) Q i \Vn-k,k J 
En fai t , on a m ê m e 

P F P - > = P F P l = P F Q Q l P l = ( ^ o r / ) ( î 5 £ ) - ( < £ , o l ) 

et donc en posan t 

\Vn-k,k I n - k J 
on obt ient 

^ ( o 1 * 7 e ) e t m n m - ^ i n 1 " i n - k J \Vn-k,k "n-fc / 
• 

T r o i s i è m e p r e u v e (preuve p a r Azuyama) C e t t e preuve ne suppose pas le corps résiduel dis-
cret . Elle est la t r aduc t ion matriciel le de la preuve du théorème d ' A z u y a m a III.6.2 dans [11], 
pour le cas qui nous occupe ici. Nous allons diagonaliser la ma t r i ce F . La preuve fonct ionne 
avec u n anneau local non nécessairement commuta t i f . 
Appelons f i le vecteur colonne / i . .n ) i de la ma t r i ce F , et e l 5 . . . , e n la base canonique de A n . 
- P remier cas, / l t i est inversible. Alors / i , e 2 , . . . , e n est une base de A n . P a r r appor t à cet te 
base (p a u n e ma t r i ce : 

G : = ( o j u A ) 

E n écrivant G 2 = G on obient F 2 = F \ et F x l i = 0. O n a alors : 

r r r - * ' - ( 1 K V 1 H \ f 1 ~ l i \ = ( 1 ° 1 - n ~ 1 ) 
- U „ - l , l In—1 / \ On—1,1 F j U n - U I„_! J U „ - l , l J 

- Deuxième cas, 1 — f l t l est inversible. Alors t \ — f \ , e 2 , . . . , e„ est une base de A n . P a r r appor t 
à ce t te base, Id„ — (p a une ma t r i ce : 

G : = ( o „ l u k ) 
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avec G 2 = G. Avec le m ê m e calcul que dans le cas précédent , I„ — F est donc semblable à une 
ma t r i ce : 

( 1 O i , n - i \ 
V0„-1,1 FX J 

avec F 2 = F \ , ce qui signifie que F est semblable à une ma t r i ce : 

( 0 0 l i n _ x \ 
U n - 1 , 1 HX J 

avec H 2 = H \ . 
On t e rmine la p reuve pa r induct ion sur n . • 

C o m m e n t a i r e 1 . 7 Du point de vue classique, tous les ensembles sont discrets, et l 'hypothèse 
cor respondante est superf lue dans les deux premières preuves. Nous avons signalé les trois 
preuves parce que le l emme de la l iber té locale est u n l emme crucial dans la suite, et que les 
différentes preuves conduisent à différentes mé thodes , plus ou moins compliquées, p e r m e t t a n t 
de rendre construct i fs les théorèmes que nous avons en vue. 

1 . 3 L o c a l i s a t i o n 

Nous supposons la lectrice familière du processus de localisation en une pa r t i e mult ipl icat ive S 
de A, ainsi qu 'avec les no ta t ions A s , M s (pour le localisé du A-module M ) , et A , , M s lorsque 
S est engendré pa r l 'é lément s de A. Nous voulons cependan t garder la possibili té de localiser 
en un monoïde (mul t ip l ica t i f ) pouvan t contenir 0. Le résul ta t est alors l ' anneau tr ivial (et le 
module tr ivial) . 

Des résul ta t s essentiels sont les suivants : 

F a i t 1 .8 Si M est un sous module de N , on a l ' identif ication canonique de M s avec un sous 
module de N s et de ( N / M ) s avec N s / M s -
Si f : M —• N est une application A-linéaire, I m ( / s ) s ' identif ie canoniquement à ( l m ( f ) ) s , 
K e r ( / s ) s ' identif ie canoniquement à ( K e r ( / ) ) s et C o k e r ( f s ) s ' identif ie canoniquement à 
(Coker ( / ) ) * . 
Si 

M M N P 

est une suite exacte de A-modules et S C A un monoïde, a lors 

P s 

est une suite exacte de As-modules . 

F a i t 1 . 9 Soit f : M —• N , g : M —• N deux applications l inéaires entre A-modules, avec M 
de t ype fini. Soit S un monoïde de A. Alors f s = g s seulement si il existe s G S tel que 
s f = sg . E n d ' au t res termes, l 'application canonique ( H o m A ( M , N ) ) s H o m ^ s ( M s , N s ) est 
injective. 

F a i t 1 . 1 0 Soit M et N deux A-modules, S un monoïde de A et tp : M s —• N s une application 
As- l inéai re . Supposons que M est de présenta t ion finie. 
Alors il existe une application A-l inéaire <f> : M N et s e S tels que 

1 s 

E n d 'au t res termes, l 'application canonique ( H o m ^ M , N ) ) s —> H o m ^ s ( M s , N s ) est bijective. 
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P r e u v e (Cf. [12] exercice 9 p . 50 ou [7] chap. IV proposi t ion 1.10) Supposons que M est le 
conoyau de l ' appl ica t ion linéaire g : A m —• Aq avec une ma t r i ce G — (<7,j) pa r r a p p o r t aux bases 
canoniques, alors d ' après le fai t 1.8 M s est le conoyau de l ' appl icat ion linéaire g s : A™ —» Aq

s 

avec la ma t r i ce G s = (<7»j/l) p a r r a p p o r t aux bases canoniques. O n n o t e j m : A m —> A™, 
jq : A9 —• Ag

s, j m : M —* M s , j N N N s , t : A9 —» M , irs A9
S —• M s les applicat ions 

canoniques. Soit ij> : = ip o 7r5, de sor te que xj) o g s = Donc xp o g s o j m = 0 = ip o jq o g. 
Il existe u n dénomina teu r c o m m u n s € S pou r les images pa r xp des vecteurs de la base 
canonique, donc il existe une appl icat ion linéaire ty : A 9 N avec (sxp) o j g = j N o ty. D 'où 
jN ° o g = s ( j m o g s o xp) = 0. D 'après le fai t 1.9 appl iqué à $ o g, l 'égali té j N o ( ^ o g) = 0 
dans N s impl ique qu' i l existe s ' G S tel que o <jr) = 0. Donc se factorise sous forme 
<j> o 7r. On obt ien t alors ( s ^ V ) o j M o ic = ss'(tp 0 x 5 0 j q ) = ss'V> o j q = s ' j ^ o ^ f = j N o ( j > o i r , e t 
puisque ir est sur ject ive ss'<p o j m = j /f o <f>. C.-à-d. , p o u r t o u t x Ç. M <p(x/\) = <j>(x)/ss'. 

fn*. 

- é rH 

• 

Un cas par t icul ier est le suivant . 

F a i t 1 . 1 1 Soit M un A-module de p résen ta t ion finie, S un monoïde de A et ip : M s As 
une f o r m e As- l inéai re . 
Alors il existe une f o r m e A-l inéaire <j> : M —> A et s G S tels que 

V x g m h>(t) = — 
1 s 

F a i t 1 . 12 Si S C S ' sont deux monoïdes de A et M un A-module on a des identifications 
canoniques (As)s< — As» et ( M s ) s 1 — Ms>-

1 . 4 S y s t è m e f o n d a m e n t a l d ' i d e m p o t e n t s o r t h o g o n a u x 

Dans la sui te nous serons amenés à considérer l ' anneau localisé A r où r est u n idempoten t , 
ainsi que le localisé MT p o u r u n A-module M . Il est bon de remarquer que AP s ' identifie 
canoniquement à l ' idéal r A muni de la s t ruc tu re d ' a n n e a u où r est l 'é lément neu t re de la 
mult ipl icat ion. L 'appl icat ion canonique de A vers A r identifié à r A est donnée par x n-» r x . 
Q u a n t à M r , il s ' identifie na ture l lement à r M (avec l 'appl icat ion canonique M —» r M , x i-> r x ) . 
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Si M est image d ' u n e appl icat ion linéaire f : A n —• A n de ma t r i ce F , le module MT 

s ' identifie aussi na ture l lement à l ' image de l 'appl icat ion linéaire f r : A " — * A " ayant pour 
mat r ice la ma t r i ce r F ( lorsqu'on identifie A r avec r A ) . Ceci résul te du fai t 1.8 modulo les 
identif icat ions canoniques. 

Rappe lons que dans u n anneau A u n système f o n d a m e n t a l d ' idempotents orthogonaux (sfio) 
est une liste d 'é léments de A, ( r l 5 . . . , r n ) , qui vérifie 

r , r j = 0 si i j , et S r,- = 1 

(nous ne réclamons pas qu'i ls soient tous non nuls). Ceci impl ique que rt- = rf pou r chaque i. 
O n obt ient alors : 

F a i t 1 . 1 3 Si ( r l 5 . . . , r n ) est un sfio d 'un anneau A, et s i M est un A-module, on a : 

A ~ A n x •• • x ATn 

M = r x M © • • • ® r n M ~ M r i x ••• x M r n 

1 . 5 L e p r i n c i p e l o c a l - g l o b a l 

Un outi l essentiel en algèbre classique est la localisation en (le complémenta i re d ' ) u n idéal 
premier . Cet outi l est a priori difficile à utiliser cons t ruc t ivement pa rce qu 'on ne sait pas 
fabr iquer les idéaux premiers qui in terviennent dans les preuves classiques, et dont l 'existence 
repose sur l ' ax iome du choix. Cependan t , on peu t r emarquer que ces idéaux premiers sont en 
général utilisés à l ' in tér ieur de preuves pa r l ' absurde , et ceci donne u n e explicat ion du fait que 
le recours à ces ob je t s " idéaux" p o u r r a ê t r e contourné et m ê m e in te rp ré té const ruct ivement 
dans la section 3. 

Le pr incipe local-global abs t ra i t en algèbre commuta t ive est un pr incipe informel selon 
lequel certaines propriétés concernant les modules sur les anneaux commuta t i f s sont vraies si 
et seulemment si elles sont vraies après localisation en n ' i m p o r t e quel idéal premier . 

Nous é tud ions ma in t enan t quelques cas élémentaires où le pr inc ipe local-global s 'applique. 
Nous commençons à chaque fois par des versions concrètes en apparence plus faibles, mais 

qui s 'avéreront bien utiles, au moins d ' u n point de vue construct i f . P o u r ces versions concrètes, 
la localisation n 'es t pas réclamée "en n ' i m p o r t e quel idéal premier" mais en un nombre fini 
d 'é léments de A qui engendrent A en t an t qu ' idéal . En langage savant , dans u n pr incipe local-
global concret on recouvre le spect re de l ' anneau pa r un nombre fini d 'ouver ts , t and is que dans 
un pr incipe local-global abs t ra i t on voit le spect re comme l 'ensemble de ses points . 

Nous disons qu 'un élément a de A est non diviseur de zéro si la sui te 

0 — • A A 

est exacte. A u t r e m e n t di t , on a : 

V6 G A {ha = 0 b = 0) 

C 'es t seulement pou r l ' anneau tr ival que 0 est non diviseur de zéro. 

P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l c o n c r e t 1 Supposons que s i , . . . s n E A avec s i A + \- s n A = A, et 
soit a E A. Alors on a les équivalences suivantes : 

Recollement concret des égalités : 
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a = 0 Vi G { 1 , . . . , n } a / 1 = 0 d a n s ASi 

Recollement concret des non diviseurs de zéro : 

a es t n o n d i v i s e u r de z é r o d a n s A & Vi € { 1 , . . . , n } a / 1 es t n o n d iv i s eu r de z é r o d a n s ASi 

Recollement concret des inversibles : 

a est inve r s ib le d a n s A Vi G { 1 , . . . a / 1 es t inve r s ib le d a n s ASi 

P r e u v e Les condi t ions sont nécessaires en raison du fa i t 1.8. Une vérification directe est 
d 'ai l leurs immédia te . 
Pour prouver que les condit ions sont suffisantes, nous t r a i tons sans pe r t e de général i té le cas 
avec n = 2 e t « j = s , s 2 = t , s -f t = 1. 
Supposons d ' a b o r d que a / 1 = 0 dans A , et dans At. P o u r u n ent ier h < 0 convenable on a 
donc s h a = 0 = t h a dans A. Or 1 = (s + t ) 2 h = u s h + v t h pou r u et u convenables dans A. 
Donc a = l a = u s h a + v t h a = u x 0 | d x 0 = 0 dans A. 

Supposons m a i n t e n a n t que a / 1 soit non diviseur de zéro dans A s e t dans A t . Soit b E A avec 
ab = 0 dans A donc aussi ab /1 = 0 dans A s et dans A t . On a donc b /1 = 0 dans A s et dans 
A t , donc aussi dans A. 

Supposons enfin que a / 1 soit inversible dans A„ et dans A t . Soient donc 6, c G A et un entier 
k > 0 avec a b / s k = 1 dans A„ et a c / t k = 1 dans A t , i.e., p o u r un ent ier p > 0, abs p — s p + k et 
ac t p = t p + k dans A. Posons h = p + k et comme ci-dessus dé te rminons u et v dans A tels que 
u s h + v t h = 1 dans A. Alors a x (ubsp + vct p) = u s h + v t h = 1 dans A. • 

N o t a t i o n 5 On no te Spec(A) l 'ensemble des idéaux premiers de A. 
Pour V € Spec(A) et S = A \ V on no t e Aj> pour A s ( l ' ambigui té en t re les deux nota t ions 
contradictoires A-p et A$ est levée en p ra t ique pa r le contexte) . 
Si x est un élément d ' u n A-module M , nous notons 

A n n ( x ) : = {a € A ; a x = 0} 
l ' idéal annu la t eu r de x . 

La relat ion é t ro i te qui existe en t re les localisés locaux d ' un anneau A et ses idéaux premiers 
est précisée dans le fai t suivant . 

F a i t 1 . 1 4 Un monoïde S d 'un anneeau A est dit s a tu ré lorsqu'on a l ' implication 

Vs , t e A (s t e S =• s e S ) 

P o u r qu 'un monoïde multiplicatif s a t u r é S f a s se de A s un anneau local non trivial, il f a u t et 
suffit que S = A \ V où V est un idéal premier . 
P a r ailleurs, tout homomorhisme A — * B d e A vers un anneau local B se fac tor i se de manière 
unique pa r A-p où V est l ' image réciproque de l ' idéal maximal de B . 

La version abs t ra i t e pu issante du pr incipe local-global concret précédent est la suivante. 

P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l a b s t r a i t 1 Soit a G A. Alors on a les équivalences suivantes : 

Recollement abstrait des égalités : 

a = 0 W G Spec(A) a / 1 = 0 d a n s Ap 

Recollement abstrai t des non diviseurs de zéro : 
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a est non d iv i s eu r de z é r o d a n s A V P G Spec(A) a / 1 est non d i v i s e u r de zé ro d a n s Ap 

Recollement abstrait des inversibles : 

a es t invers ib le d a n s A & V P € Spec(A) a / 1 est invers ib le d a n s A-p 

P r e u v e (non constructive) Les condit ions sont nécessaires en raison du fai t 1.8. Une 
vérification directe est d 'ai l leurs immédia te . 
Pour les réciproques, nous supposons sans pe r t e de général i té que l ' anneau A est non trivial. 

P remière preuve 
Supposons d ' a b o r d a / 0 dans A, soit A n n ( a ) l ' idéal annu la teu r de a , qui est u n idéal str ict , 
soit V un idéal premier contenant A n n ( a ) et soit S = A \ V . L 'ensemble S fl A n n ( a ) est vide, 
donc a / 1 / 0 dans As-
On en dédui t la deuxième réc iproque comme dans le cas analogue d u pr incipe local-global 
concret 1. 
Supposons enfin a non inversible dans A. Soit V un idéal premier contenant a A et soit S — A \ V . 
Alors a / 1 est non inversible dans As . 
Deuxième preuve (pour les cas a = 0 et a inversible) 
Pour chaque idéal premier V on peu t t rouver s ^ V tel que a / 1 est nul (resp. inversible) dans 
A , . Les ouver ts cor respondants Us = {V G Spec(A); s ^ V } recouvrent Spec(A), donc les s 
cor respondants engendrent A comme idéal, donc un nombre fini d ' en t r e eux, « j , . . . , s m engen-
drent A comme idéal. On p e u t donc faire appel au pr incipe local-global concret correspondant . 
• 

C o m m e n t a i r e 1 . 1 5 La deuxième preuve mon t r e bien le lien en t re le pr incipe local-global 
abs t ra i t et le pr inc ipe local-global concret . Cependan t , il ne semble pas qu'elle puisse jamais 
ê t re r endue construct ive. La première preuve n 'es t pas non plus "en général" construct ive, mais 
il existe des cas où elle l 'est . Il suffit pour cela que les condit ions suivantes soient vérifiées : 
Dans le cas du recollement des égalités 
— l ' anneau A est discret 
— pour t o u t a / 0 dans A on sait construi re un idéal premier "P de A contenant Ann(a ) . 
Dans le cas d u recollement des inversibles 
— l 'ensemble des a G A inversibles est une par t i e dé tachable de A. 
— pour t o u t a G A non inversible, on sait construi re u n i d é a l premier V de A contenant aA. 
C 'es t pa r exemple le cas lorsque A est une algèbre de présen ta t ion finie sur TL ou sur un corps 
"pleinement factoriel" (voir [11]). 

E n p ra t ique , on peu t comprendre le pr incipe local-global abs t ra i t 1 sous la fo rme intuit ive 
suivante : pou r démont re r un théorème d 'a lgèbre commuta t ive dont la signification est qu 'un 
cer tain élément d ' u n anneau commuta t i f A est nul, non diviseur de zéro, ou inversible, il suffit 
de t ra i t e r le cas où l ' anneau est local. C'est un pr incipe du m ê m e genre que le pr incipe de 
Lefschetz : pou r démont re r u n théorème d 'a lgèbre commuta t ive dont la signification est qu 'une 
cer ta ine ident i té algébrique a lieu, il suffit de t ra i te r le cas où l ' anneau est le corps des complexes 
(ou n ' i m p o r t e quel sous anneau qui nous ar range , d 'ai l leurs) . 

Un résu l ta t local-global concret , qui donne la moi t ié la plus facile du théorème 1, est le 
suivant . 
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P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l c o n c r e t 2 (recollement concret de modules de t ype fini, de présenta-
t ion finie ou project i fs de t y p e fini) Supposons que s i , . . . s n G A avec s j A + • • • 4- s n A = A, et 
soit M un A-module. Alors on a les équivalences suivantes : 
• M est de type fini s i et seulement s i chacun des M t i est un A,. -module de type fini. 
• M est de p résen ta t ion finie s i et seulement s i chacun des MS t est un A a i -module de 
p résen ta t ion finie. 
• M est projectif de type f in i s i et seulement si chacun des M t i est un A t i -module projectif de 
type fini. 

P r e u v e Les condit ions sont clairement nécessaires. Pour prouver qu'elles sont suffisantes, nous 
t ra i tons sans p e r t e de général i té le cas avec n = 2 et Si — s , s 2 = t , s + t = 1. 

Tou t d ' a b o r d supposons que M , est u n A a -module de t y p e fini et Mt est u n A t -module de 
t ype fini. Mont rons que M est de t y p e fini. Soit g x , . . . ,g q des é léments de M qui engendrent 
M„ et M t . Soit x £ M arbi t ra i re . On a pour un cer ta in exposant m et cer ta ins éléments 
a i , . . . , a q de A : 

s m x = a ig i -| (- aqgq dans M s 

donc pour un cer ta in exposant p : 

s m + p x = s p a x g i + • • • + s p a q g q dans M 

On écrit u n e égal i té du m ê m e style avec t , et on les combine selon la p rocédure u s h + v t h = 1 
comme dans les preuves précécentes. 

Supposons ma in t enan t que M s est un A s -modu le de présen ta t ion finie et M t est un At-
module de présen ta t ion finie. Mont rons que M est de de présenta t ion finie. 
Soit g i , . . . ,gq un sys tème généra teur de M . 
Soit ( a : ) i , . . . ,a,-1?) G A\ des relat ions en t re les <7,/l G M , (i.e., S j a.jfl ' j = 0 dans M s ) pour i = 
1 , . . . , k i , qui engendrent le A s -modu le (contenu dans A®) des relat ions en t re les Ç j / l . On peu t 
supposer sans pe r t e de général i té que chaque a t i J est en fait un élément ^ 1 avec a'^ - G A. H 
existe alors u n exposant n convenable tel que les vecteurs s n ( a \ 1 ? . . . , a'i q) = . . . , a" q ) G Aq 

soient des A-relat ions en t re les g j G M . 
Considérons de la m ê m e manière un système généra teur de relat ions ( 6 t i l , . . . , 6 t i î) G A? (où 
i = 1 , . . . , k 2 ) en t r e les 1 G M t , avec b i t j = b ' ^ / l où a' i t j G A, puis t m ( V i x , . . . , b' iq) = 
( 6 " j , . . . , b"q) G Aq qui sont des A-relat ions ent re les g j G M . 
Mont rons que les deux systèmes de relat ions ainsi const rui ts en t r e les g j engendrent toutes les 
relat ions. Soit en effet une relat ion a rb i t ra i re ( c l 5 . . . , c q ) en t re les g j . Considérons là comme 
une relat ion en t re les g j / l G M„ et écrivons là en conséquence comme combinaison Aâ-linéaire 
des vecteurs ( a " l 5 . . . , a" q ) G A®. Après mult ipl icat ion pa r une puissance convenable s h de s on 
obt ient une égali té dans A® : 

a f c ( c i , . . . , cq) = e i ( a " l 5 . . . , a"^) + • • • + e , ( a £ t l , . . . , a ' l u q ) 

On fai t de m ê m e avec t et il res te à combiner les deux résul ta t s selon la p rocédure us h + v t h = 1 
comme dans les preuves précécentes. 

Supposons enfin que M s est un A s -modu le project i f de t y p e fini et M t est un A r m o d u l e 
project if de t y p e fini. Mont rons que M est project if de t ype fini. Pu i sque M s est projectif de 
t y p e fini, il existe des formes A a-linéaires a x , . . . , a q sur M„ telles que 

Vx G M , x = oti(x)gi -\ 1- a q ( x ) g q dans M s 
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D'après le fai t 1.11, puisque M est de présenta t ion finie, il existe u n exposant m et des formes 
A-linéaires c t \ , . . . , a ' q sur M telles que 

Vx 6 M s m a i ( x ) = c*J ( x ) , . . . , s m a , ( x ) = a q ( x ) dans M a 

et donc 
Vx G M s m x = a [ ( x ) g i 1- a 'q(x)gq dans M , 

donc, comme M est de t y p e fini (voir le fai t 1.9) il existe u n exposan t p tel que 

Vx € M s m + p x = s p a ' 1 (x )g 1 + • • • + s p a ' q (x)g q 

On écrit u n e égal i té du m ê m e style avec t , et on les combine selon la p rocédure us h + v t h = 1 
comme dans les preuves précécentes. • 

R e m a r q u e 1 . 1 6 Les preuves sont tou jours "les mêmes" . Il existe un t r a i t emen t u n peu plus 
abs t ra i t , s ' appuyan t sur la not ion d e modu le fidèlement p la t qui pe rme t de voir pourquoi . Voir 
pa r exemple [6] proposi t ion 2.3.5 et l emme 3.2.3. L 'exposé dans [6] d u pr incipe de recollement 
concret des modules project i fs de t ype fini m a n q u e de peu une preuve ent ièrement constructive. 
Dans [7] ce pr incipe est l ' ob je t de la règle 1.14 du chapi t re IV, mais là aussi la preuve n 'est pas 
construct ive . 

La pr inc ipe local-global concret 2 de recollement des modules project i fs a d m e t la version 
abs t ra i t e suivante. Nous n 'ut i l iserons pas ce résu l ta t . 

P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l a b s t r a i t 2 (recollement abs t ra i t de modules project i fs ) Soi t M un A-
module. Supposons que M soit de p résen ta t ion finie ou que M soit de type fini et A intègre, 
alors M est projectif de type fini si et seulement s i les localisés M p , pour tous les V € Spec(A) 
sont libres. 

P r e u v e (cf. [12] chap. 2, théorème 14 p.43 et exercice 10 p.51, [6] théorème 3.3.7). 
Nous donnons une preuve pour le cas d ' u n modu le de présenta t ion finie, d is t incte de celles 
citées ci-dessus. C e t t e preuve fonct ionne comme la deuxième preuve du pr incipe local-global 
abs t ra i t 1. 
Il f au t mon t re r que la condit ion est suffisante. Dire q u ' u n e mat r ice G présente u n module libre 
de r ang k revient à d i re qu 'on peu t passer de G à une ma t r i ce nulle de t y p e k x 1 pa r une suite 
finie de t r ans fo rmat ions élémentaires décri tes à la section 1.1. 
Soit ma in t enan t V un idéal premier . Si ce que nous venons d 'expl iquer fonct ionne pour le 
Ap-modu le M-p et u n cer ta in entier k, cela fonct ionne aussi pou r le A , -modu le M , pour un 
s G A \ V convenable, ceci en ver tu du nombre fini d 'égali tés dans Ap mises en jeu lors de ces 
t r ans fo rmat ions élémentaires. 
Il reste à recouvrir Spec(A) pa r u n nombre fini d 'ouver t s U3i e t à faire appel au principe 
local-global concret de recollement des modules project i fs de t ype fini. O 

Les deux principes qui suivent (concret et abs t ra i t ) ne seront pas utilisés dans la sui te de 
l 'art icle. Les preuves sont analogues à celles des pr incipes 1. Le pr incipe concret peu t pa r 
exemple ê t re t rouvé dans le livre de Knight [6]. 
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P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l c o n c r e t 3 (recollement concret des suites exactes) 
Supposons que S j , . . . s n € A avec s x A + • • • + s n A = A, et soit f : M N et g : N —* P des 
applications A-l inéai res entre A-modules. Alors la suite 

m - U N - U P 

est exacte s i et seulement si les suites 

M t i N t i PS i 

sont exactes pour i Ç { 1 , . . . , n } . 

P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l a b s t r a i t 3 (recollement abs t ra i t des suites exactes) 
Soit f : M —• N et g : N —• P des applications A-l inéaires entre A-modules. Alors la suite 

M - U N - U P 

est exacte s i et seulement si les suites 

p-p 

sont exactes pou r tous les V E Spec(y4). 

2 M a t r i c e s d e p r o j e c t i o n 

2 . 1 C a s d ' u n a n n e a u l o c a l 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 (cas d ' u n anneau local) Soit A un anneau local, F € M a t n ( A ) avec F 2 — F 
et M le module projectif de type f in i image de F dans A n . H existe un ent ie r k (0 < k < n) tel 
que de t ( I„ + X F ) = (1 + X ) k . E n outre tous les mineurs d 'ordre k + 1 de F sont nuls. 

P r e u v e II s 'agi t d ' u n e conséquence immédia te du lemme de la l iber té locale : t o u t e matr ice 
de pro jec t ion sur un anneau local est semblable à une mat r ice de pro jec t ion s t anda rd Ifc)n,„. 
L 'ent ier k est un iquement dé te rminé si l ' anneau est non trivial. • 

Notez que la preuve précédente est ent ièrement const ruct ive lorsqu'elle est basée sur la 
t roisième preuve du l emme de la l iber té locale. Les deux au t res preuves réclameraient que 
l ' anneau local ait un corps résiduel discret. 

2 . 2 C a s g é n é r a l 

T h é o r è m e 3 (matr ices de projec t ion : idempoten t s et localisations libres) Soit A un anneau, 
F € M a t „ ( A ) avec F 2 = F et M le module projectif de type fini image de F dans A n . Posons 
R f ( 1 + X ) : = de t ( I n + X F ) , R F ( X ) = : r 0 + r x X + • • • + r n X n . Alors le système { r 0 , r u . . . , r n ) 
est un système f o n d a m e n t a l d ' idempotents orthogonaux. 
E n outre, les mineurs d 'ordre (k + 1) de la matr ice r k F sont tous nuls. E t s i s est un mineur 
diagonal d 'ordre k de r k F , alors le module M 3 est libre de rang k s u r l ' anneau A s . 

R e m a r q u e 2 . 2 On no te ra que la dernière aff i rmat ion du théorème res te vraie si s — 0 en 
raison de la convention 2. De même, avec ce t te convention la proposi t ion 2.1 reste vraie dans 
le cas d ' u n anneau trivial si on ne d e m a n d e pas l 'unici té de k. 
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R e m a r q u e 2 . 3 La définit ion des r,- a t t achés à la ma t r i ce F peu t ê t re relue comme suit en 
ut i l isant le po lynome caractér is t ique sous sa fo rme usuelle : 

d e t ( X I n - F ) = : r 0 X n + r i X n ~ \ X - 1) + • • • + n X ^ X - 1) ' + • • • + r n ( X - l ) n 

(les X n ~ ' ( X — 1) ' forment u n e base du modu le des polynomes de degré < n , t r iangula i re pa r 
r appor t à la base usuelle) 

P r e u v e d u t h é o r è m e : On a t r iv ia lement R / r ( l ) = 1, i.e. S,r,- = 1. On utilise le principe 
local-global abs t ra i t de recollement des égalités p o u r mon t r e r que r,ry = 0 p o u r i / j . E n effet 
ce t te égali té est vraie dans le cas des anneaux locaux d ' ap rès la proposi t ion 2.1 puisque tous 
les r,- sont égaux à 0, sauf u n égal à 1. 
La m ê m e as tuce fonct ionne pou r démont re r que les mineurs d ' o rd re k + 1 de r k F sont nuls. 
Soit en effet t u n mineur d 'o rd re k + 1 de F , on doit mon t re r que t r k = 0 dans A. Si A est 
local, ou bien r k = 0 (si le r ang est h / k), ou bien r k = 1 et t = 0 (si le r ang est k). Voyons 
enfin la dernière aff i rmat ion. Nous notons F a la ma t r i ce F vue dans A a . Il est clair que le 
mineur diagonal s est inversible dans Aa et on vient de voir que tous les mineurs d 'o rdre k + 1 
de r k F ~ F r k sont nuls, donc a fort iori tous les mineurs d ' o rd re k + 1 de F a sont nuls. On peu t 
donc appl iquer le l emme de la l iber té (page 6) et déduire que le A j - m o d u l e M a image de la 
mat r ice F a est libre. • 

T h é o r è m e 4 ( forme explicite des théorèmes 1 et 2) 
Sous les mêmes hypothèses et avec les mêmes nota t ions qu 'au théorème 3, pour chaque k = 
0, . . . , n , la matr ice r k F , vue comme matr ice à coefficients dans A r k ( identifié à r k A ) a pour 
image un module projectif de rang k s u r l ' anneau ATk (ceci prouve le théorème 2). 
Si les tk,i sont les mineur s diagonaux d 'ordre k de F , et si on pose sk,i = r k t k i i , la somme (pour 
k fixé) des sk t i est égale à r k , et chaque module M 3 k i est libre de rang k. Donc la famil le de 
tous les sk<{ a p o u r somme 1 et convient pou r le théorème 1. E n part icul ier , pour tout module 
projectif de type fini à n générateurs , 2 n éléments s,- suffisent pou r le théorème 1. 

P r e u v e : Conséquence imméd ia t e du théorème 3. Q 

C o m m e n t a i r e 2 .4 Le théorème précédent donne une version complè tement explicite des 
théorèmes 1 et 2. Nous sommes ici dans u n e s i tuat ion typ ique que se proposa i t de "résoudre" 
le p r o g r a m m e de Hi lber t . Un énoncé explicite concret a é té démont ré pa r des méthodes ab-
s t ra i tes a priori peu fiables. Nous donnons dans la sui te deux moyens de récupérer une preuve 
ent ièrement fiable de l 'énoncé concret . L ' a rgument parfois cité que t o u t théorème d 'a r ihmét ique 
p rouvé dans ZFC p e u t également ê t r e prouvé sans recours à l ' ax iome du choix offre au moins 
trois inconvénients . Le premier (mineur) est qu ' une analyse assez poussée doit ê t re menée pour 
se convaincre q u ' u n théorème comme le théorème 2 a , en fa i t , la signification d ' u n théorème 
d ' a r i thmét ique . Le deuxième (ne t t ement plus sérieux) est que le recours à l ' axiome du choix 
n 'es t pas le seul ingrédient non construct if dans la preuve qui a é té fournie. Le troisième 
( redoutable) est que rien ne garant i t que Z F C soit une théorie cohérente. 

Un au t r e corollaire du théorème 3 est le suivant : 

T h é o r è m e 5 (po lynome caractér is t ique des mat r ices de pro jec t ion de rang cons tan t ) 
Soit F G M a t n ( A ) avec F 2 = F et M le module projectif de type fini image de F dans A n . 
Alors le module M est de rang k si et seulement si le polynome caractérist ique de F est égal à 
( X — l ) k X n ~ k . D a n s ce cas tous les mineurs d 'ordre k + l de F sont nuls. 
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P r e u v e : La condit ion est clairement suffisante. Mont rons qu'elle est nécessaire. Nous sup-
posons donc que le po lynome caractér is t ique de F est égal, à des n i lpotents près , au polynome 
( X — l ) k X n ~ k . E n app l iquan t le théorème 2, cela impl ique que pou r h ^ k l ' idempoten t rh est 
n i lpotent , donc nul. E n ce qui concerne les mineurs d 'o rd re A: -f-1 de F , on peu t alors appliquer 
le théorème 3. • 

C o m m e n t a i r e 2 . 5 Notez que dans la mesure où le théorème p e u t ê t r e prouvé constructive-
ment , ceci nous donne u n e version cons t ruc t ivement sa t isfa isante de la proposi t ion 1.2 (on ne 
considère pas le (a) , et dans les au t res condit ions équivalentes, on p e u t évacuer les ni lpotents) . 
Nous verrons encore un peu mieux à la section 3.4. 

Un dernier corollaire immédia t dans le m ê m e style est le suivant , (cf. t héorème 2 dans [1] 
chap. II §5). 

T h é o r è m e 6 (caractér isa t ion locale des modules project i fs de r ang cons tan t ) 
Un A-module M engendré p a r n éléments est projectif de rang constant k si et seulement si il 
existe un ent ier m < et des éléments « i , . . . , s m de A tels que, d 'une par t SjAH = 
A, et d 'au t re pa r t les modules MS i soient libres de rang k . 

Nous t e rminons ce t te section pa r une proposi t ion facile. 

P r o p o s i t i o n 2 .6 (quand le localisé en u n élément de A est de r ang cons tan t ) 
Soit F une matr ice de project ion ayant pour image un module M , et r o , . . . , r n le sfio défini au 
théorème 3. 
Soit s un élément de A. P o u r que le localisé M s soit projectif de rang h il f a u t et suffit que 
r h / 1 = 1 dans A s , c.-à-d. que rh$ m = s m dans A pour un cer tain exposant m . Si s est un 
idempotent, cela signifie que rh divise s . 
Enf in s i s o , . . . , s n est un sfio tel que chaque M„h soit de rang h, alors r/, = Sh pour h = 0 , . . . , n . 

2 . 3 C a s g é n é r i q u e 

Qu'es t -ce que nous appelons le cas générique, concernant u n module project if à n générateurs ? 
On considère l ' anneau A = B „ = 2Z[(fij)i<i,j<n]/<Jn , où J n est l ' idéal défini pa r les n 2 relations 
obtenues en écrivant F 2 = F . Dans cet anneau B n , nous avons la ma t r i ce F = ( f i j ) dont 
l ' image dans B " est ce qui mér i te d ' ê t r e appelé le module projectif générique à n générateurs. 

Reprenons les no ta t ions du théorème 3 dans ce cas part icul ier . Dire que r^r* = 0 dans B n 

(pour 0 < h ^ k < n ) signifie que, dans 2Z[f] = 2Z[(/t,j)i<;j<n] 

r f c ( f ) r * ( f ) G J n (*) 

Cela implique une ident i té algébrique qui pe rme t d ' expr imer ce t t e appa r t enance . C e t t e identi té 
algébrique est na ture l lement valable dans tous les anneaux commuta t i f s . Il est donc clair que 
si l ' appa r t enance (*) est vérifiée dans le cas générique, elle impl ique r^r*. = 0 pou r n ' impor te 
quelle ma t r i ce de projec t ion pour n ' impor t e quel anneau commuta t i f . 

La m ê m e chose vaut p o u r les égalités r^ s = 0 lorsque s est un mineur d 'o rd re h + 1. 
En résumé : si le théorème 3 est vérifié dans le cas générique, il est vérifié dans tous les cas. 
Le seul ingrédient non construct if dans la preuve du théorème 3 é ta i t l ' appel au principe 

local-global abs t ra i t 1. Dans le commenta i re après ce théorème, nous avons indiqué que le 
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théorème a d m e t t a i t u n e preuve const ruct ive pou r cer tains anneaux , en par t icul ier pour les 
anneaux T L \ x x , x „ ] / J lorsque J est donné comme u n idéal de t y p e fini. 

Ainsi la preuve classique est const ruct ive dans le cas générique modu lo u n gros travail sur les 
idéaux des a n n e a u x 2 L [ x \ , . . . , x n ] . Donc les théorèmes 1, 2, 3, 4, 5 et 6 sont const ruct ivement 
prouvés. 

D a n s la section suivante, nous expliquons comment il est possible de suivre de beaucoup 
plus près la p reuve classique. Au t r emen t di t encore, l ' appa r t enance (*) peu t ê t re const rui te 
sans appe l à la (belle) théorie const ruct ive de la noe ther ian i té et des décomposi t ions primaires 
pour l ' anneau 7L[x i , . . . , x n ] . 

3 L e c o n t e n u c o n s t r u c t i f d u p r i n c i p e l o c a l - g l o b a l 

Not re b u t ici est donc de faire une relecture const ruct ive de la preuve d u théorème 3 dans 
le cas général (et non plus le cas générique) "sans au t res ingrédients a lgor i thmiques que ceux 
contenus dans la preuve classique". C e t t e aff i rmat ion quelque peu b ru t a l e ne doit pas ê t re 
prise comme une b o u t a d e ni comme u n e provocat ion. Nous p ré tendons réellement débusquer 
u n contenu a lgor i thmique précis dans les preuves qui uti l isent le pr incipe local-global abs t ra i t 
1, m ê m e quand les idéaux premiers n e peuvent absolument pas ê t r e explicités en t a n t que tels. 

3 . 1 L ' i d é e g é n é r a l e 

Soit A u n anneau commuta t i f et a u n élément de A qui est le résu l ta t d ' u n cer ta in calcul fait 
sous certaines hypothèses . Le pr incipe local-global abs t ra i t le plus é lémentai re nous dit que a 
est nul dans A si et seulement si a / 1 est nul dans tous les A-p (pour V € Spec(A)) . 

Supposons que nous ayions une preuve que a / 1 est nul dans tous les A p . C o m m e tou te 
preuve, elle est de n a t u r e finie. E n part icul ier , Vaxiome des anneaux locaux 

Vs, t G A ( s + t = 1 s ou t est inversible) 

n 'es t utilisé q u ' u n nombre fini de fois dans la preuve (cela est en relat ion é t ro i te avec le théorème 
qui aff irme que Spec(A) est quas icompact ) . 

Au bou t du compte la preuve au ra p rodu i t des é léments s j , . . . , s m de A qui vérifient Si-A + 
1- s m A = A et pou r lesquels a / 1 est nul dans chaque AS i . 

A condit ion d ' ê t r e capable de suivre la preuve de façon suff isamment précise, on pour ra 
donc conclure que a = 0 dans A en ut i l isant ce t te fois-ci le pr inc ipe local-global concret 1. 

A vrai dire, ce t te idée générale semble si s imple et si na ture l le qu' i l est é tonnan t qu'elle 
n ' a i t pas encore é té exploitée sys témat iquement . E n fa i t , lorsqu 'on essaie de mener ce travail 
en détai l , on voit appa ra î t r e u n obstacle, c 'est que la p lupar t des preuves usuelles, m ê m e très 
simples, sont néanmoins un peu t rop compliquées pou r pouvoir ê t r e t ra i tées di rectement selon 
l ' idée générale précédente . P a r exemple, la preuve classique usuelle du l emme de la l iberté 
locale util ise de maniè re cruciale le fait que le corps résiduel est discret (cf. la première preuve 
page 9), ce qui est un cas par t icul ier d 'usage du t iers exclu en logique classique. 

Il s 'avère cependant que l 'usage du t iers exclu n 'es t pas un obstacle bien grave : l 'usage 
de la logique classique est inoffensif lorsqu'il s 'agit de prouver des fa i ts suff isamment concrets ! 
(cf. [2] t héo rème 1.1). 
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3 . 2 S t r u c t u r e s a l g é b r i q u e s d y n a m i q u e s 

Pour m e t t r e en oeuvre n o t r e idée générale, nous aurons besoin de la no t ion de s t ructure 
algébrique dynamique (cf. [8] et [2]). 

L ' idée qui gouverne la définit ion d ' u n e s t ruc tu re algébrique dynamique est la suivante : 
il s 'agi t d ' u n e s t r u c t u r e algébrique incomplè tement spécifiée, dans laquelle on calcule selon 
des règles de n a t u r e algébrique simple, celles qui définissent ax iomat iquement u n e s t ruc ture 
algébrique ordinaire . Le fa i t que la s t ruc tu re est incomplè tement spécifiée in t rodui t une ar-
borescence dans les calculs. 

P a r exemple si on di t : voici un corps engendré pa r 2 é léments a et b qui vérifient a 2 + b 2 + 1 = 
0, les calculs qui s 'ensuivent peuvent faire appa ra î t r e dans les différentes branches n ' impor te 
quelle s i tua t ion cor respondant à ce t te "présenta t ion" . D ans un premier embranchement a sera 
nul et dans u n au t r e , a sera inversible, puisque t o u t élément dans u n corps est nul ou inversible. 
D ' au t r e s embranchemen t s peuvent appa ra î t r e si à u n momen t donné d u calcul, on se pose pa r 
exemple la quest ion d e savoir si 5 est nul ou inversible. 

A u t r e exemple, qui nous concerne di rec tement ici. Si on dit : voici u n anneau A com-
plè tement spécifié en t a n t qu ' anneau , mais appl iquons lui les règles de calcul valables dans 
les a n n e a u x locaux, les calculs vont faire appa ra î t r e des embranchemen t s chaque fois qu 'on 
a besoin d 'ut i l iser l ' ax iome des anneaux locaux. On est alors en t ra in de calculer ce qui se 
passe dans les différents localisés A-p de A. Différents cas peuvent se p rodu i re : ils sont pris 
en c o m p t e dans les différentes branches du calcul. Si la p reuve abou t i t , un nombre fini de 
feuilles seulement appa ra î t ron t dans l ' a rb re d u calcul. Cela veut dire qu 'on n ' a pas eu besoin 
de const ru i re vra iment des localisés A-p, mais seulement des localisés A s (qui en général ne sont 
pas des a n n e a u x locaux) . En langage savant : on a recouvert le spec t re de A p a r un nombre fini 
d 'ouver ts Us — {V G Spec(A); s £ V}. La différence en t re le point de vue classique et le point 
de vue construct i f est alors seulement que le ma thémat i c i en classique " a d m e t " que les idéaux 
V existent en ver tu (d ' une version faible) de l ' ax iome du choix, t and is que la ma thémat ic ienne 
const ruct ive (qui ne croit q u ' à ce qu'elle voit) veut bien "faire comme si" ils exis taient , puisque 
la seule chose i m p o r t a n t e dans ce spectre , ce ne sont pas ses points , mais ses recouvrements 
ouver ts finis. 

Tout ceci semble avoir quelque r a p p o r t avec les t ab leaux sémant iques en logique. Des 
r appo r t s é t roi ts existent également avec la théorie des topos cohérents (cf. [2]) et avec la 
théorie des esquisses (cf. [4] et [5]). Not re première inspira t ion a é té fournie pa r l 'évaluation 
dynamique de la clôture algébrique d ' u n corps "à la D5" (cf. [3]) qui réalisait le fai t remarquable 
suivant : calculer de manière sûre dans la clôture algébrique d 'un corps arbi traire alors même 
que cette clôture algébrique ne peut pas être construite (pour un corps général) . 

3 . 3 A n n e a u v e r s u s a n n e a u l o c a l ( d y n a m i q u e s ) 

La s t ruc tu re d ' a n n e a u ( commuta t i f ) est la s t ruc tu re algébrique usuelle d ' a n n e a u commuta t i f , 
basée sur ( 1 , 0 , + , — , x ) . Nous considérons une s t ruc tu re d ' a n n e a u comme une s t ruc tu re "où 
on calcule" et pou r laquelle on utilise le seul prédicat "x = 0" à l 'exclusion de tous aut res 
prédicats plus compliqués. L'égali té t = t ' est elle-même considérée s implement comme une 
au t r e écr i ture pour t — t ' = 0. 

Se donner une p résen ta t ion d 'anneau , c 'est donner un ensemble G de "générateurs" et un 
ensemble R = 0 de "relat ions" qui sont tou tes de la fo rme t = 0 avec t u n élément de 7L[G]. Dans 
la sui te pou r simplifier, nous considérons R = 0 s implement comme une pa r t i e de 7L[G\. 
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La p lupa r t des axiomes d ' a n n e a u commuta t i f s sont absorbés p a r les calculs dans 7L[G\ et il 
nous res te alors les axiomes suivants, qui sont les règles que nous pour rons appl iquer dans nos 
calculs. 

h 0 = 0 A ( l ) 
(x = 0, y = 0) I- x + y = 0 A(2) 

x = 0 h xy = 0 A(3) 

Le b u t est de calculer, pou r la présenta t ion (G; R=o), tous les t e rmes t € jZ[G] pour lesquels 
t = 0 p e u t ê t r e prouvé. Ce t y p e de calcul n e compor t e aucun embranchemen t , ce qui fait que 
nous sommes dans u n cadre "non dynamique" , m ê m e si on p e u t penser la s t ruc tu re comme une 
s t ruc tu re dynamique . E n fa i t , la différence, lorsqu 'on pense la s t ruc tu re comme dynamique, 
c 'est qu 'on ne prouve que des égalités t = 0, et rien d ' au t r e . On ne peu t pas prouver , pa r 
exemple 1 ^ 0 , parce que le prédicat x 0 n ' a pas é té in t rodui t , et on n ' a pas dit selon quelles 
règles on le manipu le ra i t . 

Un anneau dynamique n 'es t rien d ' a u t r e q u ' u n e présenta t ion (G; R - o ) (où R - 0 ) est une 
par t i e de à pa r t i r de laquelle on fai t les calculs conformément aux 3 axiomes A ( l , 2 ,3 ) 
des anneaux . Du point de vue des égalités t = 0, il n ' y a aucune différence avec la s t ruc ture 
d ' anneau usuelle (non dynamique) , comme le dit la proposi t ion tr iviale suivante. 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 Soit (G; R - o ) un anneau dynamique, et t Ç. TL\G\. Alors t = 0 est prouvable 
si et seulement s i t est dans l ' idéal J = 0 de 7L[G] engendré p a r R = 0 . 

Le fai t que, lorsque la présenta t ion est finie, il existe une m é t h o d e a lgor i thmique pour tes ter 
la prouvabi l i té des fa i ts n ' a rien d 'évident . 

Cependan t , en l 'absence de t o u t e théorie const ruct ive des bases de Grôbner , ou bien en-
core dans le cas d ' u n e présenta t ion non finie, la t âche de dé terminer les fai ts prouvables peut 
ê t re g randement facili tée pa r l 'usage d ' un analogue du pr incipe local-global abs t ra i t , que nous 
pouvons formuler cons t ruc t ivement dans le cadre des s t ruc tu res dynamiques . 

Tou t d ' a b o r d nous devons in t rodui re la not ion d ' a n n e a u local dynamique . Un anneau local 
dynamique est s implement u n anneau dynamique où on a le droit d 'appl iquer une nouvelle règle 
de calcul, donnée pa r l ' axiome des anneaux locaux : 

(x -f y = 1) I- (3u ux = 1) V (3v vy = 1) AL 

Comment cet axiome doit-il ê t re appl iqué ? C h a q u e fois qu 'on a prouvé, dans une branche 
du calcul, une égali té t + t ' = 1, on a la possibilité d 'ouvr i r deux sous branches , dans la première 
un nouveau p a r a m è t r e u est in t rodui t (i.e. un p a r a m è t r e qui ne figure ni dans G ni pa rmi les 
pa ramè t r e s p récédemment in t rodui t s dans la branche) ainsi qu ' une nouvelle relat ion u t = 1, 
dans la seconde branche on in t rodui t un nouveau p a r a m è t r e v et la nouvelle relat ion vt ' — 1. 
Si P est l 'ensemble des pa ramèt re s in t rodui ts au dessus d ' u n cer tain point de no t re calcul 
arborescent , les te rmes qui peuvent ê t r e considérés à cet endroi t sont les éléments de TL\G\JP\ . 

Un tel calcul arborescent , a r rê té au bou t d ' un t emps fini, s 'appel le une évaluation dynamique 
de l ' anneau local (dynamique) (G; R = 0 ) . A chaque feuille du calcul ont é t é prouvées des égalités 
t = 0 avec t G 7L[G U P}. 

Q u a n d u n fa i t t = 0, avec t € est-il déclaré prouvé pour un anneau local dynamique ? 
C 'es t lorsqu'i l est prouvé à toutes les feui l les d 'une évaluation dynamique de l ' anneau local. 

Le pr incipe local-global abs t ra i t a d m e t ma in t enan t une in terpré ta t ion const ruct ive : c'est 
l 'ob je t de la proposi t ion (facile mais non triviale) suivante. 
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P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l d y n a m i q u e 1 (recollement dynamique des égalités, première version) 
P o u r prouver un f a i t t = 0 dans un anneau, vous pouvez auss i bien f a i r e comme si l ' anneau 
était local. 
De manière plus formel le : Soit (G; R=o) un anneau dynamique, et t G 7L[G\. Si le f a i t t = 0 est 
prouvé dans Vanneau local dynamique (G; R = o ) alors il est également prouvable dans l ' anneau 
dynamique (G; R=o) a jou t e r l 'axiome des anneaux locaux ne permet pas de prouver plus de 
fa i t s . 
Ou si l 'on préfère : l 'évaluation dynamique d 'un anneau comme anneau local dynamique est 
une procédure légitime pour prouver les f a i t s t = 0. 

R e m a r q u e 3 . 2 L 'énoncé précédent doit ê t re compris de manière const ruct ive : nous vous 
donnons u n e p rocédure un i forme qui t r ans fo rme t o u t e preuve d y n a m i q u e d ' u n fai t t = 0 dans 
un anneau local d y n a m i q u e de présenta t ion (G; R=o) en u n e preuve dynamique du m ê m e fait 
t = 0 dans l ' anneau dynamique ayant la m ê m e présenta t ion (G; R=o). 

P r e u v e II suffit de mont re r que l 'u t i l isat ion une fois de l ' ax iome des anneaux locaux ne permet 
pas de prouver de nouveaux fai ts . 

Soit J = 0 l ' idéal de 7L[G\ engendré pa r R - o et s , t , p € 2Z[G]. Supposons que .s - M — 1 G I=q . 
Supposons également sans pe r t e de général i té que s et t ne sont pas nuls dans [G]. Appliquons 
l 'axiome des a n n e a u x locaux avec s + 1 = 1, et supposons qu 'ensui te , nous sachions prouver 
p — 0 dans chacune des deux branches créées. 

Dans la première b ranche on a in t rodui t le p a r a m è t r e u avec la relat ion u s — 1 = 0, donc si 
on prouve p = 0 c 'est qu 'on a une égalité dans Z[G][m] : 

p = i 0 ( « ) + (us - 1 ) r 0 (u ) 

avec io = î'o.o + io,iU + • • • + io,nun G 1=o[u) et ro(u) G 2Z[G][u]. Nous utilisons le symbole = 
pour désigner une égalité dans 7L[G], c.-à-d. une ident i té algébrique, en vue de dist inguer cet te 
égali té du prédica t = 0 dans la s t ruc tu re algébrique dynamique . E n mut l ip l iant pa r s n et en 
réduisant dans io(u) les u k s k modulo u s — 1, on obt ient une nouvelle égal i té : 

s n p = ii + (us — l ) r a ( u ) 

avec ii G X_0 e t r 1 ( u ) G 7L[G\[u\. Mais comme la variable u ne figure que dans le dernier terme, 
on a r i = 0, et donc 

s n p = i i (1) 

(ceci est cou ramment appelé le t ruc de Rabinovitch). 

De la m ê m e manière , dans la seconde branche, on obt ient u n e égalité 

t m p = i 2 (2) 

avec î*2 G I - o -
Il res te à recoller ces deux égalités selon la p rocédure qui a é t é cons tamment utilisée dans 

les preuves "local-global concrètes" . Précisément , on considère l 'égali té s + t = 1 + dans 
Zj[G] avec G T=o- Cela donne, en élevant à la puissance m + n , 

a s n + btm = 1 + u (3) 

dans 2L[G] avec i 4 € 2=o- E n combinant (1), (2) et (3) on obt ient p G 2= 0 . D 
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3 . 4 R e l e c t u r e s c o n s t r u c t i v e s d ' é n o n c é s e t d e p r e u v e s 

Muni de ce t te in te rp ré ta t ion const ruct ive du pr incipe local-global abs t ra i t 1, pouvons-nous 
ma in t enan t d i rec tement t ra i t e r la preuve du théorème 3 ? 

Une inspect ion détai l lée de ce t te p reuve nous m o n t r e que ce que nous avons à faire se résume 
en deux grandes é t apes : 
— fournir une preuve d u lemme de la l iber té locale (page 9) sous fo rme d ' une preuve pa r 
évaluat ion dynamique ; la t rois ième preuve que nous avons indiquée, la preuve pa r Azuyama, 
est j u s t emen t de ce type . 
— dans la preuve d u théorème 3 utiliser le pr incipe local-global dynamique 1 en Heu et place 
du pr incipe local-global abs t ra i t 1. 

Ainsi nous avons gagné notre p a r i : nous obtenons une preuve ent ièrement constructive du 
théorème 3, et p a r exemple, dans le cas générique, cette preuve construi t les identi tés algébriques 
recherchées. E n outre cette preuve est une t raduct ion "mot à m o t " de la preuve classique. Nous 
avons seulement à remplacer le recollement abstrait des égalités p a r le recollement dynamique 
des égalités. Notez auss i que, du point de vue classique, ces deux théorèmes de recollement sont 
équivalents. 

Nous t ra i te rons la quest ion : "comment faire avec une preuve moins é lémentai re (que celle 
pa r Azuyama) d u l emme de la l iber té locale ?" dans la section 4. 

Signalons aussi le fait r emarquab le suivant (qui court-circui te no t re construct ivisa t ion de la 
preuve classique) : 
la réal isat ion dynamique de la preuve du lemme de la liberté locale dans la théorie des anneaux 
locaux fourn i t , pou r un module projectif de type f in i M s u r un anneau arbi t raire (lorsqu 'il est 
évalué dynamiquement comme un anneau local), la construct ion d 'un nombre fini d 'é léments 5, 
qui engendrent A comme idéal et tels que les MS i sont libres. 

E n effet, ce t t e preuve dynamique fourni t un a rb re aux feuilles duquel " M est l ibre (après 
avoir r endu inversibles suff isamment d 'é léments de A)" et don t chaque embranchement est 
ob tenu en r endan t inversible u n des deux éléments s , t pour lesquels on a p rouvé s + t = 1. Une 
inspect ion détail lée de la preuve par Azumaya nous mon t r e d 'ai l leurs que l ' a rbre d 'évaluat ion 
dynamique a exac tement 2" feuilles lorsque la ma t r i ce de projec t ion F est de t y p e n x n. On 
peu t donc se poser la quest ion de savoir si la borne 2", ob tenue pa r deux voies assez différentes, 
est la bo rne la plus nature l le 5 (bien que peu t -ê t r e pas opt imale) pou r l 'explici tat ion du théorème 
1. 

Ce n 'es t pas seulement le pr incipe local-global abs t ra i t 1 qui a d m e t une in terpré ta t ion 
construct ive. 

Chaque fois qu 'on a un théorème local-global d 'a lgèbre commuta t ive , c.-à-d. u n énoncé du 
genre "telle propr ié té est vraie pou r l ' anneau A et le A-module M si et seulement si elle est 
vraie en tous les localisés A ? et M p " , on lui donnera alors l ' in te rpré ta t ion const ruct ive suivante 
"telle p ropr ié té est vraie pou r l ' anneau A et le A-module M si et seulement si elle est vraie 
lorsqu 'on se place dans un cadre dynamique et qu 'on r a j o u t e les axiomes des anneaux locaux". 

Dire q u ' u n e propr ié té est vraie dans un cadre dynamique signifie qu 'on peu t construire 
une évaluat ion d y n a m i q u e de la s i tua t ion telle q u ' à chaque feuille de l ' a rb re la propr ié té soit 
démont rée vraie. 

5 II est difficile de qualifier cette question de mathématique, à cause du mot "naturel" qui, ici, semble résister 
à tout interprétation en termes de foncteurs. Mais parfois les questions "non mathématiques" sont importantes 
en mathématiques. 
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Du point de vue classique, les deux théorèmes (le théorème classique et son in terpré ta t ion 
dynamique et construct ive) sont en général équivalents (cela dépend cependan t de la propr ié té 
en cause). Du point de vue construct i f , seul le deuxième énoncé fai t sens. L ' impor t an t , mais 
c 'est là u n e thèse qui res te à vérifier en pra t ique , c 'est que la preuve classique de l 'énoncé 
classique se réécrit " au toma t iquemen t " c o m m e preuve const ruct ive de l 'énoncé dynamique . 

Nous donnons deux exemples de tels énoncés. 
Concernant les modules project i fs de t ype fini, on a le théorème d y n a m i q u e suivant qui 

est la version d y n a m i q u e et const ruct ive du pr incipe local-global abs t ra i t de recollement des 
modules project i fs . 

T h é o r è m e 7 Soi t M un A-module de p résen ta t ion finie. Les propr ié tés suivantes sont 
équivalentes : 
— Le module M est projectif de type fini. 
— Lorsqu 'on évalue dynamiquement A comme anneau local, le module M est projectif de type 
fini. 
— Lorsqu 'on évalue dynamiquement A comme anneau local, le module M est libre. 

Concernant les modules project i fs de rang cons tan t , on a le théorème dynamique suivant, 
qui cons t i tue no t re version construct ive la plus élaborée de la proposi t ion 1.2. 

T h é o r è m e 8 Soit M un A-module de présen ta t ion finie et k un ent ier naturel . Les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 
— Le module M est projectif de type fini et lorsqu'on évalue dynamiquement A comme corps, 
l 'espace vectoriel M est de dimension k. 
— Lorsqu 'on évalue dynamiquement A comme anneau local, le module M est libre de rang k . 
— Le module M est projectif de type fini et si F est une matr ice de project ion n x n ayant pour 
image un module isomorphe à M , le polynome caractérist ique de F est égal à X n ~ k ( X — l) f c , 
à des nilpotents près . 
— Le module M est projectif de type fini et s i F est une matr ice de projection n x n ayant pour 
image un module isomorphe à M , le polynome caractérist ique de F est égal à X n ~ k ( X — l ) k et 
tous les mineurs d 'ordre k + 1 de F sont nuls. 

4 C o m p l é m e n t s s u r l ' i n t e r p r é t a t i o n c o n s t r u c t i v e d u 

p r i n c i p e l o c a l - g l o b a l 

Nous reprenons dans ce t te section la quest ion de la re lecture const ruct ive de la preuve du 
théorème 3. C o m m e nous l 'avons déjà signalé, une inspect ion détail lée de ce t te preuve nous 
m o n t r e que ce que nous avons à faire se résume en deux grandes é t apes : 
— fournir une preuve du l emme de la l iber té locale sous fo rme d ' u n e preuve pa r évaluation 
dynamique . 
— dans la preuve du théorème 3 utiliser le pr incipe local-global dynamique 1 en lieu et place 
du pr inc ipe local-global abs t ra i t 1. 

La troisième preuve du lemme de la l iber té locale rempli t la première condit ion. Cependan t , 
si on considère la première ou la deuxième preuve du lemme de la l iber té locale, on cons ta te 
qu'elle n 'es t pas d i rec tement une preuve pa r évaluat ion dynamique dans la théorie des anneaux 
locaux (telle que nous l 'avons définie à la section 3.3). Il s 'agi t néanmoins dans les deux cas 

2fr 



d ' u n e p reuve élémentaire, i.e. qui peu t ê t re développée en t an t que preuve formelle à l ' intérieur 
de la théor ie du premier ordre des anneaux locaux. 

Le théo rème 1.1 de [2], qui est un théorèmie de logique (une var iante du théorème 
d 'é l iminat ion des coupures), nous pe rme t de t rans former t o u t e preuve d ' u n fait t = 0 dans 
la théor ie formelle d u premier o rdre des anneaux locaux en u n e preuve p a r s imple évaluation 
dynamique . Ainsi, nous avons mis à jour u n contenu a lgor i thmique caché pou r la preuve clas-
sique abs t r a i t e que nous avons donnée du théorème 3, m ê m e si nous prenons la première ou la 
deuxième preuve du l emme d e la l iber té locale (qui n e sont pas ent ièrement construct ives) . 

Pour ne pas faire appel à ce théorème de logique, nous donnons dans la section 4.1, le moyen 
de récupérer d i rec tement la p reuve l emme de la l iber té locale comme preuve pa r évaluation 
dynamique lorsque nous util isons la deuxième preuve. Pour cela il nous f a u t in t roduire en t an t 
que tels les prédica ts d ' inversibil i té et de non inversibilité qui f igurent expl ic i tement dans les 
deux premières preuves du l emme de la l iber té locale. 

4 . 1 A n n e a u a v e c i d é a l e t p r é i n v e r s i b l e s : d é f i n i t i o n d e s s t r u c t u r e s 

Not re premier t ravai l consiste ici à décrire u n anneau muni d ' u n monoïde et d ' u n idéal, comme 
première approche d ' u n anneau local avec ses inversibles et son idéal maximal . 

La s t r uc tu r e d ' a n n e a u ( commuta t i f ) avec idéal et préinversibles est la s t ruc tu re d ' anneau 
commuta t i f , basée sur ( 1 , 0 , + , — , x ) , où on r a j o u t e deux prédica ts : Un i t (x ) pour dire "x est 
préinversible" (i.e. x est inversible modulo l ' idéal) , et Rnu l (x ) pou r dire "x est dans l ' idéal 
(c.-à-d. résiduellement nul )" . Nous avons dé jà les trois axiomes A ( l ) , A(2) , A(3) et nous 
r a j o u t o n s le sys tème d 'axiomes suivant . 

x = 0 h Rnul (x) A I ( 1) 
(Rnul (x) , Rnul (y) ) h Rnul (x + y) A I ( 2 ) 

Rnul (x) I- Rnul (xy) A I ( 3 ) 
Rnul (x 2 ) h Rnul (x) A I ( 4 ) 

h U n i t ( l ) A U ( 1) 
(Uni t (x ) , Rnul (y) ) h Uni t (x + y) AU(2) 
(Uni t (x ) , Uni t (y) ) h Unit(xî / ) AU(3) 

Uni t (xy) I- Un i t (x ) AU(4 ) 
(Uni t (x ) , xy = 0) h y = 0 AU(5) 

(Uni t (x ) , Rnul(xj / ) h Rnul(y) AU(6) 

Nous considérons une s t ruc tu re d ' a n n e a u avec idéal et préinversibles comme une s t ruc ture 
dynamique , une s t ruc tu re "où on calcule" et pour laquelle on n 'ut i l ise que les trois prédicats 
"x = 0" , Rnu l (x ) et Un i t (x ) à l 'exclusion de tous autres prédicats plus compliqués. Rappelons 
que l 'égali té t = t ' e s t e l le-même considérée s implement comme une a u t r e écr i ture pou r t—t' = 0. 

Se donner une présen ta t ion d ' anneau avec idéal et préinversibles, c 'est donner un ensemble 
G de "généra teurs" et un ensemble R de "relat ions" qui sont tou tes de la forme t = 0 ou de 
la fo rme Un i t ( f ) ou de la fo rme Rnul ( i ) avec t un élément de 7L[G]. Le b u t du calcul est de 
construi re des t e rmes t ' t e l s que t ' = 0 ou tels que Rnul ( f ' ) ou tels que Uni t ( f ' ) . Pour simplifier, 
nous considérerons que la présenta t ion est donnée pa r G et pa r trois par t ies de TL\G\, R = q , 
Rvxàt et -RrhuIj qui correspondent aux trois types de relat ions données dans la présenta t ion. 

Notez que les trois fa i ts suivants sont équivalents : 1 = 0, R n u l ( l ) et Uni t (0) . Dans ce cas, 
pour t o u t t e r m e t les fai ts t = 0, Un i t ( f ) et Rnul ( i ) sont prouvables. 
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Récapi tu lons : nous définissons la s t ruc tu re d ' a n n e a u avec idéal et préinversibles, comme 
une s t r uc tu r e basée sur (1 ,0 , -f-, —, x , Rnul , Uni t ) , et soumise a u x axiomes A ( l ) , . . . , i4(3), 
A I ( 1 ) , . . . , A I ( 4 ) , A U ( 1 ) , . . . , AU(6) . Un anneau d y n a m i q u e avec idéal et préinversibles est 
donné pa r une présenta t ion (G; -ft=oj^Rnui, ^Unit) où R=o, -ftRnui et Rvuit sont trois par t ies de 

7L[G\-
Le lecteur p o u r r a p ro tes te r et dire que nous n 'avons p a s mis exac tement les axiomes corre-

spondan t à la s t ruc tu re . -Nous demandons en effet que l ' idéal soit radical , et pa r ailleurs nous ne 
donnons aucun ax iome pour garan t i r que les préinversibles peuvent ê t r e inversés modulo l 'idéal. 
Disons que ce n ' é t a i t pas là no t re b u t . Nous décrivons en fai t u n e b o n n e s t ruc tu re intermédiaire 
pou r arriver à la s t ruc tu re d ' a n n e a u local avec son idéal max ima l et ses inversibles. 

En fai t n o t r e s t r uc tu r e "pauvre" est in téressante pa rce qu'el le contient suff isamment 
d 'axiomes sans toutefois compor te r aucun axiome avec 3 ni aucun axiome avec V. Cela permet 
de démont re r faci lement quels sont les fa i ts prouvables p o u r une s t ruc tu re dynamique donnée. 

Nous in t roduisons ma in t enan t la s t ruc tu re dynamique d ' a n n e a u local avec idéal maximal et 
inversibles. C 'es t la s t ruc tu re d ' a n n e a u avec idéal et préinversibles qu 'on évalue dynamiquement 
en considérant les trois axiomes supplémenta i res suivants : 

Uni t (a;) I- 3 u u x = l AL M 1(1) 
h (Uni t (x ) V Rnu l (x ) ) A L M 1(2) 

x + y = 1 h (Uni t (x ) V Uni t (y) ) A L M I ( 3 ) 

R e m a r q u e 4 . 1 E n fai t le dernier axiome résul te faci lement des précédents : si on a Rnul (x) , 
puisque on a U n i t ( l ) on en dédui t U n i t ( l — x). 

La lectrice n ' a u r a pas de mal à se ponvaincre que les axiomes de la s t ruc tu re d ' anneau local 
avec idéal max ima l et inversibles sont exac tement ceux qui caractér isent les anneaux locaux 
à corps résiduel discret avec des prédicats spécifiant les éléments de l ' idéal max ima l et les 
inversibles. 

E n fai t , on aura i t pu , de manière plus naturel le , in t rodui re la s t ruc tu re d ' a n n e a u local avec 
idéal max ima l et inversibles en donnan t seulement cinq axiomes qui t raduisen t la définition 
des é léments inversibles, des éléments non inversibles et l 'axiome des anneaux locaux. Sans 
in t rodui re les axiomes A I ni les axiomes A U on aura i t s implement pris les trois axiomes A L M I 
ci-dessus et les deux suivants : 

xy = 1 h Uni t (x ) A L M I ( l b i s ) 
(Uni t (x ) , Rnul (x ) ) h 1 = 0 A L M I ( 2 b i s ) 

4 . 2 F a i t s p r o u v a b l e s e t i n t e r p r é t a t i o n d u p r i n c i p e l o c a l - g l o b a l a b -

s t r a i t 

P r o p o s i t i o n 4 . 2 Soit (G; R=o,RRaui,Rvmt) un anneau avec idéal et préinversibles, dynamique, 
et t G 2Z[G]. Soit X = 0 l ' idéal de 7L[G] engendré p a r R=o, J r ^ l ' idéal de 7L[G] engendré pa r 
^Rnul e t Afunit le monoïde multiplicatif de TL\G\ engendré p a r i?unit-
Alors : 

• t = 0 est prouvable s i et seulement s i on a dans Z [ G ] une égalité du type 

(u + j ) t + i = 0 

avec u e Alunit, j G JRnui, et i € 1 = 0 . 
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• Rnul(tf) est prouvable si et seulement si on a dans TL[G\ une égalité du type 

u t n + j + i = 0 

avec n € IN, u 6 M \ j m t , j € ÏRmù et i € 2=o-

• Un i t ( i ) est prouvable s i et seulement si on a dans 7L[G\ une égalité du type 

u + j + a t + i = z 0 

avec u € Alunit , j € JrduI, a € et i € 2= 0 . 

Un corollaire immédia t est le suivant (dans la lignée d u théorème 1.1 de [2] : on peu t 
t ou jou r s r a j o u t e r des nouveaux prédica ts à condit ion de les soume t t r e à des axiomes "logiques" 
ra isonnables) . 

C o r o l l a i r e 4 . 3 Si un anneau dynamique (G; R=o) est vu comme un anneau avec idéal et 
préinversibles dynamique (G) i?=o, 0), les f a i t s prouvables t = 0 sont les mêmes pour les 
deux s t ruc tures dynamiques. 

Un au t r e corollaire r emarquab le et immédia t est le suivant . 

C o r o l l a i r e 4 . 4 D a n s un anneau dynamique avec idéal et préinversibles : 
a) un f a i t Un i t ( i ) est prouvable si et seulement si la relation Rnul ( i ) ( ra joutée dans la 
p résen ta t ion) rend prouvable 1 = 0, 
b) un f a i t Rnul ( t ) est prouvable si et seulement si la relation Unit(tf) ( rajoutée dans la 
p résen ta t ion) rend prouvable 1 = 0. 

P r e u v e d e l a p r o p o s i t i o n On voit facilement que les condit ions sont suffisantes. 
Pour voir qu'elles sont nécessaires, il suffit de vérifier que les é léments de R = 0 , -RrhuI et i?unit 
sont "conformes" et que chaque axiome p rodu i t des éléments "conformes" à pa r t i r d 'é léments 
"conformes". La p lupa r t des calculs ne présentent aucune difficulté. Nous t r a i tons les cas des 
axiomes A I ( 2 ) , AU(2) , AU{6). 

Cas de l 'axiome A I ( 2 ) . On suppose que l 'on a deux fa i ts prouvables "conformes" R n u l ( ^ ) et 
Rnul(<2), c.-à-d. qu 'on a deux égalités dans TL\G\ 

« i * ? + j i + * ' i = 0 
«2*2 + >2 + »2 = 0 

(avec les mêmes conventions que dans l 'énoncé pou r u , j et i) , on en dédui t 

u i u 2 ( h + t 2 ) m + n = u i u 2 ( a t ? + WJ) = ( u a « ) ( u i * r ) + (MX"**!?) = 
u 2 a ( ~ j i ~ »i) + u i b ( - j 2 - i 2 ) = - j 3 ~ «3 

E t le fai t p rouvable Rnul(£i + t 2 ) est donc bien "conforme". 

Cas de l 'axiome AU{2). On suppose qu 'on a deux fa i ts prouvables "conformes" Rnul(tfi) et 
Unit(<2), c.-à-d. deux égalités dans 2L[G] 

u i t ^ + j i + h = 0 
w2 + j2 + a 2 t 2 + i2 = Q 
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d 'où 
u x u 2 + a 2 u l ( t x + t 2 ) + j 3 + i 3 = 0.2uxtx 

on élève à la puissance m , dans chaque m e m b r e on regroupe judicieusement les termes , on 
obt ient 

«4 + 04(^1 + h ) + H + U = a .su x t? = - a h ( j x + »x); = j s + i 5 

Et le fai t p rouvable Unit(<! + t 2 ) est donc bien "conforme". 
Cas de l 'axiome AU(6) . O n suppose qu 'on a deux fa i ts prouvables "conformes" U n i t ( i j ) et 
Rnul(<i<2)> c.-à-d. deux égalités dans 7L[G] 

«1 + i i + a i h + h = 0 
M h h ) " 1 + *a = 0 

Dans la première égalité, on fa i t passer a \ t \ dans le second membre , on élève à la puissance m 
et on regroupe jud iceusement les termes , on obt ient 

«3 + J3 + Î3 = 0 3 C 

puis on mult ipl ie par u2t™, cela donne 

u 4 t 2 + j 4 + i4 = a 3 u 2 ( M 2 ) m = j s + h 

E t le fai t p rouvable R n u l ( ^ ) est donc bien "conforme". 
• 

P r o p o s i t i o n 4 . 5 Soit A = (G\ R=0, RrouIi -Runit) u n anneau avec idéal et préinversibles dy-
namique et t 6 2Z[(?]. 
Si on l 'évalue dynamiquement comme anneau local avec idéal maximal et inversibles, tout f a i t 
prouvé (du type t = 0 ou Rnul(<) ou Unit(tf)^ peut également être prouvé sans recours aux trois 
axiomes supplémentai res A L M I ( 1 , 2 , 3 ) . 

P r e u v e Vues6 la r emarque 4.1 et le corollaire 4.4, il suffit de mon t r e r que l 'ut i l isat ion une fois 
de l 'axiome A L M I ( 1 ) ou de l ' axiome A L M I ( 2 ) ne change pas les fa i t rs prouvés de la forme 
p = 0. Pour A L M I ( 1) c 'est l 'usuel t ruc de Rabinovi tch. 
Voyons A L M I ( 2 ) . On considère u n t e r m e t et on ouvre deux branches , l ' une avec Uni t ( i ) et 
l ' au t re avec Rnul(<). On p a r t de deux égalités dans 7L[G] qui correspondent à la prouvabil i té 
de p = 0 respect ivement dans chacune des deux branches : 

( u i < m + j i ) p + »i = 0 (1) 
(«2 + k ~ *a2)p + i 2 = 0 (2) 

avec u h e Alunit , jh € IrimI, a h € 2Z[G] et i h G 2=o-
On se base sur l ' ident i té (u — s ) x ( q u e l q u e chose) = ( u m — s m ) avec u : = u2 + j 2 et s : = t a 2 . 
En mul t ip l iant (2) pa r "quelque chose", on obt ient 

(u 3 + j 3 - t m a 3 ) p + i 3 = 0 (3) 

On mult ipl ie (1) p a r a 3 , on obt ient : 

( a 3 U l t m + j 4 ) p + i4 = 0 (4) 

6 Accord de genre avec le plus proche cité. 
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On mult ipl ie (3) pa r u l 5 on obt ient 

(u 5 + j 5 - a 3 U l t m ) p + i 5 = 0 (5) 

Enfin on add i t ionne (4) et (5), on obt ient : 

(«5 + j e )p + H = 0 

ce qui est l 'égali té cherchée. • 

Nous voici en é t a t de prouver cons t ruc t ivement u n e nouvelle fo rme concrète , u n peu plus 
sophist iquée que le pr incipe local-global dynamique 1, du pr incipe local-global abs t ra i t 1. Ce t t e 
fois-ci, les inversibles sont pris en compte . 

P r i n c i p e l o c a l - g l o b a l d y n a m i q u e 2 Soit A = (G; 0 , 0 , 0 ) un anneau avec idéal et 
préinversibles dynamique (avec /?Rnuj et i?unit vides) et t E 7L[G]. Alors on a : 

— (recollement dynamique des égalités, deuxième version) 
P o u r prouver un f a i t t = 0 dans un anneau, vous pouvez aussi bien f a i r e comme si l ' anneau 
était local, en ut i l isant les prédicats d ' inversibil i té et non inversibilité. 
De manière plus formel le : un f a i t du type t = 0 est prouvable dans la s t ruc ture d ' anneau local 
dynamique avec idéal maximal et inversibles si et seulement s i il est prouvable dans A comme 
anneau dynamique. 

— (recollement d y n a m i q u e des inversibles) Un f a i t du type Uni t ( f ) est prouvable dans la s truc-
ture d ' anneau local dynamique avec idéal maximal et inversibles s i et seulement s i t est inversible 
dans A comme anneau dynamique, i.e., s ' i l existe un u E 2Z[G] avec tu = 1 prouvable. 
De manière moins formel le : P o u r prouver un f a i t "t est inversible" dans un anneau, vous 
pouvez aussi bien f a i r e comme s i l ' anneau était local, en uti l isant les prédica ts d ' inversibil i té et 
non inversibilité. 

— (une caractér isa t ion dynamique des n i lpotents) 
Un f a i t du type Rnul(£) est prouvable dans la s t ructure d ' anneau local dynamique avec idéal 
maximal et inversibles si et seulement si t est nilpotent dans A comme anneau dynamique, i.e., 
s ' i l existe un en t ie r na ture l m avec t m = 0 prouvable. 

P r e u v e Cela résul te de la proposi t ion 4.5 et de la caractér isat ion donnée dans la proposit ion 
4.2. • 

R e m a r q u e 4 . 6 C o m m e conséquence du recollement dynamique des égalités dans le théorème 
précédent , si (G; R = 0 ) est un anneau local dynamique , t ou t fai t p rouvé en le considérant comme 
un anneau local avec idéal max imal et inversibles p e u t ê t re p rouvé dans la s t r uc tu r e d ' anneau 
local (on peu t tou jours r a j o u t e r des nouveaux prédica ts à condit ion de les soumet t r e à des 
axiomes "logiques" ra isonnables) . 

4 . 3 R é c a p i t u l o n s 

On récapi tu le sur la re lecture const ruct ive dynamique de la p reuve du théorème 3. Un aspect 
un peu dé rou tan t est que, une fois qu 'on dispose des prédica ts d ' inversibil i té et non inversibilité 
pour un anneau local, c.-à-d. en fait des prédicats d 'égal i té à zéro et de non égalité à zéro dans 
le corps résiduel, la théorie de la dimension des espaces vectoriels sur les corps, vue comme 
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théor ie du r ang des matr ices , et nécessaire pou r la première preuve du lemme de la l iberté 
locale7 , n 'es t pas si s imple à formuler et à prouver dynamiquemen t sans recours aux prédicats 
de dépendance linéaire et d ' i ndépendance linéaire. Il nous f au t in t rodui re des disjonctions de 
conjonct ions : u n mineur d 'o rd re k non nul et tous les mineurs d 'o rd re k + 1 nuls... Cela 
d e m a n d e donc u n travai l qui est faisable, mais qu 'on ne p r e n d r a pas la peine de faire ici. 
P a r contre , t ou jou r s pou r le l emme de la l iber té locale, la deuxième preuve que nous avons 
donnée se Ut t rès aisément comme une preuve pa r évaluat ion d y n a m i q u e pou r la s t ruc tu re 
anneau local avec inversibles et idéal maximal . Ceci, joint à la preuve du pr incipe local-global 
dynamique 2 fourni t une preuve const ruct ive du théorème 3, et pa r exemple construi t les 
identi tés algébriques recherchées dans le cas générique. 
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