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Abstract . On prosose de montrer que le groupe des classes au sens 
restreint de certains corps quadratiques réels k capitule entièrement dans 
une sous-extension stricte du corps de Hilbert au sens restreint de k. 

1. R é s u l t a t p r i n c i p a l 

Soient k un corps de nombres et cl£ le groupe des classes de k au sens 
restreint. Par le théorème de l'idéal principal, on sait que capitule 
entièrement dans k x , le corps de Hilbert au sens restreint de k. 
On montre ici le résultat suivant : 

T h é o r è m e 1.1. Soit k un corps quadratique réel, dont la norme de l 'unité 
fondamentale est 1. Si la 2-partie de est (2,2), alors capitule dans 
une sous-extension stricte de k^ . 

R e m a r q u e 1.2. E suffit de montrer que la 2-partie cl£(2) de cl£ capitule 
dans une extension quadratique de k. 

2. Q u e l q u e s r a p p e l s 

2.1. Le g r o u p e Le groupe des classes au sens restreint est par définition 

a k p+> 

où /fc est le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de k, et où P ^ est le 
sous-groupe de I k des idéaux principaux totalement positifs, c'est à dire si 
(a) € P £ , a Ç. k*, alors tous les plongements réels de a sont positifs. 
On sait alors que le groupe cl£ est isomorphe au groupe de Galois Gal (kf /k ) , 
ceci par l 'application d'Artin, où est l'extension abélienne maximale de 
k non ramifiée aux p l aces finies. 
Si clk désigne le groupe des classes de k, on a la formule suivante : 

on 
W W l - I « W j ^ , 

où r i est le nombre de places réelles de k, E k est le groupe des unités de k, 
et E ^ le sous-groupe des unités de k, totalement positives. 
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2.2. U n p e u d e t h é o r i e d e s g e n r e s . Soit k un corps quadratique réel, 
tel que 2) = (2,2). 
Nous allons montrer que k f ( 2 ) / Q est abélienne. 
Tout d 'abord, il est clair que k f ( 2 ) / Q est galoisienne, ceci par maximalité 
de k f ( 2 ) / k . Notons alors M le corps des genres relatif à k x ( 2 ) / Q , c'est à 
dire, M / Q est l'extension abélienne maximale de Q contenue dans 
En particulier, M contient k. 
On a la suite exacte (cf. [6]) : 

(2) 1 — • - • ® I v (k /Q) - > Gal (M/Q) — • 1, 

où E q H JV/./Q sont les unités de Q, positives, normes locales partout dans 
k/Q, et où I v (k /Q) est le groupe d'inertie dans k / Q pour une place v de Q. 

Notons que Gai (k/Q) = (r) agit trivialement sur Ga l (M/k) (car M / Q est 
abélienne) ; par maximalité de M , Ga l (M/k) est le plus grand quotient de 
cl£(2) sur lequel Gal(k/Q) agit trivialement. Ainsi 

(3) = = f i = < < 2 > -

Il vient alors : 
• M = k f (2 ) . 
• L'existence de trois places exactement qui se ramifient dans k /Q. 

Pour toute la suite pi désignera un nombre premier congru à 1 modulo 4, et 
qi un nombre premier congru à 3 modulo 4. 
Ainsi, pour que k = Q(\ /d) vérifie les conditions du théorème 1.1, il faut 
que d soit de la forme : 

P1Q2Q3, Pi?2, 2piq2, ou 2q2q3-

Une conséquence de ceci est que Gal (M/Q) = (2,2,2). 
On a donc la proposition suivante : 

P r o p o s i t i o n 2.1. Soit k / Q une extension quadratique réelle dont la norme 
de l 'unité fondamentale est 1. Supposons quecl^(2) = (2,2). Alors l'extension 
k f ( 2 ) / Q est (2,2,2). P a r conséquent, les trois sur-extensions quadratiques 
de k contenues dans k f (2 ) sont des extensions bi-quadratiques de Q. Deux 
de ces corps bi-quadratiques sont imaginaires, le troisième est réel. 

R e m a r q u e 2.2. On peut noter que pour k = Q{Vd), avec d = pip2ps, ou 
bien d = 2pip2 , on a d2clk = 2, et dans ce cas, soit la norme de l 'unité 
fondamentale est -1, soit d i d ^ > 1. 

2.3. Q u e l q u e s c o n d i t i o n s a f in q u e cl£(2) = (2,2). On est amené à mon-
trer que le rang d'une certaine matrice (vue multiplicativement) est 2 (cf. 
[!])• 
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Pour a un nombre premier, (., .)Q désignera le symbole de Hilbert, et le 
symbole de Legendre. 

2.3.1. Cas où d = p\q2q$. On a cl£(2) = (2,2) si et seulement si le rang de 
la matrice suivante est égal à 2 (notation multiplicative) : 

(Pl ,d) p i (q2 ,d)p i M p i \ / ( g ) ( g ) 1 N 

(Pud) (q2,d) (93)d) ~ _ _ (31) (3L) _ 1 
fe,^:, { \ « > ! j 

Ainsi, c # ( 2 ) = (2,2) si et seulement si = - 1 ou = - 1 . 

2.4. C a s o ù d = p\q 2 . On obtient la matrice suivante : 

' œ M i ^ 

œ - ( s ) - 1 

\ 1 1 i / 

Ainsi, (2) = (2,2) si et seulement si = - 1 ou = - 1 . 

2.5. C a s o ù d = 2qxa, a p r e m i e r c o n g r u à 1 o u 3 m o d u l o 4. On 
obtient la matrice : 

( ( i ) ( ? ) x te) \ 

œ - w - 1 

V 1 1 1 / 

En particulier, pour a = p2 , si = —1 ou bien si = —1, alors 

d + ( 2) = (2,2). 

3. Le n o y a u d e c a p i t u l a t i o n 

Soit K / k une extension galoisienne non ramifiée aux places finies ; G = 
Ga l (K/k ) . 
Nous noterons 7 l'ensemble des places réelles de k qui se complexifient dans 
K / k (i.e 7 est l'ensemble des places archimédiennes de k qui ont un groupe de 
décomposition non trivial dans K / k ) , puis J^ /k Ie noyau de capitulation de 
cl~l dans cZ£, plus précisément Jx/k = ker (cl£ -» l 'homomorphisme 
étant l'inclusion. 
Soit E l le sous-groupe de constitué des unités de k qui sont positives en 
dehors de 7. Considérons alors l'application $ suivante : 

ItI 
$ - .EPJE+ I ] M 7 R * + 

t=1 
X (<Ti(x))i 
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où les cr, sont les plongements associés aux places de fc qui se complexifient 
dans K / k . 

Enfin notons T la co-image de 

On a la suite exacte (cf. [6]) : 
(4) i - > r — • j K / k — • h H g , e + ) — • i . 

On en déduit la proposition suivante : 

P r o p o s i t i o n 3.1. Soit k un corps quadratique réel. 
Si K / k est quadratique imaginaire (K est totalement imaginaire, et [K : 
fc] = 2), et si de plus l 'unité fondamentale de k est totalement positive, alors 

(5) \JK(k\ = \Ek : N K / k E K } . 

Si K / k est quadratique réel (K est réel, et [K : k] = 2), alors 

(6) \JK/k\ = 2 x [E+ : N K / k E + } . 

Preuve 
L'extension K / k étant cyclique, on a [4] : 

Ml v [ 
2bï (7) \ H H G , E + ) \ = \ H ° ( G , E + ) \ x [ ^ l f i - . 

Ainsi il vient avec (4) : 

M I , . \ H ° ( G , E + ) \ x [ K : k ] x \ r \ 
l 8 ) \JK/k\ = gW 

Il suffit ensuite de remarquer les deux points suivants : 
22 

• Si K / k est imaginaire, alors |7| = 2, | r | = ^ = 2 (car l 'unité fon-
[Ek : E k ] 

damentale de fc est totalement positive), et \H°{G,E+)\ = [Ek : N K / k E K ] 
(K étant imaginaire, E ^ = Ek) -• Si K / k est réel, alors 7 = 0, | r j = 1, et \H°{G, E+)\ = [E+ : N K / k E + ) . • 

4. Un r a p p e l d e t h é o r i e d e s g r o u p e s 

On peut trouver ce résultat dans [2] ou [5]. 

P r o p o s i t i o n 4.1. Soit G un 2-groupe fini, tel que G a b = (2,2). Alors G est 
l'un des groupes suivants : le groupe abélien (2,2), le groupe dihedral D n , le 
groupe semi-dihedral S n ou le groupe quaternonien Qw 
Notons Hi, i = 1,2,3, les trois sous-groupes distingués de G d'indice 2. 

Alors G = (2,2) si et seulement si le noyau de transfert de G a b dans deux des 
trois groupes H f b est d'ordre 4• Dans ce cas, l'ordre du noyau de transfert 
de G a b dans le troisième groupe abélianisé H f b est nécessairement 4-
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5. Un r a p p e l d ' u n r é s u l t a t d e K u b o d a [3] 

Pour une extension quadratique N/Q, si e est une unité de k de norme 1, 
on définit l'entier SE par 

1. Se = 1, si e = 1. _ 
2. SE = - d , si £ = - 1 , et N = Q(Vd^_d > 0 ou d < 0. 
3. Se = 2, si e = V = ï , et N = Q ( \ / - l ) . 
4. ôe = 3, si e = — Ç étant une racine primitive cubique de 1 ; Sç = 1. 

(ici N = Q(>/=3)) 
5. Si £ n'est pas une racine de l'unité, ôs est tel que e + l / e + 2 G ^ Q 2 . 

Pour k quadratique réel, on définit Sk = 5e, où e est l 'unité fondamentale de 
k lorsque celle-ci est de norme 1. Dans ce cas particulier, on a 4 ^ 1, d. 
A noter aussi que ôk divise Disc(k). 
Dans le cas où la norme de l 'unité fondamentale de A; est -1, on définit ôk 
comme étant égal à Se2. 

On notera Sk et les quantités suivantes : 

(9) S k = e + l / e + 2, 

(10) Tk = e + l / e - 2 , 

lorsque e sera l 'unité fondamentale de k de norme 1 (sinon, on prend e2) . 
On peut remarquer que Sk € ^ Q 2 . 
On a la proposition suivante : 

P r o p o s i t i o n 5.1. Si k = Q(Vd), Tk € d ô k & . 

Preuve 
Comme e est de norme 1, par le théorème 90 de Hilbert, il existe a € k, tel 
que e = a / a r , où Gal(k/Q) = ( t ) . A noter que Se = N k / q [ a ) . 
Ainsi 

(11) Tk = ( a - a T ) 2 / ( N k / q ( a ) ) € d ô k ( f . 

• 

Pour k quadratique imaginaire, on définit ôk = ô£, où £ est une racine prim-
itive de l 'unité contenue dans k. 

On a la proposition suivante (cf. [3]) : 

P r o p o s i t i o n 5.2. Soient L une extension bi-quadratique de Q, A;j les trois 
sous-corps quadratiques, £j des unités des corps k{ de norme 1, et Si les 
entiers attachés à ces unités. 
Alors JIj. £a i G L2 si et seulement si f i i tf' € L2-
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6. D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 

6.1. S i t u a t i o n . Soit k = Q(Vd) un corps quadratique réel satisfaisant 
cl£(2) = (2,2), et dont la norme de l 'unité fondamentale est 1. 
Notons £k l 'unité fondamentale de k. 

Soient F le 2-corps de Hilbert de k, et L une des deux sur-extension quadra-
tique imaginaire de k ; k f = F L . Nous noterons L* la seconde extension 
quadratique imaginaire de k. 

On distingue 2 cas : le cas où \f—\ est ni dans L, ni dans L* (cas I), et le 
cas où L (ou L*) contient y/—ï (cas II). 

6.1.1. Cas I. On sait que l'unité fondamentale de L (et de L*) est ek , ou 
y/—£k (cf- [3]). Si l 'unité fondamentale de L est ek , alors d'après la propo-
sition 3.1, \Ji/k\ = 4. Sinon, L contient y/—£ki e t ainsi L = k(y/—ek). Par 
conséquent, l 'unité fondamentale de L* est nécessairement £k , et | — 4. 

6.1.2. Cas II. Supposons que L contient \ f - ï ; L — Q(\/—1, \/—pîq2). 
On sait alors que l 'unité fondamentale de L est ou bien y/ \ f—îe k (cf. 
[3]). Si c'est £fc, alors \JL/k\ = 4. 

Montrons que si l 'unité fondamentale de L est \ J \ f—\£ k , alors l 'unité fon-
damentale de L* est ek : 
Dans L, notons k\ = Q{y/-piq 2 ) , et k2 = Q t x / ^ ) . On a Sk 1 = p\q2 , et 
ôh2 = 2 (cf. §5). Comme \J \ f—ï£ k est l 'unité fondamentale de L, il vient que 
Skôk2 est un carré dans L, ainsi nécessairement 5k = 2 ou 2piq2 (proposition 
5.2). 

Regardons ensuite dans L* : Notons — Q(- \ / -pi ) , k± = Q{\/—q2). Alors 
h 3 — Pi et ôk4 — q2. Ainsi n'est pas un carré dans L*, donc —£k 

n'est pas un carré dans L*. Par conséquent ek est l 'unité fondamentale de 
L*. 

7. E t u d e d ' u n c a s p a r t i c u l i e r 

Reprenons le cas où k = Qi^p ïqçm) , ( j ^ ) = - 1 . 
Dans cette partie on notera ki = Q ^ p ï ) , k2 = Q(y/q2Qz), £1, £2, £fc 
les unités fondamentales de k\, de k2 et de k. F désignera le corps bi-
quadratique kyk2, c'est à dire F est le 2-corps de Hilbert de k. 

On propose de montrer que le théorème 1.1, permet de donner des renseigne-
ments sur le signe des plongements de certaines unités de F . 

On notera ai les quatres plongements de F définis par : 
i) o\ est le plongement identité de F , 
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ii) Cl(\ /PÏ) = ~y/PÏ, et o 2 { y / M ï ) = v/9293' 
iii) eziy/PÎ) - ~y/pïi et ^ ( y / ç m ) = 
iv) ^ ( y / p î ) = v^T, et = - V » . 

On posera X = Q(V
/ =Ç2, V ~ P m ) , et L* = Q f v S f t , \Z~Pm)-

On a le lemme suivant : 

L e m m e 7.1. 

4 ( w ) = ( » ) = - 1 ' o b n y / ë i i e F . 
8 ) S i {pr) = - 1 ( s ) = a Z o r s e i * = >/=PÎffl). 

Preuve 
Notons = Q W ^ ) et k4 = QCV-PÏ^â)- Alors = 12 et Sk i = pxq3 . 
De ( g ) = - 1 , on a 

(12) = ( p m , d ) P ï = = - 1 , 

ainsi, 5k est égal soit à Ç3, soit à piÇ2> soit à Ç2<73- On peut alors remarquer 
que SkS%

k363
k n'est pas un carré dans L, ainsi y/—£k n'est pas dans L. 

1) Si de plus, = — 1, alors ôk = ?2<Z3, c'est donc un carré dans F . Ainsi, 

2) Si [ ^ j — 1, alors ôk = 93 ou piq2 . On voit alors que —ek est un carré 
dans L*, ainsi y/—£k € L*. • 

7.1. S u p p o s o n s : ( j ^ j = = ~ D ' a p r è s le lemme précédent, e est 
l 'unité fondamentale de L et de L*. Alors \ J i / k \ = \Ji*/k\ = 4. Dans ce cas, 
\Jp/k\ — 4, ceci d'après la proposition 4.1. 
De plus, notons que : 

(13) Np/kieiy/ëk) = JVjb! /q (ei ) -ATjfc/Q ( Vë*) = - ( - £ * ) = £fc» 

où e\ est l 'unité fondamentale de Q&y/pï), de norme égale donc à —1. 
Il vient ainsi le corollaire suivant : 

C o r o l l a i r e 7.2. Supposons ( j ^ f j = ( j ^ j ~ notons ek et £\ les 
unités fondamentales de k = Q(\/Pi92Ç3) et de k\ = Q ^ p î ) . Alors l 'unité 
Eiy/Ëk vue dans le compositum des 2 corps quadratiques, n'est pas totalement 
positive. 

Nous allons donner deux preuves de ce résultat. 
Preuve I 
Rappelons que si clk(2) = (2), alors E k = N F j k E F (cf. [5], [6]). En partic-
ulier, ek est norme d'unité dans l'extension F / k . 
De \Jp/k\ = 4, on a [Ek : N p / k E p ] = 2 (proposition 3.1). Ainsi il vient que 
ek n'est pas norme dans F j k d 'une unité de de F totalement positive. 
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Preuve II 
On rappelle que 6k = 9293. D'après la proposition 5.1, \/3k = a a/92 <73 et 
V n = b, /pï , a, 6 € Q. 
D'autre part , on connait y/ej^ (cf. [3]) : 

(14) 

Ainsi cr2(\/5jt + -\/3\) est positif, et <t2(£i) est négatif, car e\ est de norme 
-1. 
Donc <72(61 y/ik) est négatif. 

7.2. S u p p o s o n s : ( g ) = " ^ ( p t ) = D ' a P r è s l e l e m m e 7.1, y ^ i l t e 
L*, où L* = Q(\/"~93> x / 1 1 ^ ) - Ainsi |Jjr . / f c | = 2, et | J L / k \ = 4. 
Par la proposition 5.2, on a donc nécessairement \ Jp/ k \ = 2. 

Avant de poursuivre, notons le lemme suivant : 

L e m m e 7.3. Si ( j j^ j = 1, alors ôk = piq2 , et ôk2 = q2-

& ^ _ a i o r s sk = Sk2 = q3. 
Dans ces deux cas, y/eke2 € F . 

On peut alors remarquer que 

(15) N p / k ( y / ^ ) 2 = N k 2 / q ( e 2 ) N F / k ( £ k ) = e\ . 

Ainsi, 

(16) £k = N F / k (y / i^£ ; ) , 

ou bien 

(17) efc = N F / k ( e ly/ëkëi). 

On a alors le corollaire suivant : 

C o r o l l a i r e 7.4. Si = 1, alors ek = Np/k(e\y/£k£2) , et £\y/£k£2 est 
totalement positive. 

Si ( ^ j = —1, alors ek = N F / k (y/£ k £ k 2 ) , et y/£k£k2 est totalement positive. 

Preuve Nous allons montrer uniquement le premier point. 
Supposons que = ^ a i o r s d'après le lemme 7.4 et la proposition 5.1, 
on a 

y/ëi = l/2(\/S îfc + y/Tk) 
= a^/pïqï + byjcfr 

et 
y/êi = 1 / 2 ( ^ 5 ^ + ^ ) 

= a! y/02 + b'y/qï 
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où a, b, a ' , b' sont dans Q. 
Il vient alors, 

= 1 /4(V5fc + V ^ y / T T , + + V ^ y ^ Û 
= aa'q2y/pï + a b ' y / p ^ q s + ba'y/qïqï + bb'q3. 

Ainsi 
< r 2 ( V ^ ) = l / 4 ( y ^ S r 2 ( V T k - y f â ) + ^ / W 2 ( V T k - y / 3 ^ ) . 
^ s ( V ^ ) = 1 K V S ' k i V T l , - VST2) + V T k ( ^ T \ 2 - y/ST2)). 
< T 4 ( V ^ ) = 1 / 4 ( ^ / 3 * - y / Î Q ) . 
On peut alors noter que o2{y/£2£k) et azi^/ëâëk) sont négatifs, ainsi ek = 

Il apparait alors que les quatre plongements de eiy/eïëk sont 
positifs. • 

R e m a r q u e 7.5. On peut également montrer le corollaire 7.3 sur le modèle 
de la preuve I du corollaire 7.2. 
En effet, puisque \ J i / k \ = 2, d'après la proposition 3.1, [E£ : N F j k E p ] = 1. 
Ainsi ek est norme d'unité positive. Il suffit ensuite de remarquer que £k ne 
peut être norme, dans F / k , que de £i^/£k£2 de ^/£k£2-

7.3. I l l u s t r a t i o n s . Nous allons donner deux exemples qui illustrent le corol-
laire 7.3. 

7.3.1. Premier exemple. Prenons k = Q(y/5 * 19 * 23), ki = Q(\ /5) , k2 = 
0 ( ^ 1 9 7 2 3 ) (pi = 5, q2 = 23, et q3 = 19). 
L'unité fondamentale de k est 

ek = 2447977239109027 + 107029473520104(1 + V5 * 19 * 23)/2. 

On a 

(18) y/ëH = 3297886V5 * 23 + 8113491^19. 

L'unité fondamentale de k2 est 

(19) e2 = 10 + (1 + %/l9 * 23)/2, 

et 

(20) Vë2 = + 

On a donc 

y / ë j ^ = J(154156329+75851378v /5+8113491v /19 * 23+3297886V5 * 19 * 23). 

On note alors que 

(21) NF/k{£\y/£k£2) = £k . 
Ainsi, d'après le corollaire 7.3, £\y/£k£2 est totalement positive. 
Voici les quatres plongements de cette unité : 

i) <ri(eiVëfcëi) ~ 847628209.995 
ii) o s i e i V ^ ë i ) « 0.0000000647 

iii) o 3 (£ iVë ïê i ) « 15452508.395 
iv) <r4(eiVêïëi) « 0.00000000808 
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7.3.2. Second exemple. On prend Q(-\/5 * 7 * 11). 
L'unité fondamentale de k est 

(22) ek = 90947 + 9768 * (1 + \ / 5 * 7 * l l ) / 2 . 

On a 

(23) Vi* = 37^ /577 + 6 6 V Ï Ï . 

L'unité fondamentale de k2 = Q(v/7*11) est 

(24) e2 = 4 + (1 + V 7 * l l ) / 2 , 

et 

(25) + 

On a ainsi 

(26) = ^(726 + 259^5 + 6 6 ^ 7 * 11 + 37V5 * 7 * 11). 

On note alors que 

(27) N F / k ( ^ ë ï ) = ek . 

L'unité y/££2 est donc totalement positive. En voici les quatres plongements 
i) ffi(VëjfcË2) « 1305.140 

ii) M y / ë k ë ï ) « 0.00680 
iii) (T3(y/£k£2) « 146.851 
iv) « 0.000766 
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