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ABSTRACT. On prosose de montrer que le groupe des classes au sens
restreint de certains corps quadratiques réels k capitule entiérement dans
une sous-extension stricte du corps de Hilbert au sens restreint de k.

1. RESULTAT PRINCIPAL

Soient & un corps de nombres et cl,‘cir le groupe des classes de k£ au sens
restreint. Par le théoréme de I'idéal principal, on sait que cl,’: capitule
entierement dans kf’ , le corps de Hilbert au sens restreint de k.

On montre ici le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit k un corps quadratique réel, dont la norme de ['unité
fondamentale est 1. Si la 2-partie de cli est (2,2), alors el capitule dans
une sous-extension stricte de ki

Remarque 1.2. Il suffit de montrer que la 2-partie clf (2) de clff capitule
dans une extension guadratigue de k.

2. QUELQUES RAPPELS
2.1. Le groupe cl,f. Le groupe des classes au sens restreint est par définition

I

+ = K

cd = PF’

ol Iy est le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de &, et ol1 P,;* est le
sous-groupe de I des idéaux principaux totalement positifs, c’est & dire si
(o) € P,j' , a € k%, alors tous les plongements réels de o sont positifs.

On sait alors que le groupe cl; est isomorphe au groupe de Galois Gal(k] /&),
ceci par I'application d’Artin, oli k] est Pextension abélienne maximale de
k non ramifiée aux places finies.

Si cly, désigne le groupe des classes de &, on a la formule suivante :

@ el = et 2
1 i | = g i——=——r
k By : B
ou rq est le nombre de places réelles de &k, Ej est le groupe des unités de k,
et E,j' le sous-groupe des unités de k, totalement positives.

Date: 11 juin 1998.
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2.2. Un peu de théorie des genres. Soit & un corps quadratique réel,
tel que cl;f (2) = (2,2).

Nous allons montrer que & (2)/Q est abélienne.

Tout d’abord, il est clair que ki (2)/Q est galoisienne, ceci par maximalité
de ki (2)/k. Notons alors M le corps des genres relatif & k7 (2)/Q, c'est &
dire, M/Q est extension abélienne maximale de Q contenue dans k; (2).
En particulier, M contient k.

On a la suite exacte (cf. [6]) :

E+

) 12
( E§ NNijg

— P L(k/Q — Gal(M/Q) — 1,

v
ol Eaj NN /@ sont les unités de Q, positives, normes locales partout dans
k/Q, et ou I,(k/Q) est le groupe d’inertie dans k/Q pour une place v de Q.

Notons que Gal(k/Q) = (r) agit trivialement sur Gal(M/k) (car M/Q est
abélienne) ; par maximalité de M, Gal(M/k) est le plus grand quotient de
clif (2) sur lequel Gal(k/Q) agit trivialement. Ainsi

df(2)  dif(2) ).

(3) Gal(M/K) = b = ki =

Il vient alors :

o M =k(2).

o L’existence de trois places exactement qui se ramifient dans k£/Q.
Pour toute la suite p; désignera un nombre premier congru & 1 modulo 4, et
g; un nombre premier congru a 3 modulo 4.

Ainsi, pour que k = Q(v/d) vérifie les conditions du théoréme 1.1, il faut
que d soit de la forme :

P192G3, P192, 2p1492, Ou 2¢ags.

Une conséquence de ceci est que Gal(M/Q) = (2,2,2).
On a donc la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit k/Q une extension quadratique réelle dont la norme
de l'unité fondamentale est 1. Supposons que cljf (2) = (2,2). Alors leztension
kF(2)/Q est (2,2,2). Par conséquent, les trois sur-eztensions quadratiques
de k contenues dans ki (2) sont des eztensions bi-quadratiques de Q. Deus
de ces corps bi-quadratiques sont imaginaires, le troisiéme est réel.

Remarque 2.2. On peut noter que pour k = Q(v/d), avec d = pypyps, ou
bien d = 2pipa, on a docly = 2, et dans ce cas, soit la norme de lunité
fondamentale est -1, soit d4cl,:' > 1.

2.3. Quelques conditions afin que /] (2) = (2,2). On est amené & mon-
trer que le rang d’une certaine matrice (vue multiplicativement) est 2 (cf.

[1])-
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Pour a un nombre premier, (.,.), désignera le symbole de Hilbert, et ( i) le
symbole de Legendre. '

2.3.1. Cas ot d = p1g2¢3. On a cl,'é'(?) = (2,2) si et seulement si le rang de
la matrice suivante est égal & 2 (notation multiplicative) :

Dy (0 03D, () (&)
gi:d;ﬁ Egiidgf,'i éiidiii i _(1%> ~(%2 (2) N

Ainsi, ¢} (2) = (2,2) si et seulement si (g—f—) = —1 ou (%) =-1.

2.4. Cas oi1 d = p1q. On obtient la matrice suivante :
2 2
P1 (Pl ) 1
2y (&) —
q2 (:01) 1
1 1 1

Ainsi, ¢/} (2) = (2,2) si et seulement si (gf) = -1 ou (p%) = -1

2.5. Cas out d = 2¢q1a, ¢ premier congru a4 1 ou 3 modulo 4. On
obtient la matrice :

2 & =
(&) -()
g1 q
1 1 1
En particulier, pour a = po, si (%) = —1 ou bien si (1—?2—) = —1, alors

cdif (2) = (2,2).

3. LE NOYAU DE CAPITULATION

Soit K/k une extension galoisienne non ramifiée aux places finies ; G =
Gal(K/k).
Nous noterons <y I’ensemble des places réelles de k qui se complexifient dans
K/k (i.e -y est ensemble des places archimédiennes de k qui ont un groupe de
décomposition non trivial dans K/k), puis Jg/x le noyau de capitulation de
clf dans clf, plus précisément Jg, = ker (cli — clf;), Phomomorphisme
étant 1'inclusion. '
Soit EZ le sous-groupe de Ej constitué des unités de k qui sont positives en
dehors de . Considérons alors I'application ® suivante :

bl

@ El/Ef - [[R/RT
1==1
z —  (oi(z));



4 CH. MAIRE

ol les o; sont les plongements associés aux places de k qui se complexifient
dans K/k.

Enfin notons I la co-image de ®.

On a la suite exacte (cf. [6]) :

(4) 1—T — Jgp — HY(G,Ef) — 1.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit k un corps quadratique réel.
Si K/k est quadratique imaginaire (K est totalement imaginaire, et [K :
k] = 2), et si de plus 'unité fondamentale de k est totalement positive, alors

(5) [Tk /| = [Ek : NgywBr]-
Si K/k est quadratique réel (K est réel, et [K : k] = 2), alors
(6) [Tkl =2 x [Ef : NgEE]
Preuve
L’extension K/k étant cyclique, on a [4] :
K:
@ (G, )| = 1B, B x h

Ainsi il vient avec (4) :

|HO(G, Bf)| x [ : K] [T

(8) lJK/kl = o
11 suffit ensuite de remarquer les deux points suivants :
22
e Si K/k est imaginaire, alors [y| = 2, [['| = ————1 = 2 (car l'unité fon-
[Ex : EJ]

damentale de k est totalement positive), et |H*(G, Ef)| = [Ek : Ng/xEx]
(K étant imaginaire, Ef = Ek).
o Si K/k est réel, alors y = 0, [T| =1, et |[HY(G, Ef)| = [Ef : NgjEf]. O

4. UN RAPPEL DE THEORIE DES GROUPES
On peut trouver ce résultat dans [2] ou [5].

Proposition 4.1. Soit G un 2-groupe fini, tel que G® = (2,2). Alors G est
l'un des groupes suivants : le groupe abélien (2,2), le groupe dihedral D, le
groupe semi-dihedral S,, ou le groupe quaternonien Q.

Notons H;, 1 =1,2,3, les trois sous-groupes distingués de G d’indice 2.

Alors G = (2,2) si et seulement si le noyau de transfert de G dans deuz des
trois groupes Hﬂb est d’ordre 4. Dans ce cas, Uordre du noyau de transfert
de G dans le troisiéme groupe abélianisé H{“’ est nécessairement 4.
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5. UN RAPPEL D’UN RESULTAT DE KUBODA 3]

Pour une extension quadratique N/Q, si € est une unité de k de norme 1,
on définit entier J. par

0. =1,sie=1.

6, =—d,sie=—1,et N=Qd),d>0o0ud<0.

8 =2,sie=+/-1,et N =Q(/~1).

0. = 3, si € = —(, ( étant une racine primitive cubique de 1 ; §; = 1.
(ici N = Q(v-3))

5. Si ¢ n’est pas une racine de 'unité, J; est tel que ¢ + 1/ + 2 € §,Q?.

el ol

Pour & quadratique réel, on définit é; = ., ot ¢ est 'unité fondamentale de
k lorsque celle-ci est de norme 1. Dans ce cas particulier, on a 03 # 1, d.
A noter aussi que 6 divise Disc(k).

Dans le cas ot la norme de l'unité fondamentale de k est -1, on définit J;

comme étant égal 3 4,2.

On notera Sy et T} les quantités suivantes :

(9) Sp=c+1/e+2,

(10) Ty =e+1/e -2,

lorsque ¢ sera 1'unité fondamentale de k de norme 1 (sinon, on prend £?).
On peut remarquer que Sy, € 6, Q2.
On a la proposition suivante :

Proposition 5.1. $i k = Q(Vd), T € d6,Q?.

Preuve
Comme ¢ est de norme 1, par le théoreme 90 de Hilbert, il existe o € k, tel

que € = o/a”, olt Gal(k/Q) = (7). A noter que §; = Ny/p(c).
Ainsi
(11) Tj; = (@ = a")?/(Nijgl) € dop Q.
O

Pour k quadratique imaginaire, on définit ¢ = d., oli € est une racine prim-
itive de I'unité contenue dans k.

On a la proposition suivante (cf. [3]) :

Proposition 5.2. Soient L une extension bi-quadratique de Q, k; les trois
sous-corps quadratiques, €; des unités des corps k; de norme 1, et 6; les
entiers atlachés d ces unités.

Alors [];e% € L? si et seulement si [], 67 € L2
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME

6.1. Situation. Soit k¥ = Q(+/d) un corps quadratique réel satisfaisant
clif (2) = (2,2), et dont la norme de 1'unité fondamentale est 1.
Notons ¢ Punité fondamentale de k.

Soient F' le 2-corps de Hilbert de %, et L une des deux sur-extension quadra-
tique imaginaire de k ; ki = FL. Nous noterons L* la seconde extension
quadratique imaginaire de k.

On distingue 2 cas : le cas olt v/—1 est ni dans L, ni dans L* (cas I), et le
cas ou L (ou L*) contient +/—1 (cas II).

6.1.1. Cas I. On sait que 'unité fondamentale de L (et de L*) est ¢, ou
v—¢k (cf. [3]). Sil'unité fondamentale de L est g, alors d’aprés la propo-
sition 3.1, |J /| = 4. Sinon, L contient \/—¢, et ainsi L = k(y/=¢x). Par
conséquent, I'unité fondamentale de L* est nécessairement ey, et |Jr. /x| = 4.

6.1.2. Cas II. Supposons que L contient v/—1 ; L = Q(v/ —1,+/—p142)-
On sait alors que 'unité fondamentale de L est £ ou bien v/v/—1e (cf.
[3]). Si c’est e, alors [Jy /x| = 4.

Montrons que si l'unité fondamentale de L est v/+/—1ei, alors 'unité fon-
damentale de L* est ¢y, :

Dans L, notons k1 = Q(/=p1g2), et k2 = Q(v/—1). On a &, = pigo, et
Sky = 2 (cf. §5). Comme v/+/—1e est 'unité fondamentale de L, il vient que
k0, est un carré dans L, ainsi nécessairement d; = 2 ou 2p;q2 (proposition
5.2).

Regardons ensuite dans L* : Notons k3 = Q(v/=p1), ks = Q(y/=¢g2). Alors
Oks = p1 et O, = go. Ainsi 0;0} & n'est pas un carré dans L*, donc —ey
n’est pas un carré dans L*. Par conséquent ¢ est I'unité fondamentale de
L*

7. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

Reprenons le cas ot k = Q(1/P142G3), (%ﬁ-) = ~1.
Dans cette partie on notera k1 = Q(,/p1), k2 = Q(/0283), €1, €2, €k
les unités fondamentales de ki, de ko et de k. F' désignera le corps bi-

quadratique ki kp, c’est & dire F' est le 2-corps de Hilbert de k.

On propose de montrer que le théoréme 1.1, permet de donner des renseigne-
ments sur le signe des plongements de certaines unités de F.

On notera o; les quatres plongements de F' définis par :
1) o1 est le plongement identité de F,
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ii) o2(y/P1) = ~/P1, et 02(1/3283) = /3203,
iii) o3(y/P1) = —/P1, et 03(\/q243) = —/4243,
iv) o4(/P1) = /D1, et 04(\/%2q3) = —/q2G3.
On posera L = Q(v/—g2,/=p1g3), et L* = Q(v/~gs3, v/—p1¢2)-

On a le lemme suivant :

Lemme 7.1.
1) 8i (’%) = (g%) = —1, alors \ /e € F.

9) Si (g-) =—1et (g-) =1, alors /=ex € L* = Q(v/=@3, vV=P1D%)-

Preuve
Notons k3 = Q(v/—¢2) et ks = Q(y/~p1g3). Alors 0, = ¢o et dx, = p1gs3.

De (%) =—1,0n a

ainsi, d; est égal soit a g3, soit & p1gs, soit & gz2¢3. On peut alors remarquer
que 6k6}c36i4 n’est pas un carré dans L, ainsi /—&; n’est pas dans L.
1) Si de plus, (g%) = —1, alors 6, = ¢aq3, c’est donc un carré dans F'. Ainsi,

VEr € F.

2) Si (g%) = 1, alors d; = g3 ou pi1ge. On voit alors que —e; est un carré
dans L*, ainsi /—¢; € L*. O

7.1. Supposons : (g%) = g%) = —1. D’apres le lemme précédent, ¢ est

'unité fondamentale de L et de L*. Alors |Jp x| = |Jp» /x| = 4. Dans ce cas,
|JF/k| = 4, ceci d’aprés la proposition 4.1.
De plus, notons que :

(13)  Npplerver) = Ny, ole1) Nijo(ver) = —(—ek) = &k,

ol €1 est Punité fondamentale de Q(,/p1), de norme égale donc & —1.
Il vient ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 7.2. Supposons (g%) = <§%) = —1, et notons e, et g1 les

unités fondamentales de k = Q(/P1q2q3) et de ky = Q(,/p1). Alors lunité
€1+/€ vue dans le compositum des 2 corps quadratiques, n’est pas totalement

positive.

Nous allons donner deux preuves de ce résultat.

Preuve 1

Rappelons que si clk(2) = (2), alors Ey = N/ B (cf. [5], [6]). En partic-
ulier, £ est norme d’unité dans lextension F/k.

De |Jp/;| = 4, on a (Bt NF/kE}'] = 2 (proposition 3.1). Ainsi il vient que
€ n’est pas norme dans F/k d’une unité de de F' totalement positive.
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Preuve I1
On rappelle que 6 = g2g3. D’aprés la proposition 5.1, v/Sk = a./g2q3 et
VT = b\/p1, a,b € Q.

D’autre part, on connait \/zx (cf. [3]) :

(14) Ve = M

Ainsi 09(v/Sk + /1) est positif, et oa(e1) est négatif, car €; est de norme
-1
Donc o9(e14/€k) est négatif.

7.2. Supposons : (g%) = —1,(%) = 1. D’aprés le lemme 7.1, \/—¢; €

L*, ott L* = Q(v/—q3,v/—Pp1g2). Ainsi |Jp. x| =2, et [Jp x| = 4.
Par la proposition 5.2, on a donc nécessairement |Jg /| = 2.

Avant de poursuivre, notons le lemme suivant :

Lemme 7.3. Si (%) =1, alors 6y = p1ge, et 0g, = qo.

St (%) = —1, alors 6k = 0k, = gs.
Dans ces deux cas, \/€xea € F.

On peut alors remarquer que

(15) Np/k(VErE2)” = Niyjg(e2) Ny (ex) = €}
Ainsi,

(16) © er = Npk(y/ErEs),

ou bien

(17) ek = Npyr(e1vEke2).

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 7.4. Si (%) = 1, alors e = Npyi(€1/Ek€2), et €1./EkE2 est

totalement positive.

Si (%) = —1, alors ey = Np/i(, /€kEks), €l \/EkEk, €st totalement positive.

Preuve
Nous allons montrer uniquement le premier point.

Supposons que (%) = 1, alors d’aprés le lemme 7.4 et la proposition 5.1,

on a
ver = 1/2(VSk + Vi)
= a/P1q2 +b/q3

et

V& = 1/2(y/Sk, + /Tiy)
= dyR+VyB
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ou a,b,a’, b’ sont dans Q.
11 vient alors,
VEzEr = 1/4(VSk\/Sky + VBi/ Ty + VTkr/Sky + VT /Tky)
= ad'qa\/p1 + ab'\/P102G3 + ba'\ /2G5 + bb'gs.
Ainsi

o2(v/EzER) = 1/4(v/Sm (VTk = v/35) + v/Tiea (V/Tk ~ V/BR).

03(v/Z28x) = 1/4(VSk(v/Tky = \/Sks) + VIe(v/ Tz = v/ Sk2))-

o4(/E28x) = 1/4(VSk = VI V/Sk2 = Vi)

On peut alors noter que o2(/€26x) et 03(,/E2€x) sont négatifs, ainsi g =
€14/€k€2. 1l apparait alors que les quatre plongements de ¢),/€2¢f sont
positifs. 0
Remarque 7.5. On peut également montrer le corollaire 7.8 sur le modéle
de la prewve I du corollaire 7.2.

En effet, puisque |Jp, /x| = 2, d’aprés la proposition 3.1, [E‘,'c*’ : NF/kE;E] =1.
Ainsi g est norme d’unité positive. Il suffit ensuite de remarquer que ¢ ne
peut étre norme, dans F/k, que de €1,/€x€7 ou de \/ExE3.

7.3. Illustrations. Nous allons donner deux exemples qui illustrent le corol-
laire 7.3.
7.3.1. Premier ezemple. Prenons k = Q(v/5 % 19%23), k1 = Q(v5), ky =
Q(vV19%23) (p; =5, g2 = 23, et g3 = 19).
L’unité fondamentale de k est

£ = 2447977239109027 + 107029473520104(1 + v/'5 % 19 % 23) /2.

On a

(18) VEr = 3297886/5 * 23 + 8113491/19.
L’unité fondamentale de &k, est

(19) g2 = 10+ (1 + V19 % 23)/2,

et

(20) VEz = -;-(\/1—9+\/2—3).

On a donc

VEkE2 = %(154156329-!—75851378\/5—{-8113491v 19 % 234-3297886v/5 * 19 x 23).

On note alors que

(21) Nr/kle1v/Exez) = €.

Ainsi, d’aprés le corollaire 7.3, £1,/€x€2 est totalement positive.
Voici les quatres plongements de cette unité :

i) o1(e1+/E5E3) ~ 847628209.995
i) o2(e1\/ExEz) & 0.0000000647
ili) o3(e1/Ex€2) ~ 15452508.395
iv) 04(e11/ExE2) = 0.00000000808
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7.3.2. Second exemple. On prend Q(v/5 % 7 * 11).
L’unité fondamentale de k est

(22) ex = 90947 + 9768 * (1 + /5 * 7+ 11)/2.
Ona

(23) VEE = 37V5 % 7 + 66+/11.
L’unité fondamentale de ky = Q(v/7 * 11) est

(24) g =44 (14+V7x11)/2,

et

(25) VEz = %(\/74- V11).

On a ainsi

1
(26)  Vekez = 5(726 + 259v/5 + 66v/7 * 11 + 37v/5 % 7 * 11).

On note alors que

(27) Ne/n(Vekez) = ek
L’unité \/€€2 est donc totalement positive. En voici les quatres plongements

i) 01(/EkEz) ~ 1305.140
ii) oa(y/EkE2) ~ 0.00680
iii) o3(y/ExEz) A~ 146.851
iv) 04(\/Ekez) = 0.000766
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