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Introduction

Il est souvent intéressant et utile, en théorie des nombres, de comparer une propriété d'un
objet sur un corps de nombres avec la propriété de 'objet dans ses localisés ; on mettra en
relation, par exemple, le fait qu’un élément d’un corps de nombre soit un carré avec le fait
qu’il le soit dans chacun de ses localisés. La théorie des formes quadratiques sur les corps
de nombres, comme celles des formes hermitiennes, utilise avec succes ce procédé local-
global avec, comme point central, le théoréme de Hasse-Minkowski qui est certainement
un des résultats les plus difficiles et les plus profonds de la théorie. Ce théoréme nous dit
essentiellement que l'isométrie de deux espaces quadratiques (ou hermitiens) sur un corps
de nombres est caractérisée par leur isométrie sur tous les localisés : deux espaces sont
globalement isométriques si et seulement s'ils sont localement isométriques.

Nous nous intéresserons aux réseaux, qui seront pour nous des espaces hermitiens sur
I’anneau des entiers d’un corps de nombres. L’analogue du théoreme de Hasse-Minkowski
dans ce cadre n’est plus vrai, et nous pouvons définir une relation d’équivalence plus faible
que l'isométrie, correspondant & l'isométrie locale : nous dirons alors que deux réseaux
sont dans le méme genre si tous leurs localisés sont isométriques.

Le but de ce travail est d’étudier les genres des réseaux. Nous commencerons par donner
des invariants d’isométrie des réseaux ; nous montrerons qu'ils sont en fait des invariants
de genre.

Si L est un réseau, on peut considérer son réseau dual L# et les facteurs invariants de L
dans L# ; ces derniers comportent beaucoup d’informations sur les genres et en constituent
de ce fait un invariant important.

D’autre part, si K est un corps de nombres et A son anneau des entiers, alors ’extension
a4 K d'un A-réseau est un espace hermitien sur K qui, grace au théoréme de Hasse-
Minkowski, est en fait un invariant de genre. Les signatures aux places infinies le sont
alors aussi.

Dans ce travail, nous montrerons que le nombre de genres dont les représentants possédent
des facteurs invariants et des signatures donnés est fini et nous donnerons une méthode
pour le calculer. La complication due au cas ramifié dyadique rend difficile 1’écriture
d’'une formule générale explicite ; cependant, les résultats que nous obtiendrons nous
permettront de trouver, de cas en cas et moyennant quelques calculs, une formule pour
un choix particulier de facteurs invariants et de signatures.

Le premier chapitre sera consacré aux définitions générales ainsi qu’a la description som-
maire des différents outils dont nous aurons besoin. Nous y définirons le genre et les
facteurs invariants d’un réseau.

Le deuxiéme chapitre traitera de ’étude globale des espaces hermitiens sur un corps de
nombres. Nous commencerons par étudier les espaces hermitiens sur les localisés. Nous
déduirons ensuite du théoréme de Hasse-Minkowski pour les formes quadratiques une
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version identique pour les formes hermitiennes, ce qui nous conduira naturellement au
théoreme de Landherr.

Dans le troisieme chapitre, nous étudierons les liens entre 'isométrie des réseaux sur un
corps local et leurs facteurs invariants. Nous observerons tout d’abord que les facteurs
invariants d’un réseau correspondent parfaitement a ses décompositions de Jordan. Nous
distinguerons ensuite trois cas possibles de corps locaux : les cas non ramifié, ramifié
non dyadique et ramifié dyadique. Le premier cas est vraiment tres facile alors que les
complications et les difficultés techniques sont beaucoup plus élevées pour le dernier.

Le dernier chapitre nous permettra de rassembler tous nos résultats et de passer du local
au global. Nous calculerons le nombres de genres de réseaux de facteurs invariants et de
signatures donnés.

Le travail se terminera par quatre annexes qui contiennent des applications calculatoires
de la théorie exposée.

Dans la premiere, nous présenterons un outil de calcul, le déterminant, qui fournit une
aide précieuse pour le calcul des facteurs invariants d’un réseau.

Dans les deux annexes suivantes, nous donnerons une liste explicite des genres de réseaux
dans deux cas particulier : les genres de réseaux unimodulaires totalement définis positifs
dans les extensions cyclotomiques, pour la deuxiéme annexe, et les genres de réseaux de
rang 2 sur les entiers de Gauss, pour la troisieme. Dans la quatriéme et derniére annexe,
nous verrons qu'un genre ne posséde pas forcément de représentant libre, en montrant
’existence de contre-exemples pour certaines extensions quadratiques du corps des entiers
rationnels. Nous en déduirons que leur anneau des entiers n’est pas principal.

Je tiens & remercier mon directeur de diplome, le Professeur Jacques Boéchat, pour les dis-
cussions enrichissantes que nous avons eues et pour son aide & résoudre certains problémes
particuliers. Mes remerciements vont aussi & Maurice Mischler qui m’a proposé ce sujet
et m’a soutenu durant la préparation du diplome ainsi qu’au Professeur Henri Joris qui a
accepté de relire ce travail.

Dorigny, mai 1997.
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Chapitre 1

Généralités sur les corps de nombres
et les formes hermitiennes

Dans ce premier chapitre, nous allons rappeler quelques notions qui nous seront utiles par
la suite et définir ainsi le cadre dans lequel nous allons travailler.

Fixons tout d’abord quelques conventions.

Un anneau sera toujours commutatif et possédera toujours une unité.

D’autre part, on notera volontiers par une égalité les isomorphismes canoniques entre mo-
dules ou anneaux et par une inclusion les homomorphismes canoniques injectifs d’anneaux
ou de modules.

§ 1. Produits de deux anneaux de Dedekind

Dans ce premier paragraphe, nous allons étudier le produit de deux copies d’un anneau de
Dedekind et définir une notion de groupe d’idéaux fractionnaires pour ces types d’anneaux.

Mais rappelons tout d’abord la définition et quelques propriétés des anneaux de Dedekind.

On appelle anneau de Dedekind un anneau noethérien, intégre et intégralement clos tel
que tout idéal premier non nul soit maximal.

Soit A un anneau de Dedekind. Notons K son corps des fractions.

On dit qu'un sous A-module a de K est un idéal fractionnaire de A s'il existe z € K
non nul tel que za C A. On vérifie aisément qu’un sous A-module a de K est un idéal
fractionnaire de A si et seulement si a est de type fini.

Pour la suite du texte, on dira idéal fractionnaire au lieu d’idéal fractionnaire non nul.

Si a et b sont deux idéaux fractionnaires, on appelle produit de a et b le sous A-module
de K engendré par {zy|z € a, y € b} qui est encore un idéal fractionnaire de A et que
I’on note a- b. Il est bien connu que cette multiplication munit ’ensemble des idéaux frac-
tionnaires I(A) d’une structure de groupe abélien libre admettant ’ensemble des idéaux
premiers non nuls de A comme base.

Sia € I(A) et si p est un idéal premier de A, on appelle valuation p-adique de a ’exposant
de p dans la décomposition de a dans la base formée des idéaux premiers non nuls de A. On
note v, (a) la valuation p-adique de a. Il est clair que v, : I(A) — Z est un homomorphisme
surjectif de groupes.

Siz € K*, on écrit v,(z) au lieu de y,(zA) ce qui définit un homomorphisme v, : K* — Z.
Prolongeant v, & K en posant ,(0) = co, on obtient une application v, : K — Z U {oo}
vérifiant v, (zy) = v,(z) + v,(y) et v,(z + y) > min{y,(z),v,(y)}, avec les conventions
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usuelles sur 'usage du symbole co. On obtient alors une valuation sur K que 'on appelle
encore valuation p-adique (voir le paragraphe 3).

Enoncgons encore brievement deux théorémes caractérisant respectivement les modules
projectifs de type fini et les modules plats sur un anneau de Dedekind.

Rappelons tout d’abord quelques définitions et résultats.

Soit A un anneau, non nécessairement de Dedekind. Un A-module M est dit projectif s’il
existe un A-module N tel que M @ N soit libre. Remarquons que si M est projectif de
type fini, on peut choisir un tel N de sorte que M @ N soit libre de type fini.

Un A-module M est dit plat si pour toute application A-linéaire injective f : B — C
I’homomorphisme f®Id: M ®, B— M ®, C induit par z ® y — z ® f(y) est injectif.
Il est bien connu qu’un module projectif et nécessairement plat.

Pour la suite du chapitre, projectif signifiera projectif de type fini.

1.1 THEOREME. Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Soit M
un A-module de type fini. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est projectif.
(ii) M est sans torsion.
(iii) M est isomorphe & un sous A-module d’un K-espace vectoriel V de dimension finie.

(iv) L’homomorphisme M — M ®, K induit par x +— = ® 1 est injectif.

Preuve. La preuve se trouve dans [2]. L’équivalence entre (ii), (iii) et (iv) est la proposi-
tion 4.1 de la page 88. L’implication de (ii) par (i) est claire, alors que sa réciproque est
lassertion (b) du théoréme 13 de la page 95. O

En particulier, tout idéal fractionnaire d’'un anneau de Dedekind est projectif.

1.2 THEOREME. Soit A un anneau de Dedekind. Un A-module est plat si et seulement
s’il est sans torsion

Preuve. Notons K le corps des fractions de A. Soit M un A-module.

Supposons M plat. Alors ’homomorphisme canonique M — M ®, K est injectif et ainsi
Iégalité zr =21 =azx ® %, vérifiée pour tout x € M et pour tout a € A non nul, nous
montre que M est sans torsion.

Réciproquement, supposons M sans torsion. Alors tous ses sous-modules de type fini sont
sans torsion donc, vu le théoreme 1.1, projectifs et en particulier plats. On conclut alors
en observant qu’un module est plat si tous ses sous-modules de type fini le sont. Ce fait
découle en effet de I’équivalence entre les assertions (a) et (b) du théoréme 3, page 147,
dans [1]. a0

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Etudions ’anneau A x A.
Posons B=Ax Aet E =K x K.

Considérons les homomorphismes d’anneaux m;, 7 : E — K définis respectivement par
m(z,y) = = et my(z,y) = y. Chacun d’eux munit K d’une structure de E-algébre que
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I’on note K et K, respectivement. Il est clair que E = K; & K, en tant que E-module.

Le méme phénomene se produit au niveau des anneaux : les homorphismes 7 et
induisent des structures de B-algébre sur A notées respectivement A; et A,. On a aussi
B = A; & A, comme B-module.

1.3 REMARQUE. L’homomorphisme canonique F ®, A; — K induit par z @y ~ m;(z)y
est clairement un isomorphisme d’algebres sur F.

1.4 PROPOSITION. Soit M un B-module de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) M est projectif.

(ii) L’homomorphisme M — M ®, E induit par ¢ — z ® 1 est injectif.

Preuve. 11 suffit de vérifier que l'assertion (ii) implique 'assertion (i). Comme A; est
projectif sur B, Papplication M ®, A; — (M ®, E) ®, A est injective ; or, par la
remarque 1.3, (M @, E) @, Ai =M @, (EQ, A1) =M, K, = (M ®,A;) ®, K; ; ainsi,
grace au théoreme 1.1, M ®, A; est projectif sur A. Il existe alors un A-module N et un
entier positif n avec (M ®, A;)® N ~ A} comme A-modules et donc aussi en tant que B-
modules. On a ainsi un isomorphisme de B-modules (M ®, A;)S(NDA}) ~ ArD Ay = B"
de sorte que M ®, A; est B-projectif. On montre de méme que M ®, A, est B-projectif
et on conclut en observant que M = (M ®, 41) & (M ®, Az). O

1.5 REMARQUE. Soit a un sous B-module de E. Alors 'homomorphisme i:a @, F — E
induit par z ® y — 2y est injectif. En effet, il suffit de remarquer que tout élément de
a ®, E peut s’écrire sous la forme z ® y avec y € E*.

1.6 DEFINITION. On appelle idéal fractionnaire de B tout sous B-module a de type fini
de Etelquea ®, ¥ =E.

Notons I(B) I'ensemble des idéaux fractionnaires de B. Vu la proposition 1.4, tout idéal
fractionnaire de B est projectif.

Soit a un sous B-module de E. Pour 1 <i<2,onaa® A CE ® A=K, etona
m;(a) = a ®, A; via ces identifications.

1.7 PROPOSITION. Soit a un sous B-module de type fini de E. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) a est un idéal fractionnaire de B.
(ii) a ®, A; et a ®, A, sont des idéaux fractionnaires de A.
(iii) an E* # 0.
Preuve. Montrons que Passertion (i) implique (ii).
Supposons que a soit un idéal fractionnaire de B. Soit 1 < ¢ < 2. Alors a ®, A; est

un sous A-module de type fini de K tel que (a ®; 4;) ®, Ki = (a @, E) ®, K; =
= FE ®, K; = K, de sorte que a ®, A; est un idéal fractionnaire de A.
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Montrons que (ii) implique (iii).

Supposons que a ®, A; et a ®, Ay soient des idéaux fractionnaires de A. Alors, pour
tout 1 <4 < 2, il existe z; € a ®, A; C K; non nul. Considérons z = z; + 3 € K1 @ K».
Alors z € an E*. En effet, il est clair que z € (a ®, 4;) ® (a ®, A) = a ; de plus, grace
a Pidentification £ = K; © K», on a x = (21, z2) qui alors est évidemment inversible.
Vérifions finalement que l'assertion (iii) implique I’assertion (i).

Supposons que a N E* # (). Considérons alors £ € aN E*. Siy € E, on peut écrire
y=z(z"ly)=z®z'yca g, FE. | O

Soient a, b € I(B). Alors le sous B-module de F engendré par {zy|z € a,y € b} est
un idéal fractionnaire de B que I'on note a - b et que 'on appelle produit de a et de b. Il
est clair que cette multiplication munit /(B) d’une structure de monoide commutatif.

1.8 THEOREME. Le monoide I(B) est un groupe abélien libre de base I'ensemble des
idéaux de la forme A; @ pA; et pA; & A; ot p est un idéal premier non nul de A. De
plus, Papplication & : I(B) — I(A) x I(A) définie par $(a) = (a ®, A1, a ®, Az) est un
isomorphisme.

Preuve. En utilisant I'identification de a ®, A; avec ;(a), on peut aisément vérifier que
(a-b) ® A1 = (a ®, A1) - (b ®, Ay) pour tout a,b € I(B) ce qui montre que  est un
homomorphisme de monoides.

Considérons ¢ : I(A) x I{A) — I(B) définie par ¥(a;,a3) = a;A; @ azAz. Il est clair
que U od =1Id et que $o W = Id donc P est une bijection et ainsi un isomorphisme de
monoides. Finalement I(B) est un groupe abélien libre de base consistant en les idéaux
de la forme A; & pA, et pA; @ A; ol p est un idéal premier non nul de A. O

Le théoréme 1.8 nous permet de définir pour tout idéal premier non nul p de A une
valuation p-adique :

1.9 DEFINITION. Soient p un idéal premier non nul de A et a € I(B). On appelle
valuation p-adique de a le couple formé des exposants respectifs de pA; @ As et A; HpA,
dans la décomposition de a dans la base décrite dans le théoréme 1.8 et on la note v,(a).

Il est clair que v, : I(B) — Z x Z est un homomorphisme surjectif de groupes et que,
pour tout a € I(B), on a y,(a) = (y,(a ®, Ai),v,(a ®, 42)).

Etudions encore quelques groupes d’homomorphismes.

1.10 PROPOSITION. Soient V et W deux E-modules. Pour 1 € i £ 2, notons V; =
=V ®, K; et W, =W ®, K;. Alors Hom ,(V,W) = Hom . (V;, W;) & Hom , (V,, W,).

Preuve. Comme V = V@V et W = W1@W,, ona Hom ,(V, W) = € Hom ,(V;, W)).
1<4,5€2

Soient 1 € 4,5 < 2. Calculons Hom (V;, Wj).

Sii = j, alors, V; et W; étant des K;-modules, on a Hom ,(V;,W;) € Hom, (V;, W;),

Vinclusion réciproque découlant de la surjectivité de la projection ; définissant 1'action
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de E sur K;. Supposons i # j. Considérons, par exemple, f € Hom  (Vi, Ws). Soit
z € V;. Alors f(z) = f((1,00z) = (1,0 f(z) = (1,0)((0,1f(z)) =0 de sorte que f =0. O

§2. Le théoréme des facteurs invariants

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions.
Fixons un K-espace vectoriel V' de dimension finie n.

Etudions plus particuliérement les relations entre deux sous-modules projectifs de V. Le
résultat fondamental s’appelle le théoréme des facteurs invariants. C’est le théoréme 81:11

dans [7].

2.1 THEOREME. (Théoreme des facteurs invariants) Soient V un K-espace vectoriel de
dimension finie n et L et M deux sous A-modules projectifs de V tels que L ®, K =
=M ®, K = V. Alors il existe une base z1,...,z, de V, des idéaux fractionnaires
ay,...,0, de A et une suite v; D --+ D t, d’idéaux fractionnaires de A tels que L =
=T DO apT, 6t M = a1t121 D - -+ @ a,t,,. De plus, la suitet; D -+ D t, ne
dépend que des sous-modules L et M. O

2.2 DEFINITION. Reprenons les notations du théoréme 2.1. Les idéaux ty,...,t, s’ap-
pellent les facteurs invariants de M dans L.

Nous souhaitons étendre le théoréme des facteurs invariants & anneau A x A. Notons
alors B=A x Aet = K x K. Nous allons nous ramener au cas ci-dessus.

2.3 THEOREME. Soient V un E-module libre de rang fini n, L et M deux sous B-
modules projectifs de type finide V telsque L ®, E = M ®, E = V. Alors il existe
une base zi,...,T, de V et des idéaux fractionnaires ai,...,a, de B et une unique
suite t1 O .-+ D t, d’idéaux fractionnaires de B tels que L = a1z, & --- & a,Zp et
M=ait12: D - B apthly,.

Preuve. Pour chaque 1 <4< 2, posons V; =V ®, K, Li =L ®, A; et M; = M @, A;.
Il est clair que V; est un K-espace vectoriel de dimension n et que L; est un A-module
projectif. Ona L; =L ®, A, CV &, Ai=V @, (E ® 4) =V @, K; =V;. De plus
Lig,K=(L®,A)®, Ki=(L®,E)®,K; =V ®,K; = V,. Bien évidemment, M; a les
meémes propriétés. Vu lé théoreme 2.1, il existe une base z;1,...,Z;n de V; et des idéaux
fractionnaires a;1,...,8;, €t T3 D -+ Dt de A tels que Ly = 0;1Zi1 @ -+ © tinTipp €t
M;=0;1%12:1 @ -+ D QGatinTin.

Mais les K-isomorphismes Kz ; @ Kyzo; — E définis par axy; + bxa; — (a,b) sont en
fait E-linéaires de sorte que V=V @, (K19 K3) = (V @, K1)®(V @, K2) =V1 @& Vy =
=Kiz119D - D Ki1Zin D Ko221 ® -+ @ Kazgpn > E™ comme E-modules.

Gréce aux identifications correspondantes, on obtient les isomorphismes L = L ®, B =
=L ® (A @A) =L &L= (011211 B - D 12T1n) D (a21%21 B - S A pTon) =
~ (01,1/116902,1142)@' . 'EB(aLnAl@az,nAz) etdeméme M =M Ry (A1 @Az) = M &M,y ~
~ (al,lAl & 02,1A2)(t1’1A1 & t2,1A2) @D (al,nAl ® az,nAz)(tl,nAl &b 'Cz,nAz) avec les
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inclusions évidentes t1;4; @ t9142 D -+ D t1041 D t2,A;, ce qui montre l'existence de
la suite des t;.

Prouvons maintenant son unicité. Soient z,...,z, et zi,...,z, deux E-bases de V,
aiy...,00,07,...,0a, des idéaux fractionnaires de B et t; D --- Dtpett] D+ D1,
deux suites décroissantes d’idéaux fractionnaires de B tels que L = ayz1 D - P a,x, =
=02\ D - DaLz, et M = a10121 B - - PaptpZy, = ajtizi D - -®al ., z,,. On voit alors que
Li = (a1 ®3Ai)xl@‘ . -@(Cln ®B Az) Tn et Mz = (Cll'tl ®5Ai)m1@"'®(an'tn ®3Ai)xn-
Mais, pour tout 1 < j < n, on a (a; - t;) ®p A; = (a; ®, A;) - (t; ®, A;) ; de plus il
est clair que vy ®, 4; D -+ D t, ®, A; de sorte qu’en utilisant I'unicité des facteurs
invariants de L; dans M;, on obtient t; ®, A; = t; ®; 4;. Ainsi, pour tout 1 < j <7, on
&1’3—-1?3 (Al@Ag) ('CJ® Al)@(tb@ Az)——(t ® Al)@(t ® Az)_t O

On peut définir, comme dans le cas d’un anneau de Dedekind, la notion de facteurs
invariants :

2.4 DEFINITION. Reprenons les notations du théoréme 2.3. Les idéaux t,...,t, s’ap-
pellent également les facteurs invariants de M dans L.

§ 3. Places, complétions et corps de nombres

Dans ce paragraphe, nous ne prouvons aucun résultat et renvoyons le lecteur aux ouvrages
de Frohlich et Taylor [2] (chapitres I1.2 , I1.3 et II1.1) et de O’Meara [4] (chapitres I et II).

Soit K un corps. On appelle valeur absolue sur K toute application 3 : K — R telle
que B(z) > 0 si z # 0, H(0) = 0, Blzy) = B(z) Bly) et Bz +y) < z) + B(y) pour
tout z,y € K. On dit que la valeur absolue G est discréte si S(K™*) est un sous groupe
discret de R*2. Notons que si 3 est discréte, on a B(z +y) < max{ 3(z), B(y) } pour tout
z,y € K.

Deux valeurs absolues 3; et (; sur K sont dites équivalentes si elles induisent la méme
topologie sur K. On appelle place de K toute classe d’équivalence de valeurs absolues sur
K. Si p est une place de K, on a deux possibilités : soit toute valeur absolue de p est
discrete, soit aucune valeur absolue de p ne ’est. Dans le premier cas, on dira que la place
p est finie alors que dans le deuxiéme cas, on parlera de place infinie. Si p est une place
finie de K et (1,0, € p, alors vy, = {z € K |fi(z) < 1} = {z € K|Ba(z) < 1} est un
anneau principal que Pon appelle I’anneau de valuation de K en p. Cet anneau possede
un unique idéal premier donné par my) = {z € K |fi(z) < 1} = {zr € K|B(z) < 1}.
Le quotient Ky) = v(,)/myy) s’appelle le corps résiduel de K en p.

On appelle wvaluation sur K toute application v : K — Z U {oo} telle que v(zy) =
= v(z) + v(y), v(z + y) = min{v(z), v(y)} pour tout z,y € K et v(z) = oo si et
seulement si z = 0. Toute valuation v sur K induit une famille de valeurs absolues
discrétes équivalentes données par  — a’® pour tout a € R avec 0 < a < 1 et définit
donc une place finie que l'on note encore v. La réciproque est également vraie : toute
valeur absolue discréte sur K provient d’une valuation sur K.

Soient %/ une extension de corps, p une place de K et B une place de E. On dit que
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est au-dessus de p si la restriction de toute valuation de 3 est une valuation de p et I'on
note P|p. Dans ce cas p est finie si et seulement si P est finie.

Soient K un corps et p une place de K. Alors il existe une extension K’ de K et une
place p’ de K’ telle que K est dense dans K’ et pour toute valeur absolue 8 € p’, on a
(K',3) complet et B|x € p. De plus, cette extension (K’,p’) est unique & isomorphisme
prés. On dit que K’ est le complété de K en p et on note K, pour K’ et p pour p’. Si
z € K, on notera z, I'image de z dans K|, par l'inclusion de K dans K,,.

On appelle corps local tout couple (K, p) formé d’un corps K et d’une place finie p de
K telle que (K, ) soit complet pour tout 8 € p et dont le corps résiduel est fini. Nous
noterons encore p l'unique idéal maximal m,) de I’anneau de valuation v, de K. On dit
que le corps local (K, p) est dyadique si 2 € m(,) ou, de maniére équivalente, si K, est
de caractéristique 2 et non dyadique dans le cas contraire.

Si K est le corps des fractions d’un anneau de Dedekind A et p un idéal premier de A, on
identifiera p avec la place finie de K induite par la valuation p-adique.

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, £ une extension quadratique
de K et B la cléture intégrale de A dans E.

Soient p et P des idéaux premiers de K et E respectivement. Alors la place P est
au-dessus de p si et seulement si ’on a l’inclusion des idéaux pB C ‘B.

Si p est une place de K, alors il existe au moins une place de E au-dessus de p, mais au
plus deux. On dit que la place p se décompose ou est décomposée s'il existe exactement
deux places de E au-dessus de p. Dans le cas contraire, on dit que p est non décomposée.
Soient p une place finie non décomposée de K et 3 'unique place de F au-dessus de p.
On est dans 1'une des deux situations suivantes :

i) On al'égalité pB = P? en tant qu’idéaux. Dans ce cas, on dit que p est ramifiée dans
’extension Z/.

ii) On a égalité pB = P en tant qu'idéaux. Dans ce cas, on dit que p est inerte dans
’extension Z/.

On notera R (resp. Z) I'ensemble des places ramifiées (resp. inertes).

Notons J 'ensemble des places infinies non décomposées de K.

On appelle corps de nombres toute extension finie du corps Q des rationnels.

Soit K un corps de nombres. On appelle anneau des entiers de K la cloture intégrale A
de Z dans K. On sait que A est un anneau de Dedekind de corps des fractions K.

On appelle plongement de K tout homomorphisme d’anneaux Q-linéaire de K dans C.
On dit qu’un plongement f de K est réel si f(K) C R et compleze dans le cas contraire.
Comme 'extension %4, est séparable, il y a exactement n = dim (K plongements de K. De
plus, on peut les grouper en m plongements réels fi, ..., f,, et 273 plongements complexes
G1,0 0 g1, ..., Gr, 0 O gr, OU 0 est la conjugaison complexe de C. On a alors n = r; + 2r5.
Les applications z +— |fi(z)| et = — |gi(x)| sont des valeurs absolues et définissent en
fait r; + 7o places distinctes. D’autre part, tout idéal premier p induit une valuation
p-adique et donc une place que l'on notera encore p. Selon un théoréme d’Ostrowski, ces
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places sont toutes distinctes et que toute place de K est I'une d’entre elles. Les r; +
places définies a l’aide des plongements de K sont infinies alors que celles induites par les
valuations p-adiques sont finies.

Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers et p une place de K.

Si p est finie, on définit 'anneau A, comme ladhérence de A dans K. Alors (K;,p)
est un corps local d’anneau de valuation Ay. Le corps K, s’appelle le corps des nombres
p-adiques de K et 'anneau A, l'anneau des entiers p-adiques de A. Remarquons que A,
est un A-module sans torsion, donc plat.

L’application @ : I(A) — I(A,) définie par $(a) = a ®, A, = aA, est un homorphisme
surjectif de groupes. De plus ®(p) est 'unique idéal premier de Ap, noté encore p, et
®(q) = A, pour tout idéal premier q de A distinct de p.

Si p est infinie, on a K, ~ R ou K, ~ C selon que la place p provienne d’un plongement
réel ou complexe. On définira alors A, = Kj,.

Soient /¢ une extension quadratique de corps de nombres, A et B les anneaux des entiers
respectifs de K et E. Alors B est la cloture intégrale de A dans E. Notons o 'unique
élément non trivial du groupe de Galois de I’extension /.

Soit p une place de K.

On a alors un isomorphisme ¢ : £ ®, K, — H Eg induit par ®(z @ y) = (T, - Y)yp-

Plp
Les mémes phénomemes se produisent au niveau des anneaux d’entiers. On a le méme

isomorphisme canonique ® : B ®, Ap — H Bg.

Plp
Soit p une place de K.

i) Sip se décompose et si P; et Py sont les deux places au-dessus de p, alors By, =
= Ey, = Kp, By, = By, = Ayetdonc E ®, K, = Ky x Kpet B®, A, = Ay X Ay ;
de plus, avec cette identification, on a (¢ ® 1d)(z,y) = (y, z).

i) Sipe J,ona K, ~Ret E®, K, ~C;de plus, avec ces identifications, I'involution
o ® Id est la conjugaison complexe.

iii) Sip est ramifiée (resp. inerte) et si 93 est I'idéal premier au-dessus de p, alors la place
pA, est ramifiée (resp. inerte) dans I'extension quadratique E"”/K,, donc E ®, K, = Egp
et B @, Ay, = By ; de plus, avec cette identification, o ® Id est 1'élément non trivial
du groupe de Galois de %/ .

Soit p un idéal premier non nul de A. Nous sommes alors dans le cadre du paragraphe 1 et
nous pouvons considérer 'application W : I(B) — I(B ®, Ap) définie par ¥(a) = a ®, A,.
Cette application est un homomorphisme de groupes. Si p est décomposé et si P; et P
sont les idéaux premiers de B au-dessus de p, alors, grace aux identifications B ®, A, =
= By, X By, = A, x A, on a U(a) = aByp, @ aBy, et 4,(U(a)) = (y, (a), v, (a)). Dans
le cas contraire, si 9B est I'unique idéal premier au-dessus de p, alors WU(a) = aBgy et ainsi
v,(W(a)) = v,(a) en utilisant cette fois I'identification B ®, A, = By,

En particulier, si a et b sont des idéaux fractionnaires de B avec a ®, A, = b ®, A, pour
toute place finie p de K, on a v,(a) = v,(b) pour tout idéal premier non nul P de B et
donc a = b.
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§4. Symbole et formule du produit de Hilbert

4.1 DEFINITION. Soient K un corps ét a,b € K*. On définit le symbole de Hilbert (a, b),
de a et b comme étant un entier égal & +1 s’il existe une solution (z,y) € K? de I’équation
ax? + by? = 1 et égal & —1 sinon.

Remarquons & titre d’exemple que (a,b), = 1 pour tout a,b € C*. Sia,b € R*, alors
(a,b)g vaut 1 sia > 0oub >0 ;ce méme symbole vaut —1 dans les autres cas.

Soit £/ une extension quadratique de corps de caractéristique nulle. Si 8§ et 8’ sont des
éléments de K* tels que E = K(v8) = K(V#), alors Z est un carré et l'on a ainsi
(a,0), = (a,8), pour tout a € K. On notera alors (a, &) au lieu de (a, §),.

Etudions le symbole de Hilbert sur des extensions quadratiques Z% de corps complets de
caractéristique nulle.

Intéressons-nous tout d’abord & l’extension %. Soit a € R*. Il est clair que (a, %) est le
signe de a. L’application a > (a, %) est ainsi un homomorphisme surjectif de groupes
de R* sur {+1}. Son noyau est alors R*? = {aa|a € C*}.

Considérons maintenant un corps local (K, p) de caractéristique nulle et £ une extension
quadratique de K. Notons o I'unique élément non trivial du groupe de Galois de £/. On
a des propriétés analogues que l'on regroupe dans le lemme ci-dessous dont la preuve se
trouve dans [7], proposition 63:13.

4.2 LEMME. L’application K* — {1} définie par a — (a, %) est un homomorphisme
surjectif de groupes, dont le noyau est {ac(a)|a € E*}. En particulier, nous avons
|K*/{ac(a)|a € E*}| =2 O

Donnons maintenant quelques résultats a propos des liens entre les symboles de Hilbert
sur les divers localisés d’un corps de nombres.

Voici la formule du produit de Hilbert, aussi connue sous le nom de loi de réciprocité de
Hilbert. Elle est prouvée dans [7], au chapitre VII.

4.3 THEOREME. (Formule du produit de Hilbert) Considérons un corps de nombres K
eta,be K. Alors (a,,b ) = 1 pour presque toute place p de K et

p) Vp/K
H(P’ p)Kp = D

Soient £/ une extension de corps de nombres, § € K avec E = K (v/6) et p une place de
K. On posera (a, E/K)p = (a,,8,),, pour tout a € K.
Supposons que p est décomposée. Alors §, est un carré dans K. En effet, soit P une

2
place de E au-dessus de p. On a (\/é),;3 = 0, € Eg de sorte que 6,, est un carré dans Eg.
Mais Ey = K, et, par cette identification, 6, = 6, ce qui permet de conclure.
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On a ainsi (a, E/K)p = 1 pour tout a € K.

Supposons p non décomposée. Soit P 'unique place de E au dessus de p. Rappelons que
Ey est une extension quadratique de K,. On vérifie aisément que Ep = K,(6,). On a
ainsi (a, E/K)’0 = (a,, ®¥x,) pour tout a € K.

La formule du produit de Hilbert peut alors se réécrire ainsi :

4.4 PROPOSITION. Soient %/ une extension quadratique de corps de nombres et a € K.
Alors on a (a, E/K)p = 1 sauf pour un nombre fini de place p et

[T (%), = 1. O

p

Donnons les conditions de réalisations du symbole de Hilbert :

4.5 PROPOSITION. Soit ¥/ une extension quadratique de corps de nombres. Considérons
pour chaque place p de K un entier A, € {+1}. Alors les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’il existe a € K tel que (a, &) , = Ap pour toute place p sont les
suivantes :

i) On a A, = 1 pour toute place décomposée p.
p

(ii) L’ensemble des places y telles que A\, = —1 est fini.

(iii) Ona [[ X =1.
p

Preuve. La nécessité découle de la proposition 4.4 et des quelques remarques ci-dessus.

Prouvons la suffisance. Notons A ’ensemble des places p de K avec A\, = —1. Alors A est
fini et contient un nombre pair d’éléments. D’autre part, tout p € A est non décomposé
de sorte que 6, n’est pas un carré dans K. Vu le corollaire 71:19a dans [7], il existe a € K
tel que (a, E/K)p =—1lsipe Aet (a, E/K)p = 1 sinon. O

§ 5. Formes et modules hermitiens

Soient B C E une extension d’anneaux commutatifs et ¢ un automorphisme d’anneau
involutif de £. Soit K l'anneau fixe de o, c’est-a-dire le sous-anneau de F défini par
K={z€ E|o(z)=1}. Posons A=BnNK.

5.1 DEFINITION. Soit M un B-module projectif de type fini.

(i) On appelle forme hermitienne sur M dans E toute application h : M X M — E
telle que h(z,y) = o(h(y,z)) et telle que z — h(z,y) soit B-linéaire pour tout
y € M fixé. On dit que le couple (M, h) est un B-module hermitien dans E.

(ii) On dit qu’une forme hermitienne h sur M est non dégénérée si, y € M étant fixé,
h(z,y) = 0 pour tout z € M n’a lieu que si y = 0. Dans ce cas, on dit que (M, h)
est un B-module hermitien non dégénéré dans E.
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Si B = E, on omettra de préciser que la forme hermitienne est dans E. Si de plus B est
un corps, on parle plus volontiers d’espace hermitien sur B.

Lorsque I'involution o est I'identité de E, le terme hermitien est remplacé par celui de qua-
dratique et P'on parlera de forme, de module et d’espace quadratique. Le terme hermitien
est usuellement réservé au cas ol I'isomorphisme ¢ n’est pas 'identité.

Soit (M, h) un B-module hermitien dans E.

Alors h induit une application A-linéaire ¢y, : M — Hom (M, E) définie par ¢p(z)(y) =
= h(y,z). Il est clair que h est non dégénérée si et seulement si @y, est injective.

Notons h{M) = {h(z,z) |z € M} C K. Un élément a € K est dit représenté par (M, h)
si @ € h(M). Le module hermitien (M, h) dans E est dit universel si h(M) = K et
isotrope 5’1l existe z € M non nul avec h(z,z) = 0.

Supposons (M, h) non dégénéré. Si N est un sous B-module de M et si h|yxy est non
dégénérée, on dit que (N, h|yxn) est un sous-module hermitien de (M, h) que 'on note
simplement (N, h) ou N.

Deux B-modules hermitiens (M, k) et (N, k) dans E sont dits isométriques s’il existe un
isomorphisme B-linéaire f : M — N avec k(f(z), f(y)) = h{z,y) pour tout z,y € M et
Pon note (M, h) =~ (N, k). Un tel f s’appelle une isométrie de (M, h) sur (N, k).

Si (N1, h1) et (Na, he) sont deux B-modules hermitiens dans E, on définit une forme
hermitienne A; L ho sur N; @ N; dans E par (21 + &2, 41 + v2) = k121, 41) + ha(Za, y2)-
1l est clair que h; L hy est non dégénérée si hy et hy sont non dégénérées. Le module
hermitien (N; & Na, hy L ho) s’appelle alors la somme orthogonale de (N1, hq) et (N2, hs)
et se note V; L N,.

Si N, et N, sont deux sous B-modules hermitiens de (M,h) avec M = Ny & N, et
h(Ny, N2) = 0, on dit que M se décompose orthogonalement en Ny et Ny. Il est alors clair
que 'application de N} L N, sur M définie par (ni,ng) = n; + ny est une isométrie et
I'on note alors M = N; L Ns.

Soit A’ une A-algebre plate. Posons B = B ®, A' et E' = E @, A'. Alors o s’étend
en une involution ¢ ® Id de E’ que 'on note encore ¢. De plus les homomorphismes
canoniques A’ — B’ — E’ sont injectifs et, grace aux identifications qui en découlent, on
a A ={zeB|ox)=1c}

Soit (M, h) un B-module hermitien dans E. Alors M' =M @, A'=M ®, (B ®, 4') =
= M ®, B’ est un B’-module projectif et h induit clairement une application A'-bilinéaire
hi(M®, A)x (M ®, A') > E' par (z ® a,y ® b) — h(z,y) ® ab. On vérifie aisément
que R’ est une forme hermitienne sur M’ dans E'. On dit alors que (M’, b') est Pextension
de (M,h) & B' et V'on note (M ®, B',h ®, B') pour (M', F').

On a évidemment la transitivité de 'extension : si A” est une A’-algebre plate, alors A” est
un A-module plat. De plus, si B” .= B®, A", ona (M ©, B') ®,, B",(h®,B) ®, B") =
=(M ®, B",h ®, B").

5.2 LEMME. Soient A’ une A-algébre plate et B' := B ®, A'. Alors extension & B’ d’un
module hermitien non dégénéré est non dégénérée.



12 Chapitre 1. Généralités sur les corps de nombres et les formes hermitiennes

Preuve. Soit (M, h) un B-module hermitien non dégénéré dans E. Remarquons que B’ est
un B-module plat et notons (AM’, A’) son extension & B’. Observons ensuite, en utilisant
la projectivité de M, que ¢ : Hom (M, E) ®, B’ — Hom _,(M ®, B',E ®, B') défini
par ¥ @ a — (:c @b Y(r)® ab) est un isomorphisme B’-linéaire. On conclut alors en
constatant que (¢, ® Id) est injective et que ¢ o (¢, ® Id) = @y a

Une matrice X € M,(E) est dite o-hermitienne si X;; = o(Xj;) pour tout 4,j. Notons
Herm, (Z, o) le sous-module des matrices o-hermitiennes carrées de dimension n.

Soient M un B-module libre et z4,...,x, une B-base de M.

Alors Papplication qui associe & une forme hermitienne h sur M dans E la matrice
(h(zi,z;)) est une bijection entre 'ensemble des formes hermitiennes sur M dans E et
Herm,(E,0). Si X € Herm,(F, o), I'écriture (M, h) = ©1B & --- ® z,B ~ X signifiera

que M est un B-module libre de base z1,...,x, et que h est la forme hermitienne donnée
par la matrice X.
La base z1,...,x, est dite orthogonale pour h si la matrice associée est diagonale. On

note alors volontiers M ~< h(zy,z1) > L -+ L < h(z,,x,) >. De plus, elle est dite
orthonormée si la matrice associée est la matrice unité.

Supposons maintenant que B = F et que A soit un corps de caractéristique nulle. Soit
(M, h) un B-espace hermitien libre. Si zy,...,z, et yi,...,y, sont deux B-bases de M,
alors les déterminants det(h(:vi, a:])) et det (h(yz, yj)) des matrices associées sont tous les
deux nuls ou tous les deux non nuls. Ils sont tous deux non nuls si et seulement si (M, h)
est non dégénéré. Si tel est le cas, ils définissent le méme élément de A*/{ac(a)|a € B*}
que 'on appelle le discriminant de (M, h) et que 'on note d(M, h) ou plus simplement
dM. Par abus de notation, dM désignera aussi n’importe quel élément de A* dont la
réduction modulo {ac(a)|a € B*} donne dM au sens strict.

Supposons que B = F soit un corps de caractéristique nulle. Si N est un sous-espace
hermitien d’un espace hermitien non dégénéré (M, L), alors le complément orthogonal de
N dans M défini par N* = {z € M |h(z,N) = 0} est aussi un sous-espace hermitien
de Vet 'ona M = N L N*t. En particulier, tout espace hermitien admet une base
orthogonale.

Supposons que A soit un corps dont B = E est une extension quadratique et notons o
'unique élément du groupe de Galois de P'extension 5/,. Soit (M, h) un espace hermitien
de dimension n sur A. Définissons ' : M x M — A par h'(z,y) = 3(h(z,y) + h(y, z))
pour tout z,y € V. Il est clair que (M, h') est un espace quadratique de dimension 2n
sur A que P'on appelle Pespace associé & (M, h) ou la trace de (M,h). On vérifie que
h(M) = W(M). Il est clair que les associés de deux B-espaces hermitiens isométriques
sont isométriques.

§6. Réseaux et facteurs invariants

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Supposons K de ca-
ractéristique nulle.

Dans ce paragraphe, on désignera par E une extension quadratique de K ou l’anneau
K x K. Dans le premier cas, B sera la cloture intégrale de A dans E et ¢ l'unique
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élément non trivial du groupe de Galois de 'extension %%, alors que dans le deuxiéme
cas B sera 'anneau A x A et o(z,y) = (y,z). On identifiera alors K (resp. A) avec la
diagonale de K x K (resp. A X A). Observons que o|p est une involution de B d’anneau
fixe A.

6.1 DEFINITION. On appelle B-réseau tout B-module hermitien dans F non dégénéré.

On vérifie aisément que la somme orthogonale de deux B-réseaux est encore un B-réseau.

6.2 DEFINITION. Soit (L, h) un B-réseau.
(i) On dit que (L, h) est entiersi h(L,L) C B.
(ii) On dit que le B-réseau (M, k) est un sous-réseau de (L, k) si M est un sous-module
de Letsik= thxI\/I-

Il est clair que la A-algébre K est plate car sans torsion. Notons que les homomorphismes
canoniques B ®, K — F et E ®, K — E sont des isomorphismes ce qui nous permet de
considérer I’extension d’'un B-réseau a E.

Soit (L, h) un B-réseau. Notons (V,h) son extension & E.

Supposons que E soit un corps. Alors V est clairement libre de type fini sur E. D’autre
part, le lemme 5.2 nous dit que (V, k) est non dégénéré de sorte que I'homomorphisme
¢ : V — Hom ,(V, E) est injectif. En comparant les dimensions des E-espaces vectoriels
V et Hom . (V, E), on montre alors que ¢ est un isomorphisme.

Si E = K x K, les mémes résultats sont vrais, mais nécessitent une preuve. Supposons
alors que E = K x K et reprenons les notations du paragraphe 1.

Commencons par quelques remarques.

Pour tout 1 < 7 < 2, notons V; = V ®, K; et h; = m; o h. Considérons z,y € V.
Ecrivons £ = z, + T et y = y1 + Y2 avec x1,y1 € Vi et 23,92 € Va. On a Az, 1) =
= h((1,0 z1,y1) = h{z1,0,1)y1) = h(z1,0) = 0 et de méme h(z3,y2) = 0. D’autre part,
hi(z2,y1) = h1((0,1) 29, y1) = 710, 1) - ha(2,71) = O et aussi hy(z1, y2) = 0. En résumé, on
obtient h(m,y) = h(z1,91) + h(z1,92) + h(ze,y1) + h{zg,y2) = (hl(SL'l,yz), hz(.’ljz,yl)).

6.3 LEMME. Supposons que F = K x K et que B = A x A. Soient (L, h) un B-réseau
et (V, h) son extension & E. Alors V est un E-module libre de rang fini et I'application
K-linéaire ¢y, : V — Hom ,(V, E) est un isomorphisme.

Preuve. Soit ¢; : Vi — Hom ,(V3, K) 'application K-linéaire définie par ¢1(z)(y) =
= hy(y,z). Alors ¢; est injective. En effet, supposons par I'absurde qu’il existe z € V;
non nul tel que ¢1(z) = 0. Il existe a € K non nul avec ax € L; et 'on a alors
h(ys + vz, a2) = a(hi(y1,0), ha(y2, 7)) = a(0,6:1(x)(y2)) = 0 pour tout y; € Ly et
Y2 € Ly ce qui contredit la non dégénérescence de h sur L. On montre de méme que
¢2 : Vo — Hom , (Vi, K) définie par ¢2(z)(y) = hi(y,z) est une application K-linéaire
injective.



14 Chapitre 1. Généralités sur les corps de nombres et les formes hermitiennes

Ainsi dim Vi < dim , (Hom . (V3, K)) = dim , V; < dim , (Hom  (V;, K)) = dim  V; de
sorte que ¢; et ¢, sont des isomorphismes K-linéaires.

Notons n = dim, V; = dim ,V,. Alors V=V V, ¥ K ® K} = (K; & K)* = E"
comme F-modules, donc V est libre.

D’autre part, on en déduit que ¢y & ¢2 : V1 & Va2 — Hom  (V3, K) @ Hom , (V1, K) est un
isomorphisme K-linéaire. Mais ¢ @ ¢» = ¢, moyennant l'identification de leurs images
Hom , (V,, K) @ Hom  (V1, K) = Hom .. (Vz, K3) @ Hom (W}, K3) = Hom _(V, E) donnée
par la proposition 1.10. Ainsi ¢}, est un isomorphisme. O

Reprenons le degré de généralité du début du paragraphe.

En regroupant nos résultats, nous avons prouvé :

6.4 COROLLAIRE. Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension a E. Alors V est un
E-module libre de rang fini et h est non dégénérée sur V. t

6.5 DEFINITION. Soient (L,h) un B-réseau et (V,h) son extension & E. On appelle
discriminant de (L, h) le discriminant dV de (V, h) que 'on note dL. On appelle rang de
(L, h) le rang du E-module libre V' et on le note rang (L, h) ou rang L.

Intéressons-nous a la réciproque du corollaire 6.4.
Soient (V, h) un E-module hermitien libre et non dégénéré et L un sous-B-module projectif
de V tel que L ®, E = V. 1l est clair que h|rxz est une forme hermitienne dans E.

6.6 ProposITION. Soient (V,h) un E-module hermitien libre et non dégénéré et L un
sous B-module projectif de V tel que L ®, E =V. Alors (L, h|1x1) est un B-réseau dont
Pextension & E est (V, h).

Preyve. 1l suffit de montrer que h|zxz est non dégénérée.

Remarquons tout d’abord que, si x € V, il existe b € E* avec bx € L. En effet, soit
r€V. CommeV =L ®, E, il existe y € L et b € FE avec z = by. Ecrivons b = ca™!
avec c € Bet a€ E* On a ainsi ax = cy € L.

Soit € L. Supposons que h(z,y) = 0 pour tout y € L. Soit z € V ; considérons a € E*
avec az € L. On a alors h(z, z) = o(a)~ h(z,az) = 0 et donc, vu la non dégénérescence
de (V,h), on a z = 0. Ainsi h|pxz, est non dégénérée. [

Venons-en & la définition du dual d’'un B-réseau.

6.7 DEFINITION. Soient (L,h) un B-réseau et V := L ®, E. On appelle dual de L le
sous B-module L# de V défini par L¥ = {z € V| h(z, L) € B}.

Le lemme suivant découle directement des définitions :

6.8 LEMME. Un B-réseau (L, h) est entier si et seulement si L C L¥. ad
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Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension & E.

Vu le théoréme 2.1 et le corollaire 2.3, il existe une E-base xi,...,x, de V et des idéaux
fractionnaires ai,...,a, de B tels que L = ayz7 & -+ ® a,z,. Comme Papplication
¢n: V — Hom _(V, E) est un isomorphisme, il existe une E-base 41, - - -, 4, de V duale de
la base z1, . .., z, dans le sens ol A(z;, y;) = 6;;. Soit x € V. Ecrivons = Ajy1+- -+ Ap¥n
avec Ai,..., A\, € E. On a alors h(z,L) = A h(y,qz1) + - + g Ay, 0nZy) =
= Ao(a;) + - + M o(a,) de sorte que h(z,L) € B si et seulement si l'on a les in-
clusions A\; o(a1), ..., A o(a,) C B. Ainsi L* = o(a;) 11 @ - - ® o(an) " n.

En résumé, nous avons prouvé :

6.9 PROPOSITION. Soient (L,h) un B-réseau et (V,h) son extension & E. Considérons
une E-base x1,...,xz, de V et des idéaux fractionnaires a,,...,a, de E tels que L =
= a1 D - D apr,. Soit yi,...,Yy, la base de V, duale de z1,...,z, dans le sens ot
h(zi,y;) = 6y Alors L# = o(a1) 41 @ - -- ® 0(an) " 'yo. En particulier L* est un sous
B-module projectif de V tel que L¥* ®, E =V et (L#,h| #x1#) est un B-réseau dont
(V, h) est 'extension & E. O

6.10 DEFINITION. Soient (L,h) un B-réseau. On appelle facteurs invariants de (L, h)
les facteurs invariants de L dans L¥.

11 est clair que deux réseaux isométriques ont mémes facteurs invariants.

6.11 REMARQUES. La proposition 6.9 nous permet immédiatement de vérifier :
i) Pour tout B-réseau (L, h), on a (L#*)# = L.
ii) Soient L et M deux B-réseaux. On a (L L M)#* = L# | M#.

iii) Si (L, h) et un B-réseau et a est un idéal fractionnaire de B, on a (aL)* = o(a)~1L#.

6.12 DEFINITION. Soit (L,h) un B-réseau. On dit que (L,h) est unimodulaire si ses
facteurs invariants sont tous égaux a B.

Remarquons qu’un B-réseau est unimodulaire si et seulement si L = L#,

Définissons encore quelques invariants d’isométrie des réseaux.

6.13 DEFINITION. Soit (L, h) un B-réseau dans E. On appelle échelle (resp. norme) de
(L, h) le sous B-module HL (resp. N'L) de E engendré par h(L, L) (resp. h(L) ).

6.14 LEMME. Soit (L,h) un B-réseau. Alors HL et N'L sont des idéaux fractionnaires
de B et 'on a NL C HL.
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Preuve. 11 est clair que HL et N'L sont de type fini sur B et que N'L C ‘HL.

Remarquons qu'il existe + € L avec h(z,z) # 0 . En effet, raisonnons par ’absurde.
Soient z,y € L ; posons a = h(z,y) et considérons b € K* avec ba € B. On a alors
a+o(a)=h(zc+y,z+y)—h(z,z) = h(y,y) =0et 0 =h(z+bay,z + bay) = 2bao(a),
de sorte que h(z,y) = 0 pour tout z,y € L, ce qui contredit le fait que (L, h) est non
dégénérée. Ainsi h(z,z) € NLNE* C HLN E* et le résultat découle alors des définitions
et de la proposition 1.7. O

§ 7. Localisation de modules hermitiens sur les corps de nombres

Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, F une extension quadratique
de K et B la cloture intégrale de A dans E. On consideére I’unique élément non trivial o
du groupe de Galois de 1'extension Ze.

Soit p une place de K.

Nous souhaitons étendre les modules hermitiens sur E (resp. B) & E ®, K, (resp.
B ®, Ay). Les résultats du paragraphe 3 nous permettent de nous placer dans le cadre

du paragraphe 6.
Rappelons que la K-algebre K, et la A-algebre A, sont toutes deux plates car sans torsion.
Les extensions que l'on souhaite considérer ont alors un sens et nous pouvons définir :

7.1 DEFINITION. Soit p une place de K.
(i) Soit (V,h) un espace hermitien sur £. On appelle p-localisé de (V, h) 'extension
de (V,h) & E @, K, que l'on note (Vj, hy).
(ii) Soit (L,h) un B-réseau. On appelle p-localisé de (L,h) 'extension de (L,h) &
B ®, A, que l'on note (Ly, hp).

Le lemme 5.2 nous permet alors d’énoncer :

7.2 LEMME. Le p-localisé d’un espace hermitien non dégénéré sur E est non dégénéré.
De méme, le p-localisé d’'un B-réseau est un (B ®, A,)-réseau. O
Nous sommes en mesure de donner une définition du genre d’un réseau.

7.3 DEFINITION. Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux. On dit que (L,h) et (M, k)
sont dans le méme genre si, pour toute place p de K, les p-localisés (Ly, hy) et (M,, ky)
sont isométriques.

Il est clair que deux réseaux isométriques sont dans le méme genre.

Montrons que deux réseaux dans le méme genre ont les mémes facteurs invariants.
Observons tout d’abord que la localisation commute avec la prise du dual et des facteurs
invariants dans le sens ou le dual du localisé d’un réseau est le localisé de son dual et les
facteurs invariants de son localisé sont les localisés de ses facteurs invariants.
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7.4 LEMME. Soient (L, h) un B-réseau et p une place finie de K. Alors (L#), = (L,)*.

Preuve. Notons (V, h) 'extension de (L, h) & E. Il existe une base z;,...,z, de V et des
idéaux fractionnaires ay,...,a, de B tels que L = aq;2; & - - - ® a,z,. Alors z1,...,z, est
une (E ®, K,)-basede V, et 'ona L, = (a1 ®, Ap)z1 D - @ (ap, ®, Ap) Zn.

D’autre part, soit yi,...,¥, la base duale de z1,...,z,. Vu le lemme 6.9, on a L# =
= o(a1) 7'y @ - ®o(a,)  y, et done (L#), = (o(a1) ' ®, Ap) 11®- - B (0(an) ™ ®, Ap) Y-
Mais il est clair que y1,...,yn est la (E ®, K,)-base de V, duale de 21,...,2, et que
ala))™ ! ®, A, = ola; ®, Ap)~L. Ainsi (L#), = (L,)*. O

On notera alors volontiers L¥ pour (L#), = (L,)*.

7.5 PROPOSITION. Soient t; D -+ D t, les facteurs invariants d’un B-réseau (L,h) et
p une place finie de K. Alors vy ®, Ay D -+ D v, ®, A, sont les facteurs invariants du
p-localisé (Ly, hy).

Preuve. Soit (V,h) l'extension de (L,h) & E. Vu le théoréme des facteurs invariants,
il existe une base z,...,z, de V et des idéaux fractionnaires a;,...,a, de B tels que
L#=a2,® - Qa,T, et L = 1112, B- - @ aptyTpn. Alors zq,...,T, est une base de V, sur
(E ®, K,) et, en localisant, on obtient (Lp)# = (L#), = (a1 ®, 4p) 71D+ - - ®(0n ®, 4;) T
et Ly = (a;-11 ®, Ay)z1 & @ (a, - tn ®, Ap)Zn. On conclut alors en observant que
(al ’ t1) @y AP = (al ®, AP) ’ (tl Q4 AP)' U

7.6 THEOREME. Deux réseaux dans le méme genre ont mémes facteurs invariants.

Preuve. Soient (L,h) et (L', h') deux réseaux dans le méme genre de facteurs invariants
respectifs t; D +-- Dt et vp D --- D t,. Alors (Ly, hy) = (L, hy) et donc, vu la
proposition 7.5, on a v; ®, 4, = 1, ®, A, pour toute place finie p de K. Ainsi t; = ]
pour tout 1 <7 < n. O

Avant de conclure ce premier chapitre, montrons encore que 1’échelle et la norme sont des
invariants de genre.

Remarquons 4 cet effet que I’échelle et la norme du localisé d’un réseau sont respectivement
les localisés de son échelle et de sa norme :

7.7 PROPOSITION. Soient (L, h) un B-réseau et p une place finie de K.
Alors HL, = HL ®, 4, et NL, = NL ®, A,.

Preuve. Montrons que HL ®, A, = HL,.

Siz,y € L,alorsz®1 et y® 1 sont des éléments de L, = L ®, A, de sorte que, via
I'inclusion canonique de B dans B ®, Ap, on a h(z,y) = hy(z ® 1,y ® 1) € HL,. Ainsi
HL C HL, et donc HL ®, A, C HL,.

Réciproquement, si 2 ® a et y @ b sont des éléments de L, = L ®, Ap, on a par définition
hy(z ® a,y ® b) = h(z,y) ® ab € HL ®, A, de sorte que, comme tout élément de L, est
une somme finie d’éléments de la forme z ® a, on a HL, C HL ®, A,.

On montre de méme que NL ®, Ay = NL,. O
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7.8 COROLLAIRE. Deux réseaux dans le méme genre ont méme norme et échelle.

Preuve. Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux dans le méme genre. Vu que (Ly, hy) =~
~ (My, ky),ona HL ®, Ay = HL, = HM, = HM ®, A, pour toute place finie p de K.
Ainsi HL = HM. On obtient de méme N'L = N M. O

Nous définirons au chapitre suivant d’autres invariants de genre. Nous observerons en
particulier que U'extension au corps des fractions, et par conséquent le discriminant, est
un invariant de genre.



Chapitre 2

Equivalence de formes hermitiennes
sur les corps de nombres

Le but de ce chapitre est de classifier les formes hermitiennes sur les corps de nombres &
P’aide d’un systéeme minimal d’invariants et de montrer 'analogue du théoréme de Hasse-
Minkowski pour les formes hermitiennes. Nous emploierons une méthode qui consiste 4 se
ramener au cas des formes quadratiques. Notre demarche reprend les idées et la méthode
que Landherr a proposées dans son article de 1935 [5].

Considérons une extension quadratique £ de corps de nombres dont les anneaux des
entiers respectifs sont B et A et notons ¢ l'unique élément non trivial du groupe de
Galois de Z.

Avant d’étudier globalement les espaces hermitiens sur E, commencons par décrire les
classes d’isométrie des p-localisés pour toute place p de K. Nous profiterons aussi de don-
ner quelques résultats sur les classes d’isométrie des p-localisés de B-réseaux, notamment
dans le cas ou p est finie décomposée.

§1. Isométrie des p-localisés : le cas décomposé

Soit p une place décomposée de K.
Alors £ ®, Ky = K, x K, et B ®, A, = Ay X A, ; de plus, avec cette identification, on

a (0 ®Id)(z,y) = (y, ). Nous pouvons énoncer :

1.1 PROPOSITION. Soient K un corps de caractéristique différente de 2, E == K x K et
o linvolution de E définie par o(z,y) = (y,z). Alors tout module hermitien libre non
dégénéré sur E admet une base orthonormée.

Preuve. Soit (V, h) un espace hermitien libre de rang n sur FE.

Supposons que n = 1. On a V = zFE pour un z € V et h(z,z) # 0 car h est non
dégénérée. Si l'on note a = h(z,z) € K*, il est alors clair que V = (a!,1)zE et on a
h((a‘l,l)fE, (a‘l,l)x) = (a‘l,l)(l,a“l)h(l‘, 513) = a"la = 1.

Généralement, si n > 1, considérons une E-base {z1,...,2,} de V ; si h(z;, z;) = 0 pour
tout 1 € ¢ < n, on peut supposer que a := h(zx1,Zs) # 0 de sorte qu’en remplagant z; par
%1 + axs si a est inversible et z; par z1 + z2 sinon, on peut supposer que h(z;, ;) # 0 et
donc, comme pour le cas ot n = 1, que h(zy,z1) = 1. Considérons y; := z; — h(z, ;)x)
pour chaque 2 < ¢ £ n et le sous-module W = y2 ' @ -+ & y, £ ; on vérifie que
V=xF LW>~<1>1W et on conclut par récurrence. O
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La connaissance du p-localisé d'un espace hermitien en une place décomposée p ne nous
donne alors aucune information sur ’espace hermitien.

Soit (V, h) est un espace hermitien sur E. De fagon générale, grace au paragraphe 4 du
chapitre 1, Pentier (d, E/K)p ne dépend pas du choix du représentant d € K* de dV, ce
qui nous permet de le noter (dV, E/K)p. Dans le cas particulier qui nous intéresse, on a
en fait (dV, E/K)p = 1.

Supposons de plus que la place p soit finie et étudions les classes d’isométries de p-localisés
de réseaux.

Modifions les notations jusqu'a la fin du paragraphe ; considérons un anneau principal A
de corps des fractions K et posons £ = K X K et B = A x A. On notera ¢ 'involution
de E donnée par (z,y) — (y, ).

Reprenons les notations des paragraphes 1 et 6 du chapitre 1.

1.2 LEMME. Soient (L,h) un B-réseau et (V,h) son extension a E. Alors il existe une
base orthonormée z, ..., z, de (V, h) et une suite d’idéaux fractionnaires a; O --- D ay,
de A tels que L = (A1 D a142)21 @ -+ & (A1 ® a,42)z,.

Preuve. Pour 1 € i < 2, notons L; = L ®, A; et V; = V ®, K;. Rappelons que si
Zi Y € Vi, on a h(z) + 22,91 + 42) = (hl(xl,yg), hz(yl,(ﬂz)) ou h; = m; o h. D’autre part,
on a montré au début de la preuve du lemme 6.3 du chapitre 1 que ’application K-linéaire
¢o : Vo — Hom , (V1, K') définie par ¢2(z)(y) = hi(y, ) est un isomorphisme.

Soient N, un sous A-module de V; avec N; ®, K = V), libre de base z;,...,z, et
Ny = {y € Vo | hy(N1,y) C A} C Vo. Comme ¢ est un isomorphisme, il existe une base
Y1, .. Yn de Vo avec ho(w;,y;) = 6;5. On vérifie alors aisément que Ny = Ay, @ - - - ® Ayy.
En particulier Ny ®, K = V5.

On a les mémes propriétés si ’on considere un sous A-module Q; de V3 avec Q2 ®, K = V2
et si on définit Q; = {z € Vi | hi{z, Q2) C A} C V4. En écrivant @Q; et Q2 dans des bases
adéquates, il est immédiat que I'on a aussi Qy = {y € Vo | hi(Q1,y) C A} C Va.

Posons My = {x € Vo | hi(Ly,2) C A} C Vo, Alors My ®, K = Va.

Appliquons le théoreme des facteurs invariants a Ly et & M. Comme A est principal, il
existe une K-base z1,...,z, de V et une suite d’idéaux fractionnaires a; O --- D a, de
Atels que Ly = a1 & -+ - D a,T, et My = Az, @ --- ® Azx,. 1l existe une base y1,...,¥n
de V; telle que hi(y;, ;) = 6;;. Vu les remarques ci-dessus, on a Ly = Ay; @ - -+ & Ayy.

En posant z; = z; + y;, on obtient une E-base z1,...,2, de V telle que h(z;,2;) =
= (hl(a:z-,yj),hg(a:j,yi)) = (hl(xi,yj), hl(yi,xj)) = §;;. Finalement, ona L = L; @ Ly, =
= (Al &) a1A2)21 G- B (A1 ) anA2)zn. |

Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension & E.

Ecrivons L = (A1 @alAQ) 21D B (A1 @anAg) 2z, pour une F-base orthonormée z1, ..., 2,
de (V, h) et une suite d’idéaux fractionnaires a; D --+ D a, de A. Il est alors clair que
PonaL# = (a;'A $A))a1 & @ (07241 ® Ap) 2,

Ainsi les facteurs invariants de (L, h) sont a;jA; @ a; A3 D -+ D a, A1 & a, As.

En particulier, la suite a; D --+ D a, est unique.
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Nous avons entre autres prouvé :

1.3 COROLLAIRE. Deux B-réseaux sont isométriques si et seulement s’ils ont les mémes
facteurs invariants. O

Si X est un ensemble, nous noterons A(X) la diagonale de X, c’est-a-dire le sous-ensemble
de X x X donné par {(z,y) € X x X |z = y}.

Le résultat suivant est clair.

1.4 PROPOSITION. Les idéaux fractionnaires t; O --- D t, de B sont les facteurs inva-
riants d’un B-réseau si et seulement si v,(v;) € A(Z) pour tout 1 <7 < n. O0

§ 2. Isométrie des p-localisés : le cas infini non décomposé

Soit p une place infinie non décomposée de K. En d’autres termes, on a p € J.
Il s’ensuit alors que K, ~ R, que F ®x K; =~ C et que 0 ® Id est transportée par ce
dernier isomorphisme sur la conjugaison complexe que 1'on notera x — Z.

Considérons un espace hermitien (V| h) sur C.

Faisons tout d’abord une remarque préliminaire.

Siz €V est tel que h(z,z) # 0, alors, comme {a@|a € C*} = R*?, il existe a € C* avec
ad = |h(z, z)| et donc h(a~z,a z) = a~la Th(z, z) = %%—%T = 1.

Nous dirons qu'un espace hermitien (V, h) sur C est défini positif (resp. défini négatif) si
h(z,z) € R*? (resp. h(z,z) € ~R*?) pour tout z € V' \ {0}. La remarque préliminaire
nous permet facilement de constater que (V,h) est défini positif (resp. défini négatif) si
et seulement si V =< 1>1 .- L<1> (resp. V< =1>1---L<=1>)

2.1 PropPosITION. Si (V,h) est un espace hermitien non dégénéré sur C, alors il existe
des sous-espaces V; défini positif et V, défini négatif avec V = Vi L V,. De plus, les
nombres dim .V} et dim .V, ne dépendent que de (V, h).

Preuve. La premiére assertion découle immédiatement de la remarque préliminaire.

Prouvons la seconde. Soient V =V L Vo = W) L W, deux décompositions orthogonales
de V avec V; et W; définis positifs et V5 et W, définis négatifs. Comme R*?2N—-R*? = § , il
suit des définitions que V; N Wy = {0} et donc que dimV; < dim W;. Par un argument
similaire, on obtient dim . W; < dim V). [

2.2 DEFINITION. Reprenons les notations de la proposition précédente. On appelle indice
positifde (V, h) (vesp. indice négatifde (V, h) ) Ventier I*(V, k) (resp. I~(V, h) ) défini par
I*(V,h) == dimV; (resp. I=(V,h) :=dim.V; ). Le couple (I*(V,h),I~(V,h)) s’appelle
la signature de (V, h) et se note I(V, h).

2.3 COROLLAIRE. Soient (V| h) et (W, k) deux espaces hermitiens sur C. Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes :
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@) (V,h) ~ (W, k)

(ii) I(V,h) = I(W, k)
D’autre part, pour tout couple (a,b) d’entiers positifs, il existe un espace hermitien (V, h)
sur C de signature (a,b). a

Remarquons, en utilisant le paragraphe 4 du chapitre 1, que si (V, h) est un espace her-
mitien sur C, 'entier (d, CAR) ne dépend pas du choix du représentant d € K* de dV, ce
qui nous permet de le noter (dV,%). De plus, on a (dV, %) = (—=1)T" (V0.

Soient (V,h) un espace hermitien sur £. On note volontiers I,(V,h) (resp. I} (V,h) et
I7(V,h) ) au lieu de I(V,,, hy) (vesp. 1% (Vp, hy) et I7(Vy, hy) ).

Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension a E. Alors, par définition, on a (Ly, hy) =
= (V4, hp) pour toute place p € J. On définira alors les signatures de (L, h) comme étant
la famille des signatures des p-localisés pour tout p € J. 1l est clair que les signatures
sont des invariants de genres des B-réseaux :

2.4 PROPOSITION. Deux B-réseaux dans le méme genre ont mémes signatures. |

Concluons ce paragraphe par une définition :

2.5 DEFINITION. Nous dirons qu’un espace hermitien ou qu’un réseau est totalement
défina positif (resp. totalement défini négatif) si ses p-localisés sont définis positifs (resp.
négatifs) pour tout p € 7.

§3. Isométrie des p-localisés : le cas fini non décomposé

Soit p une place de K. Supposons que p soit finie non décomposée.
Alors F @k K, = Egp ot 3 est 'unique place de E au dessus de p. Nous sommes dans le
cas olt Eg est une extension quadratique du corps local K, et nous pouvons énoncer :

3.1 PROPOSITION. Soit K un corps local de caractéristique nulle et E une extension
quadratique de K. Notons ¢ l'unique élément non trivial du groupe de Galois de I'ex-
tension %/. Soit (V,h) un espace hermitien non dégénéré de dimension n sur E. Alors
Voecl>l oo L<l>Ll<dV >,

Preuve. Procédons par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant clair, supposons n > 1.

Considérons ’espace quadratique (V,2/) sur K associé a 'espace (V, h). Rappelons que
(V, W) est de dimension 2n sur K et que l'on a A(V) = h/(V). Comme un espace qua-
dratique de dimension au moins 4 sur un corps local est universel (cf. [7], 63:18), on a
h(V) = K (V) = K de telle sorte qu'il existe z € V avec h(z,z) = 1. Nous pouvons alors
écrire V = zE 1 (zE)*~< 1 > L1 (zE)‘. Mais on a dV = d(zE)* et I'hypothése de
récurrence permet alors de conclure. O
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3.2 REMARQUE. Le résultat obtenu ici est beaucoup plus simple que le résultat analogue
pour les espaces quadratiques. Cela tient au fait que, pour les espaces quadratiques, les
difficultés se concentrent dans les dimensions 2 et 3, car en dimension au moins 4, tout
espace est universel. Ce fait nécessite l'introduction d’un invariant supplémentaire appelé
le symbole de Hasse (cf. [7], page 167). Cette difficulté disparait complétement dans le
cadre des formes hermitiennes, car un espace hermitien de dimension 2 est déja universel.

Conservons les notations du théoréme. Soit (V,h) un espace hermitien sur E. Vu la
proposition 4.2 du chapitre 1, entier (d, %) ne dépend pas du choix du représentant
d € K* de dV, ce qui nous permet de le noter (dV,Zk). Si (W, k) est un autre espace
hermitien sur E, alors dV = dW si et seulement si (dV, E/K) = (dW, E/K).

Nous renvoyons I'étude des localisés des réseaux en les places finies non décomposées au
chapitre 3.

§4. Le théoréme de Hasse-Minkowski pour les formes hermitiennes

Considérons une extension quadratique £ de corps de nombres et notons o 'unique
élément non trivial du groupe de Galois de .

Enoncgons tout d’abord le théoreme de Hasse-Minkowski pour les formes quadratiques. 11
est prouvé dans [7], théoreme 66:4.

4.1 THEOREME. (Théoréme de Hasse-Minkowski) Soit K un corps de nombres. Alors
deux espaces quadratiques non dégénérés sur K sont isométriques si et seulement si tous
leurs localisés sont isométriques. O

Nous allons en prouver un analogue pour les formes hermitiennes en nous y ramenant.

4.2 THEOREME. Soient (V,h) et (W, k) deux espaces hermitiens non dégénérés sur E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (V,h) ~ (W, k)

(ii) (Vp, hy) =2 (W, ky) pour toute place p de K.

Preuve. 11 suffit de prouver que Passertion (ii) implique P’assertion (i).
Supposons donc que (V}, hy) ~ (W, ky) pour toute place p de K.

Remarquons tout d’abord que (V,A) et (W, k) représentent les mémes éléments, c’est-a-
dire que h(V) = k(W). En effet, on a (V}, h;,) = (W), k) pour toute place p, donc, grace
au théoreme de Hasse-Minkowski, (V) h') ~ (W, k). En particulier, on a h'(V) = k'(W)
et donc h(V) = W(V) = kK'(W) = k(W).

D’autre part, il est clair que 'hypothese implique que dim ,V = dim W ; notons n cet
entier et raisonnons par récurrence sur n.

Si n = 1, alors la remarque ci-dessus garantit l'existence de a € K™ représenté par & la
fois par (V,h) et (W, k) de sorte que V < a >~ W.
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Supposons n > 1. De maniére analogue, on obtient des décompositions V ~v<a > 1 Vet
W ~<a>_1 W pour un a € K* et des sous-espaces V et W de V et W respectivement.
11 suffit alors de prouver que (Vy, hy) =~ (W,,k,) pour toute place p et nous pourrons
conclure par récurrence.

Si p est décomposée, alors l'assertion est claire grace & la proposition 1.1.

Supposons que p soit finie non décomposée. Alors adV, = dV, = dW, = adW,, donc
dV, = dW, et la proposition 3.1 permet de conclure.

Finalement, supposons p infinie non décomposée. Supposons en plus que a, € R*?, le cas
oll a, € —R*? se traitant de maniére analogue. Si Vp =WV LVaet W, =W, LW,
sont des décompositions respectives de V, et W, avec V; et W, définis positifs et V3
et W, définis négatifs, alors < a, > 1L Vi et < ap > 1 W) sont aussi définis positifs et
donc V, @ (< ap, >L Vi) L Voot Wy > (< a, >L Wy) L W, sont aussi de telles
décompositions. Par conséquent, I~ (Vy, hy) = I7(Vy, hy) = I~ (Wy, ky) = I~ (W, kp) et
nous pouvons conclure grace au corollaire 2.3. O

4.3 REMARQUE. Il est en fait possible de voir ce dernier théoreme comme corollaire
immédiat du théoreme de Hasse-Minkowski, en utilisant le résultat suivant dont la preuve
se trouve dans [8], chapitre 10, théoréme 1.1 :

Deux espaces hermitiens sur E possédant les mémes associés (& isométrie pres) sont

isométriques.

Ce résultat n’est pas tout-a-fait évident. C’est le moyen utilisé par W. Scharlau dans son
livre [4] pour ramener la théorie des formes hermitiennes & celle des formes quadratiques.
Notre approche a 'avantage d’étre un petit peu plus directe dans le cas particulier qui
nous intéresse, mais elle a le défaut de cacher un phénomeme plus général.

Le théoreme de Hasse-Minkowski nous permet de donner d’autres invariants de genre
pour les réseaux comme 'extension a E et en particulier le discriminant.

Notons B 'anneau des entiers de E.

4.4 COROLLAIRE. Soient (L,h) et (M, k) deux B-réseaux dont on note (V, h) et (W, k)
les extensions respectives a E. Supposons (L, h) et (M, k) dans le méme genre. Alors
(V,h) >~ (W, k). En particulier dL = dM.

Prewve. Comme (L, h) et (M, k) sont dans le méme genre, on a (Ly, hy) ~ (M,, k,) donc
(Viy hy) = (W, k) pour toute place p de K et par conséquent (V, h) =~ (W, k). O

§5. Un systéeme d’invariants pour les formes hermitiennes

Reprenons les notations du paragraphe 4.

Cherchons maintenant un systéme d’invariants qui permette de classifier les formes hermi-
tiennes sur £. Il est clair que la dimension, le discriminant et les signatures des p-localisés
pour les p € J sont des invariants. Supposons que (V, h) et (W, k) soient deux espaces
hermitiens de méme dimension avec dV = dW et I,(V,h) = I,(W, k) pour toute place

ped.
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Soit alors p une place de K.

Si p est décomposée, alors V), >~ W, grace a la proposition 1.1.

Comme dV,, = (dV), = (dW), = dW,, on a V, ~ W, si p est finie non décomposée, par
la proposition 3.1.

Finalement, si p est infinie non décomposée, la condition I,(V, h) = I,(W, k) nous garantit,
par le corollaire 2.3, que V, ~ W,.

En résumé, nous avons montré que V, ~ W, pour toute place p de K.

Grace au théoreme 4.2, nous avons prouvé le théoreme de Landherr :

5.1 THEOREME. (Théoréme de Landherr) Soient (V,h) et (W, k) deux formes hermi-
tiennes sur E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (V,h) = (W, k)
(ii) dim V = dim W, dV = dW et I,(V, h) = I,(W, k) pour tout p € J. a

Considérons un espace hermitien (V) h) sur E et ses invariants dim V', dV et I,(V, h)
pour les places p € J. Quels sont les relations entre ces derniers ?

M est clair que,sipe J,alors Vp2<1>1 - L<l>Ll<~1>L.-- L<—1>avec
dimg(<1>L---L<1>)=If(Vih) et dim (< ~-1>L.-- L<~1>)=1I7(V,h)et
donc dV, = (=1)%» VM. D'autre part, IJ(V, h) + I; (V,h) = dim V.

La proposition suivante nous dit que ce sont en fait les seules relations que I'on a en toute
généralité :

5.2 PROPOSITION. Soient n un entier et d € K*. Considérons pour toute place p € J
un couple (ap, b,) d’entiers non négatifs avec a,+b, = n et dy, = (—1)%. Alors il existe un
espace hermitien (V, h) sur E de dimension n tel que I'on ait dV = d et I,(V, h) = (ay, by)
pour tout p € J.

Preuve. Nous utiliserons le fait suivant : si P est un ensemble de places infinies réelles
et si f: P — {+1} est une application, il existe z € K* tel que le signe de z, soit f(p)
pour tout p € P. Cela découle directement du théoréme d’approximation faible (cf. {2],
chapitre 2, théoréme 8, p. 66).

Procédons par récurrence sur n.

Sin =1, alors V := < d > répond a la question.

Supposons nn > 1. Soient A:={p € J |a, =0} et B:= J \ A. Vu la remarque ci-dessus,
il existe z € K* tel que z, soit positif (resp. négatif) pour tout p € B (resp. p € A).
Posons d' = £, (a},, b,) = (ap, by — 1) si p € A et (a}, b,) = (ap, — 1,b,) si p € B. On vérifie
aisément que d, = (—1)% pour tout p € J.

Par hypothese de récurrence, il existe un espace hermitien (W, k) de dimension n— 1 avec
dW = d' et I,(W, k) = (ay, b,) pour tout p € J. L'espace hermitien (V,h) défini par
V =<z >1 W répond a la question. O

5.3 COROLLAIRE. Soit n un entier strictement positif. Considérons pour toute place p
de K un module hermitien (Viyy, h(py) libre de dimensionn sur E ®, K,,. Alors il existe un
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espace hermitien (V, h) sur E tel que (Vp, hy) ~ (Viy), hyp)) si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) L’ensemble des places p telles que (dV(y), E/K)p = —1 est fini.
(ii) On a H (AVp), E/K)p =1
p

Preuve. Supposons 'existence d'un espace hermitien (V,h) avec (Vj, hp) =~ (Vip, Aqp))-
En particulier, on a (dV(p),E/K)‘U = (01\/]9,"3/}()p = (dV, %) , et on conclut gréce & la
proposition 4.4 du chapitre 1.

Supposons maintenant les assertions (i) et (ii) vérifiées. Vu la proposition 4.5 du cha-
pitre 1, il existe d € K* avec (d, %) . = (dVp), E/K)p pour toute place p. Grace a la
proposition 5.2, il existe un espace hermitien (V) h) sur E de discriminant d et de signa-
tures Io(Vip), h(p)) pour tout p € J. En utilisant les propositions 1.1 et 3.1 ainsi que le
corollaire 2.3, on conclut que (Vj, hy) = (W), hp)) pour toute place p de K. O

§6. Représentation et isotropie

Dans ce dernier paragraphe, nous conservons les notations du paragraphe 4.

Considérons le probléme de la représentabilité d’un espace hermitien par un autre.
Rappelons qu’un espace hermitien (W, k) est dit représenté par 'espace hermitien (V, h)
s'il existe un homomorphisme E-linéaire f : W — V avec h(f(z), f(y)) = k(z,y) pour
tout z, y € W. Comime tous les espaces que nous considérons sont non dégénérés, un tel
f ne peut étre qu’injectif. Ainsi (W, k) est représenté par (V, h) si et seulement si (W, k)
est isométrique & un sous-espace de (V,h). En particulier, si dim ;W = dim _V, alors
(W, k) est représenté par (V, h) si et seulement si (W, k) =~ (V,h). Nous nous limiterons
donc au cas ot dim W < dim V.

6.1 PROPOSITION. Soient (V,h) et (W, k) deux espaces hermitiens de dimensions res-
pectives n et m avec m < n. La condition nécessaire et suffisante pour que (W, k) soit
représenté par (V, h) est que I (W, k) < I} (V, h) et I; (W, k) < I, (V, h) pour toutp € J.

Preuve. La nécessité est claire.
Prouvons la suffisance. Considérons 1'élément d := -é% € K* et pour toute place p € 7, le
couple (ap, by) == (I} (V, h)—IF (W, k), I; (V,h)~I; (W, k)). Sip € J,onaa,+b, = n—m

I7(V,h)

et d, = 2%}5% = (L:—ll)%m = (—1)% et donc, grace & la proposition 5.2, il existe un espace

hermitien (U,[) de dimension n —m avec dU = d et I,(U,1) = (ay, by) pour toute place
p € J. 1l est alors clair que W L U a les mémes invariants que V et donc, grace au
théoréme 5.1, que W L U ~ V. O

Soient (V, h) un espace hermitien sur F et a € K*. Il est clair que a € h(V) si et seulement
si < a > est représenté par (V,h).

On prouve alors facilement le corollaire suivant :
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6.2 COROLLAIRE. Soient (V,h) un espace hermitien sur E de dimension au moins 2 et
a € K*. Alors a € h(V) si et seulement si a, € h(V,) pour tout p € J. O

On appelle plan hyperbolique tout espace hermitien sur E isotrope de dimension 2.

Si (H,1) est un plan hyperbolique, on vérifie que H ~< 1 > 1L < —1 >. En particulier,
il n’y en a essentiellement qu’un seul et ses invariants sont dim ,H = 2, dH = —~1 et
Ij(H,l) = I;(H,l) = 1 pour toute place p € J.

Soit (V,h) un espace hermitien sur E. Il est facile de voir que (V, k) est isotrope si et
seulement s’il représente un plan hyperbolique.

Compte tenu de ces observations, les conditions d’isotropie s’expriment ainsi :

6.3 COROLLAIRE. Soit (V,h) un espace hermitien sur E de dimension au moins 3. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (V, h) est isotrope
(ii) (Vi, hy) est isotrope pour tout p € J
(iii) I} (V,h), I;(V,h) 2 1 pour tout p € J. O



Chapitre 3

Isométrie de réseaux sur les corps locaux

Le but de ce chapitre est de classifier les réseaux sur les corps locaux et de voir dans quelle
mesure les facteurs invariants d’un réseau déterminent sa classe d’isométrie.

Nous exploiterons certains réultats de larticle de Jacobowitz [4] et nous nous contenterons
le plus souvent de les citer sans démonstration.

Dans le premier paragraphe, nous introduirons quelques notions au sujet des corps locaux.
Dés le deuxiéme paragraphe, K désignera un corps local d’anneau de valuation A, d’uni-
formisante 7 et nous considérerons une extension quadratique E := K(v/8) de K d’anneau
de valuation B et d’uniformisante p. Notons o 'unique élément non trivial du groupe de
Galois de I'extension /.

Nous supposerons K de caractéristique nulle.

§ 1. Quelques résultats sur les corps locaux

Dans tout le paragraphe, (K, p) désignera un corps local de caractéristique nulle et A sera
son anneau de valuation. Nous noterons v, la valuation p-adique de (K, p).

1.1 DEFINITION. On appelle uniformisante de (K,p) tout générateur de 'unique idéal
premier de A.

Il est clair que 7 € K est une uniformisante de K si et seulement si v, (7) = 1 et que le
quotient de deux uniformisantes de K est une unité de A.
D’autre part, les idéaux fractionnaires de A sont tous de la forme 7' A avec i € Z.

Commencons par étudier les unités qui ne sont pas des carrés et introduisons la notion
de défaut quadratique qui décrit en quelque sorte ’écart entre une unité et un carré.

1.2 DEFINITION. Soit z € A*. On appelle défaut quadratique de x 'intersection de tous
les idéaux a de A tels qu'il existe y € A avec z — 7% € a.

On peut vérifier que le défaut quadratique de x est le plus petit idéal de A tel que z soit
congru & un carré modulo cet idéal.

Le lemme suivant est central dans cette discussion. Il dit en fait que toute unité dont la
différence a 1 est suffisamment divisible par 7 est un carré. Ce lemme, que Jacobowitz
appelle le lemme de Hensel dans [4], est le théoréme 63:1 dans [7] :
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1.3 LEMME. Pour tout = € A, il existe y € A tel que 1 + 4wz = (1 + 27y)% O

En particulier, une unité x € A* est un carré si et seulement si son défaut quadratique
est nul.

La propostion suivante est prouvée dans (7], 63:2 :

1.4 PROPOSITION. Soit x € A* de défaut quadratique a. Supposons que x ne soit pas
un carré. Alors 0 < v, (a) < v, (4) et de plus Uentier v, (a) est impair ou vaut v, (4). O

De plus, il existe toujours une unité de défaut quadratique 4A (cf. [7], 63:4).

Décrivons maintenant brievement le comportement d’une extension quadratique de corps
locaux. Nous pouvons énoncer :

1.5 THEOREME. Soient E une extension quadratique de K et B la cléture intégrale de
A dans E. Alors il existe exactement une place P de E au dessus de p et (E,P) est un
corps local dont 'anneau de valuation est B.

Preuve. Un partie de la démonstration se trouve dans [7]. L’existence et 'unicité de la
place P découle du théoréme 14:1 et le fait que (E,PB) soit un corps local de la proposi-
tion 32:3. Il reste & prouver que B en est I’anneau de valuation.

Il est clair que B est un anneau de Dedekind. Soit £ un idéal premier non nul de B.
Alors QN A est un idéal premier non nul de A donc QNA=pet p C Q. Ainsi Q induit
une place de E au-dessus de p, donc 9 = 9B. On en déduit que B = {z € K |v,(z) 20}
ce qui montre que B est anneau de valuation du corps local (£, J3). g

En particulier, la place p est non décomposée ; elle est ainsi ramifiée ou inerte.

Nous dirons que lextension 4 est ramifiée si la place p est ramifiée et non ramifiée si
la place p est inerte. Nous dirons que l'extension % est dyadique si K est un corps local
dyadique ou, de maniere équivalente, si F est un corps local dyadique.

Soit £/ une extension quadratique de corps locaux. Supposons K et E d’uniformisantes
respectives 7 et p. Il existe 8 € K avec E = K(v/0) ; comme 6 est défini & un carré pres,
on peut le choisir unitaire ou de valuation 1.

Il est clair que v,(r) = 2 si extension ¥ est ramifiée et v,(r) = 1 si elle est non
ramifiée. Soit z € K*. Ecrivons z = 7¥n avec k € Z et n € A*. Alors v (z) = kv, () et
v, (z) = kv (m) de sorte que v, (z) = 2v,(z) si extension est ramifiée et v, (z) = v, ()
si elle est non ramifiée.

Supposons que v, (§) = 1. Alors V@ € B est de valuation strictement positive et ainsi
1 < v,(vV8) = 3v,(0) < v (8) = 1 de sorte que 3v,(6) = v, (6) et donc 'extension Fx
est ramifiée.

Supposons que v, () = 0, autrement dit que @ soit une unité. Vu la proposition 63:3
dans [7], lextension &/ est non ramifiée si et seulement si 6 est une unité de défaut
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quadratique 4A. Si l'extension est non dyadique, alors, vu la proposition 1.4, § ne peut
étre qu'une unité de défaut quadratique 4A et donc ’extension est non ramifiée.

En résumé, nous avons montré :

1.6 PROPOSITION. Soient K un corps local de caractéristique nulle, A son anneau de
valuation et § € A une unité ou une uniformisante telle que E = K (+/8) soit une extension
quadratique de K.

(i) Si B/ est non ramifiée, alors 6 est une unité de défaut quadratique 4A.

(ii) Si ¥ est ramifiée non dyadique, alors 6 est une uniformisante de K.

(iii) Si Bfx est ramifiée dyadique, on a deux possibilités : 0 est une uniformisante de K
ou 6 est une unité de défaut quadratique n%*+14 avec 0 < 2k + 1 < v (4). O

§ 2. Modularité et décompositions de Jordan

Le but de ce paragraphe est de définir une classe particuliere de réseaux appelés réseaux
modulaires qui possédent des propriétés agréables. Ensuite, nous montrerons comment
tout réseaun peut s’écrire comme somme orthogonale de réseaux modulaires.

Soit L un B-module projectif de type fini. Comme B est principal, L est libre de rang
que P'on notera n.

Siz € E®pL, il existe a € E* avec az € L et donc B,L := {a € F|az € L} est un idéal
fractionnaire non nul de E. Il est clair que x € L si et seulement si B,L D B.

On dit que z € L est un vecteur mazimal de L si B,L = B.

Notons que tout vecteur d’une B-base de L est maximal. Siz € L est un vecteur maximal,

alors il existe une B-base z1,...,z, de L avec £ = x;.

2.1 DEFINITION. Soient (L, h) un B-réseau et a un idéal fractionnaire non nul de E. On
dit que (L, h) est a-modulaire si h(z, L) = a pour tout vecteur maximal z € L.

Si B € E*, on dit parfois f-modulaire au lieu de SB-modulaire.

2.2 REMARQUES. Soit (L, h) un réseau a-modulaire.

i) Il est clair que HL = a.

ii) Sib est un idéal fractionnaire non nul de E, alors (bL, h) est un réseau b?a-modulaire.
En effet, écrivons b = B pour un 3 € E*. Alors, tout vecteur maximal y de bL
s'écrit y = Bz ou z est un vecteur maximal de L et on a h(y,bL) = h(y,BL) =
= h(fBz, BL) = Bo(B)h(z, L) = b%a.

iii) On a L¥ = a7 L.

En effet, la relation h(L,L) C a implique h(a™*L,L) C B et donc a™!L C L¥,
Réciproquement, si z € L#, il existe « € E* avec az vecteur maximal de L. On a
alors a = h(az, L) = ah(z, L) C aB, donc o' € a™! et ainsi z = o (az) € a7 L.

iv) Gréce a ii) et iii) il est clair que (L#, h) est a~!-modulaire.
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2.3 REMARQUES. On a également les propriétés suivantes :

i) Soient (Li,hy), (L, h2) des B-réseaux a-modulaires. Notons h = h; L hy. Alors
(Ly L Ly, h) est aussi a-modulaire.
En effet, soit x € L; L Ly un vecteur maximal. On a clairement h(z,L; L L,) C a.
D’autre part, il existe y € L, et z € Ly avec x = y + 2. On peut supposer y maximal.
Il existe u € Ly avec hi(y,u)B = a. Comme h(z,u) = hi(y,u), on a h(z,u)B = a.

ii) Soit (L,h) un B-réseau défini par L = 2B ® yB ~ ( o ) g) avec v, (03) < vy ()

o
et v, (8) < v, (7). Alors (L, h) est S-modulaire. (
En effet, soit z := ax + by un vecteur maximal de L. 1l est clair que h(z,L) C BB.
D’autre part, on peut supposer que a ou b est une unité : supposons par exemple que
a € B*. On a alors v, (h{az +by, y)) = v, (a bz, y) +bh(y,y)) = v, (aB+bYy) = v,(6)
car v, (08) = vy(af) < v, (by) et donc h(z, L) = BB.

2.4 LEMME. Soient (L, h) un B-réseau et J un sous-réseau H L-modulaire de L. Alors J
est une composante de (L, h).

Preuve. On a clairement EQp L=E®pJ L (E®p J)*L.

Montrons que L = J 1L (LN (E ®p J)*).

1 suffit de vérifier que L C J L (LN (E ®p J)1).

Soit € L. Ecrivons z = y+zavecy € E®p J et 2 € (E ®p J)*. On a alors
h(y,J) = h(z,J) C h(L,L) = HL et donc (HL) 'y ¢ J# = (HL)"'J de sorte que
yeJCLetquez=z—ye€ LN(E®zJ)" O

2.5 DEFINITION. On appelle triplet de Jordan tout triplet de la forme (t,7,s) o t € N,
ri=(r1,...,7t) € Nt et s:= (s1,...,8;) € Z* avec 51 < --- < 8.

2.6 DEFINITION. Soit (¢,, s) un triplet de Jordan.

Soit (L, h) un B-réseau. On appelle décomposition de Jordan de (L,h) de type (¢,r,3)
toute suite Ly, ..., L; de sous-réseaux de L avec L = L; L --- L Ly et L; p%-modulaire
de rang r; pour tout 1 < i < ¢t.

Nous allons maintenant montrer que tout réseau admet une décomposition de Jordan.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

2.7 LEMME. Soit (L,h) un B-réseau. Alors il existe une composante modulaire J de
(L,h) de rang 1 ou 2 telle que HJ = HL et NJ = N'L.

Preuve. Supposons que N'L = HL. Alors il existe z € L avec v, (h(z,z)) minimal,
en d’autres termes avec h(z,z)B = NL. Il est immédiat que J = zB est un réseau
modulaire vérifiant HJ = HL et N'J = N L. On conclut grice au lemme 2.4.

Supposons que N'L # HL. Alors il existe z,y € L avec v, (h(z,y)) minimal, en d’autres
termes avec h{z,y)B = HL. Remarquons que zB +yB est un sous-réseau H L-modulaire
de L par la remarque 2.3 ii) et donc une composante de L grace au lemme 2.4.
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Si N(zB + yB) = N'L, alors J := £B + yB répond & la question.

SiN(zB + yB) # NL, alors 'égalité NL = N(zB + yB) + N (zB + yB)* montre exis-
tence de 2z € (zB+yB)™* avec v, (h(z, z)) minimal, en d’autres termes avec h(z, 2) B = N'L.
Ainsi J := (x + 2) B + yB répond & la question. O

Soit (L, h) un B-réseau. Une utilisation récursive du lemme ci-dessus montre que (L, h)
s’écrit comme somme orthogonale de plans et droites modulaires dont 'un ou 1'une a
méme norme et échelle que L. En regroupant les termes adéquatement, on obtient, grace
a la remarque 2.3 i), une décomposition de Jordan de (L, h) dont 'une des composantes,
en 'occurence la premiere, a méme norme et échelle que L.

En résumé, nous avons prouvé le résultat suivant :

2.8 PROPOSITION. Soit (L,h) un B-réseau. Alors (L,h) admet une décomposition de
Jordan L, ...,L; avec HL, = HL et NL; = NL. O

Intéressons-nous maintenant au lien entre les facteurs invariants d’un réseau et le type
d’une de ses décompositions de Jordan.

Soit (L, h) un B-réseau et Ly,..., L; une décomposition de Jordan de L de type (t, T, s).
AMlors L=L; L--- 1 Lietdonc L#¥ =L¥ 1 ... LL¥=p=1L; L -.. Lp*L, grace &
la remarque 2.2 iii). Ainsi les facteurs invariants de (L, h) sont

p"B=...=p"BDp”B=...=p2BD...Dp*B=..-=p"B,

chaque p* B apparaissant r; fois.

En particulier, grace & 1'unicité des facteurs invariants de (L, k), on en déduit que toutes
les décompositions de Jordan d’un réseau sont du méme type, ce qui nous permet de
définir le type d’un B-réseau comme étant le type d’une de ses décompositions de Jordan.
I est clair que deux réseaux isométriques ont le méme type.

D’autre part, le calcul ci-dessus nous montre que le type et les facteurs invariants sont
essentiellement les mémes invariants d’isométrie des réseaux :

2.9 PrROPOSITION. Deux B-réseaux ont le méme type si et seulement s’ils ont les mémes
facteurs invariants. 0O

On observera qu’un réseau est B-modulaire si et seulement s’il est unimodulaire.

Soit (¢, 7, s) un triplet de Jordan.

Notons C(t,r,s) Pensemble des classes d’isométries de réseaux de type (t,r,s).

Si A € {£1}, notons C,(t,7, s) 'ensemble des classes d’isométrie de réseaux de type (t,r, s)
et de discriminant d avec (d, ¥k ) = A. Il est clair que C(t,r, s) est la réunion disjointe de

C_1(t,r,s) et de Cyq (2,1, 8).
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§3. Décompositions de Jordan saturées

Le type d’un réseau est-il un invariant suffisant pour déterminer la classe d’isométrie
d’un B-réseau ? Ce n’est pas le cas en toute généralité, les problémes ne survenant
d’ailleurs que si ’extension est ramifiée. Il faut donc essayer de définir d’autres invariants.
On souhaiterait choisir la norme des réseaux d’une décomposition de Jordan. Mais il
existe des réseaux admettant deux décompositions de Jordan L,...,L; et Li,..., L}
avec N'L; # N'L; pour certains 1 < i < ¢.

Nous allons éviter cet inconvénient grice & la notion plus forte de décomposition de
Jordan saturée. Nous prouverons que tout réseau possede une décomposition saturée et
nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une décomposition de
Jordan arbitraire d’un réseau soit saturée.

Soient (L, h) un B-réseau et a un idéal fractionnaire non nul de E.
Posons L* = {z € L|h(z,L) € a}. Il est clair que L® est un sous-réseau de L tel que
HL® C a.

Soient (L1, h1) et (Lo, hy) des B-réseaux.
Si Ly ~ L, alors L§ ~ L§. ‘
On vérifie aisément que (Ly L Lp)* = L§ L L§ comme sous-réseaux de (L; L Ly, hy L hy).

Si s € Z, nous noterons L® au lieu de L®*B),

Supposons que (L, h) soit un réseau b-modulaire. Si b C a, alors L* = L. Si b D a avec
b # a, on vérifie que L® = ab~1L.

Soient (L,h) un B-réseau, Li,...,L; une décomposition de Jordan de (L,h) de type
(t,r,8) et 1 < j <t Alors

(1) L% :ij—SlLl Lo _l_psj_sj"le..l 1 Lj L4 Lt.
Il s’ensuit que N'L; C N'L% pour tout 1 <4 < tet que NL** D - D NL*,

3.1 DEFINITION. Considérons un B-réseau (L,h) et Li,...,L; une décomposition de
Jordan de (L, h) de type (t,r,s). On dit que Ly, ..., L; est saturée si N L% = N'L; pour
tout 1 <7<t

3.2 THEOREME. Tout B-réseau posséde une décomposition de Jordan saturée.

Preuve. Soit (L, h) un B-réseau. Soit t le nombre de composantes de n'importe quelle
décomposition de Jordan de (L, h). Montrons par récurrence sur 1 < j < t qu’il existe
une décomposition de Jordan Li,..., L; avec N L% = N'L; pour tout 1 < i < 7.

Supposons j = 1. Alors on a L = L grice a la formule (i) et le résultat découle de la
proposition 2.8.

Soit 1 < j < t. Soit Ly, ..., L; une décomposition de Jordan de (L, h) avec N'L% = NL;
pour tout 1 < ¢ < j — 1. Il s’agit de trouver une décomposition de Jordan L,..., L} de
(L, h) avec N'L* = N'L] pour tout 1 €1 < jJ.

Remarquons tout d’abord que la formule (i) implique que N(L; 1 --- L L;) C NL%.
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Supposons N(L; L --- L L;) = N'L%, Alors, en vertu de la proposition 2.8, Lyl.-.-1 L
possede une décomposition de Jordan J,...,J; avee NJ; = N(L; L --- L L;). Ainsi
Ly,...,Lj1,Jj,...,J; est une decomposxtlon de Jordan de (L, h) avec NLSJ = NJ;.

Supposons N(L; L -+ L L) # NL%. Alors, vu la formule (i), il existe 1 < k < j — 1
avec N'L* = N(p*~5¢L). Posons J = p%(L; L Ly)# = L; L p%~% L,

Comme NL; C NL% = N(p%~Ly), on a NJ = NL%. Or L; est p*-modulaire
et p%sk L est p?®~*k-modulaire avec s; < 2s; — s. La proposition 2.8 nous garantit
Pexistence d’une décomposition de Jordan J = J; L J; avec J; p%-modulaire de norme
NL% et J, p*i~sk-modulaire.

On vérifie que L; L Ly = (p79J)# = (p~siJ)#* L (p7%Jy)# = Jy L p%~%J, avec
p* %1 Jy p*e-modulaire. Vuque NLy = NL* D NL% D NLj, ona NL, = N(L; L Ly).
Mais NJ; = N L% = N(p%=%6 L) 2 NL = N(Lj L L) et donc N(pak—sjjz) =NL; =
N L3k, .
Ainsi Ly, ..., Lg_1,p** % Jy, L1, ..., Lj—1, J1, Ljta, . .., Ly est une décomposition de Jor-
dan de (L, h) avec la propriété requise. a

Soient (L,h) un B-réseau et Ly, ..., L; une décomposition de Jordan de (L, h) de type
(t,r,5). Posons n = (ny,...,n;) avec n; = vy, (NL;) pour tout 1 < ¢ < t. Le quadruplet
(t,7,8,n) g’appelle le type fondamental de Ly, ..., L.

Le résultat suivant est clair :

3.3 PROPOSITION. Deux décompositions de Jordan saturées d’un réseau ont méme type
fondamental. 0

Cette proposition nous permet de définir le type fondamental d’un réseau comme étant le
type fondamental de n’importe quelle décomposition de Jordan saturée de ce réseau. Il
est clair que le type fondamental est un invariant d’isométrie des réseaux.

Soient (L, h) un B-réseau et Ly, ..., L; une décomposition de Jordan de (L, k) de type fon-
damental (¢,7,s,n). Quelles conditions faut-il poser sur les n; pour que la décomposition

soit saturée 7 Vu la définition 3.1 et la formule (i), Ly,..., L; est saturée si et seulement
si NL; C Np*=1Ly,... Np%i=%-L; \NLjy....,NL pour tout 1 < j < ¢t, c’est-a-
dire si et seulement si n; < nji1,...,7 €t ny < 285 — 281 +ny,..., 285 — 2851 + Ny
pour tout 1 € j < t ou, de maniere équivalente, si et seulement si n; < -+ < n; et
Njp1 — Ny < 28541 — 28; pour tout 1 < j <t — 1L Ainsi nous avons prouvé :

3.4 PROPOSITION. Soient (L, h) un B-réseau et Ly,. .., L; une décomposition de Jordan
de (L, h) de type fondamental (t,r,s,n).

Alors Ly, ..., L est saturée si et seulement siny < -+ < ny €t njp — Ny < 28541 — 285
pour tout 1 < 7 <t—1. O

3.5 DEFINITION. On appelle quadruplet de Jordan tout quadruplet (¢,7,s,n) ot t € N,
::(1"1, 1) ENE 5= (81,...,8) EZE et ni= (ny,...,m) € (2Z) avec $; < -+ < 8,
ny < < ng et nypy —ny < 2(s541 —8;) pour tout 1 <5 <t —1.
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La proposition 3.4 nous dit qu'une décomposition de Jordan est saturée si et seulement
si son type fondamental est un quadruplet de Jordan.

Soit (¢,r,s,n) un quadruplet de Jordan.

Notons C(t,7,s,n) I'ensemble des classes d’isométries de réseaux possédant (t,r,s,n)
comme type fondamental.

Si A € {£1}, notons C,(t,r, s,n) I'ensemble des classes d’isométries de réseaux de type
fondamental (t,r,s,n) et de discriminant d avec (d, %/k) = A. Il est clair que C(t,r,s,n)
est la réunion disjointe de C_y(t,r, s,n) et de C41(t, r, 8, n).

§4. Cas d’une extension non ramifiée

Supposons dans ce paragraphe que 'extension £/ soit non ramifiée.
Vu la proposition 1.6, 6 est une unité de défaut quadratique 4A et on a v (7) = 1, ce qui

nous permet de supposer que p = 7.
D’autre part, on a (m, ¥k ) = =1 (cf. [7], 63:3).

Commencgons par déterminer la structure des B-réseaux modulaires. Le résultat suivant
est prouvé dans [4], paragraphe 7, page 453 :

4.1 PROPOSITION. Soit (L, h) un réseau p*-modulaire. Alors L ~<7*>1 ... L <7 >,
En particulier, NL = HL et (dL, %) = (—1) ek, O

Le critére de la proposition 3.4 montre que toute décomposition de Jordan est saturée.

D’autre part, on en déduit aisément que deux B-réseaux sont équivalents si et seulement
s’ils sont du méme type.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 4.1 :

4.2 THEOREME. Soit (t,7,s) un triplet de Jordan. Alors |C(¢,r,s)| = 1.
De plus, si A € {1}, alors |Ca(t,7,s)| < 1 et on a |CA(t,7,8)| = 1 si et seulement si
)\ — (_1)r151+"'+7't3t' E]

§5. Cas d’une extension ramifiée non dyadique

Supposons dans ce paragraphe que I’extension 5 soit ramifiée non dyadique.
Vu la proposition 1.6, on a v, (#) = 1 et donc ’UE(\/é) = 1, ce qui nous permet de supposer

que 7 = 6 et que p = /7.
On a (7, %) = —1 car # = —p o(p). D’autre part, il existe une unité A € A* de défaut

quadratique 44 et lon a (A, %) = —1 (cf [7] 63:4 et 63:11a). Ainsi 1 et A sont des
représentants des classes de K* modulo {zo(z)|x € E*}.

Commencons par déterminer la structure des B-réseaux modulaires.

Soit s € Z.
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Considérons le B-réseau (H(s), k) défini par H(s) = 2B ®yB ~ (U((Z))s) %s )

On vérifie aisément que (H(s),h) est p*-modulaire de norme p**'B et de discriminant
dH(s) = —1.

Le résultat suivant est prouvé dans [4], proposition 8.1, page 453 :

5.1 PROPOSITION. Soit (L, h) un B-réseau p°*-modulaire de rang r.
(i) Supposons s pair. Il existe § € A* avec L ~< 7% >l 1< > 1< i >,
En particulier, NL = HL et (dL, %) = (=1, %) * (6, F).
(ii) Supposons s impair. Alors L ~ H(s) L --- L H(s). En particulier, r est pair,
NL =pHL et (dL, B) = (-1, Fx) 2. O

Soient s € Z et r € N.

Supposons s pair. Il existe exactement deux B-réseaux p®~-modulaires de rang r & isométrie
prés, chacun de discriminant différent. En effet, les B-réseaux L; et L, définis respective-
ment par Iy ~<7i >1 - l<mi>et Ly<mi>l . L<nt>1l<ndA> sont
clairement deux réseaux p*-modulaires de rang r non isométriques, car de discriminant
différent. De plus, la proposition ci-dessus nous dit que tout réseau p*-modulaire de rang
r est isométrique a Ly ou a Lo.

Si s est impair, il est clair qu’il existe exactement un B-réseau p*-modulaire de rang r si
r est pair, alors qu’il n’en existe aucun si r est impair.

En particulier, deux réseaux p°*-modulaires de rang r sont isométriques si et seulement
s’ils ont le méme discriminant.

D’autre part, la norme d’un réseau p°-modulaire est entiérement déterminée par s. En
utilisant la proposition 3.4, on voit que toute décomposition de Jordan est saturée.

Soit (¢,7,s) un triplet de Jordan. Posons P(t,r,s) = {i e N|]1 i < tets; €2Z} et
I(t,r,s) ={ie N|1<i<tets; ¢ 22}
Le théoréme suivant donne des conditions équivalentes a l'isométrie de réseaux. Il est
prouvé dans [4], théoreme 8.2, page 454.

5.2 THEOREME. Soient (L,h) et (L', ') des B-réseaux admettant les décompositions de
Jordan respectives L, ..., Ly de type (t,1,s) et L,..., L}, de type (¢',r’,s'). Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (L, k) et (L', ') sont isométriques
(ii) (t,r,s) = (t',r',s') et dL; = dL; pour tout j € P(t,r,s)
(iii) (t,r,s) = (t',1',s") et Lj ~ L; pour tout 1 < j <t. O

On peut alors immédiatement calculer le nombre de classes d’isométrie de réseaux d'un
type donné.

5.3 COROLLAIRE. Soit (t,r,s) un triplet de Jordan. Alors :

(i) On a C(t,r,s) =0 si et seulement s'il existe j € I(t,r, s) avec r; impair.
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(ii) Si C(t,7,s) #0, ona [C(t,r,s)| = 2PErsl, -

Essayons de déterminer maintenant le nombre de réseaux de type et de discriminant
donnés.

5.4 THEOREME. Soient (t,r,s) un triplet de Jordan tel que C(t,r,s) # 0 et A € {£1}.
(i) Si P(t,r,s) =0, alors |Ca(t,, s)f <letona IC,\(t, r,s)| = 1 si et seulement si
) = (__17 E/K)%(T1+~-+1‘t).
(ii) Si P(t,r,s) # 0, alors |CA(t, 7, s)| = 2PEme)i=t,

Preuve. L’assertion (i) découle de la proposition 5.1.

.. . . , . ’ ’
Prouvons (ii). Fixons j € P(¢,r,s). Posons ' =t — 1 et définissons ' € N¥ et ' € Z*
/I __ ' (@
par r = (7‘1, SRR N ES Y K ES PR ,Tt) et s = (.51, ey S5-1, 854100 - ,St).

Comme C(t,r,8) # 0, on a C(t',7’, s") # 0 grace au corollaire 5.3.

Définissons une application ® : Cy(¢,7,s) — C(t,r’, ') de la maniére suivante :

Soit (L, h) un réseau de Cy(t,r,s). Si Li,..., L, une décomposition de Jordan de (L, k),
leréseaun L' ==Ly L --- L Lj_y L Ljiy L --- L L, est de type (t',7',5’) et sa classe ne
dépend que de la classe de L grace au théoréme 5.2. Nous pouvons alors poser $(L) = L.
Montrons que $ est une bijection.

Soient L et L' deux réseaux de Cy(t,r,s) avec ®(L) ~ H(L’). Soient Ly,...,L; et
1s--+, L} des décompositions de Jordan respectives de L et L’. On a par définition
Lyl Ll L Ly Lee LLp=xly Lee- LLE L Ly Leoo L Ly D’autre
part, on a (dL;, k) = X- (®(L), 5k) = A- (®(L'), ¥k) = (dL}, %x). Comme L; et L]
sont tous deux p*-modulaires de rang r;, on a L; >~ L} et donc finalement L ~ L', ce qui
prouve l'injectivité de @.
Soit L' un réseau de C(¢', 7', s'). Comme s; est pair, il existe un B-réseau p*-modulaire J
vérifiant (deL’, E/K) = A. Alors L' L J est un réseau de Cy(t,r, s) tel que (L' L J) ~
L’ et ainsi @ est surjective.

Finalement |Cy(t, 7, s)l = |c(, 7, )| = P r' s = 9IP(tr)l-1 par le corollaire 5.3. [

5.5 COROLLAIRE. Soient (t,r,8) un triplet de Jordan et A € {1}.
Alors 'C,\(t, T, s)] < omax(0,|P(trs)|-1) ]

§6. Cas d’une extension ramifiée dyadique : réseaux modulaires

Supposons dans ce paragraphe que ’extension £/ soit ramifiée dyadique.
On a donc vy (7) = 2.
Vu la proposition 1.6, on a essentiellement deux possibilités pour 6 :

(0)=1.
On peut alors supposer que 7 = 6§ et que p = /7. Dans ce cas, on dit que 'extension est
ramifiée premiére, en abrégé R-P.

i) o,
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ii) @ est une unité de défaut quadratique 7**14 avec 0 < 2k + 1 < v, (4).
Ecrivons alors 8 = 1 + 7%+1§ avec § € A*. On a (1—;7;‘@) -a(lj;;g@) = 158 = —76 de sorte

que ’UE(l—';\k[Q) = 2v,(—76) = 1. On peut alors supposer que p = lﬂ;ﬁ@
Pextension est ramifiée k-unitaire, en abrégé R-Uy.

. Dans ce cas,

Remarquons que 'on a p o(p) = —n dans le cas R-P et p o(p) = —én dans le cas R-Uy.

Il existe une unité A € A* de défaut quadratique 44 (cf. [7], 63:4). Ecrivons alors

A = 1+4n avec ) € A*. Si extension F/x est ramifiée premiere, on a (A, Ek) = —1
(cf. [7], 63:11a).
Montrons qu'il existe w € A* tel que (w, ®/x) = —1. Si I'extension est ramifiée premiére,

on choisira w = A. Supposons alors I'extension ramifiée unitaire ; il existe un a € K non
nul tel que (a, %) = —1. 1l suffit alors de choisir w = a (p o(p)) .

Considérons alors une unité € de défaut quadratique maximal parmi les unités qui ne
sont pas une norme. Remarquons que si I'extension est ramifiée premiere, on peut encore
choisir € = A (cf. [7], 63:1).

Ainsi 1 et ¢ sont des représentants des classes de K* modulo {z o(z) |z € E*} et toute
unité de défaut quadratique strictement contenu dans celui de € est une norme.

Dans ce paragraphe, nous établirons la structure des réseaux modulaires.

Le théoréme suivant est le principal théoréme de classification des réseaux modulaires. Il
est prouvé dans [4], proposition 10.4, page 460 :

6.1 THEOREME. Soient s € Z et (L, h), (L', h') deux réseaux p°*-modulaires.
Alors L ~ [ si et seulement si rang L =rang L', dL = dL’' et NL = N'L'. O

Déterminons maintenant les relations entre le rang, le discriminant, 1’échelle et la norme
d’un réseau modulaire et dressons la liste compléte de tous les réseaux modulaires.

Soit s € Z. Considérons le B-réseau (H(s), k) défini par

H(s) = 2B ®yB ~ <0(§’9s) %) .

On vérifie aisément que (H(s), h) est p*-modulaire de discriminant dH(s) = —1. Pour le
calcul de sa norme, nous avons besoin d’un résultat technique simple prouvé dans [4] au

début du paragraphe 9, page 454 :

6.2 LEMME. Soient s € Z et x € p*B.
(i) Dans le cas R-P :
Si s est pair, on a z + o(z) € 2p°B et NH(s) = 2p°B.
Si s est impair, on a x + o(z) € 2p°*'B et NH(s) = 2p**'B.
(ii) Dans le cas R-Uy :
Si s est pair, on a z + o(z) € 2p°%*B et NH(s) = 2p*~%B.
Si s est impair, on a z + o(z) € 2p°"%*'B et NH(s) = 2p*~2%-1B. 0]
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Le théoréme suivant permet de nous limiter & n’étudier que les réseaux modulaires de
rang 1 ou 2. Cest la proposition 9.3 de la page 457 dans [4].

6.3 THEOREME. Soient s € Z et (L, h) un réseau p*-modulaire.
Alors il existe un sous-réseau p*-modulaire J de L de rang 1 ou 2 et de méme norme que
(L,h) tel que L~ J 1 H(s) L--- L H(s). O

6.4 REMARQUE. Le théoréme 6.3 peut étre vu comme corollaire immédiat du théoreme
de classification 6.1. Cependant, il permet de ramener la preuve du théoreme 6.1 aux cas
de réseaux de rang 1 ou 2. C’est d’ailleurs la méthode utilisée par R. Jacobowitz dans son
article [4]. Il n’est alors possible d’adopter le point de vue ci-dessus que si ’on dispose
d’une preuve directe du théoréme de classification 6.1.

Le théoréme 6.3 nous permet immédiatement de classifier les réseaux modulaires de rang

impair.

6.5 THEOREME. Soient r € N impair et s € Z.
(i) Si s est impair, il n’existe aucun B-réseau p*-modulaire de rang r.
(ii) Si s est pair, il existe alors exactement deux classes de réseaux p®-modulaires de
rang r. Si L, et L, en sont des représentants respectifs, on a NL, = N'L, = p*B

et (dLy, ¥x) = —(dLs, Fk).

Preuve. Si (L, h) est un B-réseau p*-modulaire de rang r impair, alors, vu le théoréme 6.3,
il existe un sous-réseau p*-modulaire J de rang 1 avec L ~ J L H(s) L --- L H(s) et
NJ = NL. Mais il est clair que NJ = HJ = p°B de sorte que s est pair. Cela prouve
d’une part P'assertion (i) et d’autre part que N'L = p*B.

Considérons les B-réseaux (L, h1) et (La, hy) p*-modulaires de rang r définis respective-
ment par Ly, ~< 72 > 1 H(s) L .- L H(s) et Ly ~<er? >1 H(s) L --- L H(s). On
a clairement (dLy, %) = —(dLg, %) et vu le théoréme 6.1, tout réseau p*-modulaire de
rang r est isométrique & L; ou a Ls. O

Soient 7 € N pair et s € Z. La classification des réseaux p*-modulaires de rang r est plus
délicate que celle des réseaux modulaires de rang impair. La norme des réseaux jouera
un role essentiel dans ce travail et nous allons tout d’abord déterminer les valeurs qu’elle
peut prendre. Le lemme suivant est prouvé dans [4], proposition 9.1 a), page 455.

6.6 LEMME. Soient s € Z et L un réseau p°~-modulaire de rang 2.
Alors HL D NL D NH(s). O

Pour classifier effectivement les réseaux p®-modulaires de rang r, nous devons distinguer
deux cas, selon que lextension ¥ est ramifiée premiére ou unitaire.

Supposons tout d’abord que I'extension ¥ soit ramifiée premiére.

Soient s € Z et m € Z avec s < 2m < s+ v,(2).
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Considérons le B-réseau (H(s,2m), h) défini par
H(s,2m) =zB & yB ~ Wﬂ: ps).

Comme s < 2m, le critére de la remarque 2.3 ii) nous montre que (H(s,2m), k) est
p*-modulaire. De plus, il est clair que (dH(s,2m), Bx) = (-1, Zkx).

Déterminons maintenant la norme de H(s,2m). Soit z := ax + by € H(s, 2m).
On a h(z,z) = ac(a)m™ + ac(b)p® + o(a o(b)p®) et done, en utilisant le lemme 6.2,

vy (M2, 2)) > min {2m + v, (ac(a)), v, (c7(b)p° +olac(B)p®)) }
> min{2m, s+1v,(2) }

2m

de sorte que N'H(s,2m) = p*™B.

Remarquons, dans le cas ol s est pair, que H(s, s+ vE(Z)) ~ H(s).

i

Considérons le B-réseau (J (s,2m), h) défini par

m p*
J(S, 27”) =zB@oyB ~ (U(ps) 47rs—m(__1)s+1,’7) .

Rappelons que 7 est une unité telle que A =1+ 4n.
On a v (4m* ™ (=1)°tn) = v, (4n°*™™)
=20,(2) +2(s —m)
=2 (v,(2) +5) — 2m
> 2(2m) —2m
= 2m
et ainsi, comme s < 2m, le critére de la remarque 2.3 ii) nous montre que (J(s,2m), k)
est p*-modulaire.
De plus dJ(s,2m) = 7™ 4r* "™ (=1)* 1y — (—7)°
= 4T (~1)* =——= — (—7)°
— (w1 - A1)
— ~An,
done (dJ(s,2m), Zk) = (A, Bk ) (-1, Ux) = — (-1, %)
Déterminons maintenant la norme de J(s,2m). Soit z = az + by € J(s,2m). On a
h(z,2) = ac(a)m™ + ac(b)p® + o(ac(b)p®) + bo(b)dn*~™(~1)*+y.
Mais v, (a o(a)m™) et v, (bo(b)4n*™(~1)*+'n) sont supérieurs ou égaux & 2m, donc, en
utilisant le lemme 6.2,
v, (h(2,2)) 2 min{2m, v, (ac(b)p® +o(ac(b)p®)) }
> min{2m, s+1v,(2) }

2m

I
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de sorte que N'J(s, 2m) = p*™B.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le théoréme suivant :

6.7 THEOREME. Supposons %/ ramifiée premiére. Soient r € N pair et s € Z.

(i) Pour tout n € Z pair avec s < n < s+ v,(2), il existe exactement deux classes
d’isométrie de B-réseaux p*-modulaires de rang r et de norme p"B. Si L, et Ly en
sont des représentants respectifs, on a (dLl, E/K) = -—(sz, E/K).

(ii) Sin = s+ v,(2) + 1 est pair et donc s est impair, il existe exactement une classe
d’isométrie de B-réseaux p°-modulaires de rang r et de norme p™ B, celle du réseau
H(s) L--- L H(s).

(iii) Pour toutes les autres valeurs paires de n, il n’existe aucune classe d’isométrie de
B-réseaux p*-modulaires de rang r et de norme p"B.

Preuve. Soit n € Z pair.

Supposons que n = s. Considérons les B-réseaux (L, hy) et (Lg, he) p*-modulaires de
rang r définis respectivement par [, ~< 77 >1< 7% >1 H(s) L --- L H(s) et
Ly~<en?>Ll<ni>L H(s)L--- L H(s). On a clairement NL; = N'Ly = p"B et
(dL1, Bx) = —(dLs, ¥k) de sorte que, vu le théoréme 6.1, tout réseau p°-modulaire de
rang r de norme p"B est isométrique a L, ou & Ls.

Supposons que s < n < s+ v,(2). Considérons les B-réseaux (Li, h1) et (Lq, hy) p*-
modulaires de rang r définis respectivement par L; ~ H(s,n) L H(s) L --- L H(s) et
Ly~ J(s,n) L H(s) L --- L H(s). Vu les calculs précédents, on a NL; = N L, = p"B
et (dLy, %) = —(dLs, F/) de sorte que, vu le théoréme 6.1, tout réseau p*-modulaire
de rang r de norme p"B est isométrique a L; ou & Ls.

Supposons que n = s +v,(2) + 1, en particulier que s est impair. Soit (L, h) un B-réseau
p*-modulaire de rang r. Vu le théoréme 6.3, il existe un sous-réseau p*-modulaire L' de
rang 2 et de norme p"B avec L~ L' L H(s) L --- L H(s).

Ecrivons L' = zB + yB avec z,y € L. On peut supposer que h(z,y) = p°>. On a
h(z,z), h(y,y) € 2p°*' B, donc il existe a, b € A avec h(z,z) = 2p**ta et h(y,y) = 2p°T1b.
Ainsi dL' = 4n¥Tlab — (po(p))® = 4n*mab — (—7)* = —(—n)*(1 — 4wab). Mais (1 — 47ab)
est un carré dans A (cf [7], 63:1), donc (dL', ¥k) = (-1, %k). Vu le théoréme 6.1, on a
L'~ H(s).

Finalement, 'assertion (iii) découle des lemmes 6.2 et 6.6. O

6.8 COROLLAIRE. Supposons P ramifiée premiére. Soient r € N pair et s € Z.

(i) Supposons s pair. Alors il existe exactement v, (2) + 2 classes d’isométrie de B-
réseaux p*-modulaire de rang r. 1l y en a exactement v, (2) + 1 dont le symbole de
Hilbert du discriminant est +1.

(ii) Supposons s impair. Alors il existe exactement v,(2) + 1 classes d’isométrie de
B-réseaux p*-modulaire de rang r. Il y en a exactement v, (2) + a dont le symbole
de Hilbert du discriminant est +1 ou a € {0,1} et o = 1 si et seulement si
(=1, B)% = 1. O
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Supposons maintenant que I’extension Z/ soit ramifiée k-unitaire.

Soient s € Z et m € Z avec s < 2m £ s+ v, {2) — 2k — 1.

Considérons le B-réseau (H(s,2m), k) défini par

m 8
H(s,2m)=zB®yB~| " 7’).
(s,2m) = 2B &y (0(298) 0

Comme s < 2m, le critére de la remarque 2.3 ii) nous montre que (H(s,2m),k) est
p*-modulaire. De plus (dH (s,2m), &) = (-1, Zk).
Déterminons maintenant la norme de H(s,2m). Soit z == az + by € H(s, 2m).
On a h(z,2) =aoc(a)m™ + ac(b)p® + o(ac(b)p®) et donc, en utilisant le lemme 6.2,
vy (W2, 2)) = min { v, (2m +a0(a)), v;(a o(B)p® +o(ac(b)p®)) }
> min {2m, s —2k—1+1,(2) }
= 2m

de sorte que N H(s, 2m) = p*™B.
Considérons le B-réseau (J(s,2m), h) défini par

J(s,2m) =B @ yB ~ ™ 4
y 41N ) == yo = o(ps) 47rs—m—2k—l(_5)35—177 ’

avec 6 et n comme au début du paragraphe.
Ona v (A" (—6)2671n ) = v, (4n°T 2T
] =21,(2) +2(s —m—2k - 1)
=2v,(2+5—-2k—1)—2m
> 2(2m) — 2m
=2m
et ainsi, comme s < 2m, le critére de la remarque 2.3 ii) nous montre que (J(s,2m), h)
est p®-modulaire.

De plus dJ(s,2m) = 7™ 4n" ™= 6)s671n — (—67)°
= —(=67m)%(—4n"2*-15"1n 4 1)
— _(_67‘,)5—%—1(_5)%(4” _ 71'2k+15).

Mais A — 8§ = 1+ 4n — (1 + n%+16) = 4y — 725+15 de sorte que (dJ(s,2m), Zx) =
= (-1, E%) (A - 6,%). Or Vespace quadratique V défini par V < A -6 >1 <9 >
représente A = A — 6 + 8 et v, (dV) = v, (A — 0) = v (4n — 7*+16) = 2k + 1 est impair,
donc 'espace quadratique V' ne représente pas 1 (cf {7] 63:10).

Ainsi (A - 6, ) = —1 de sorte que finalement (dJ(s,2m), k) = - (-1, k).
Déterminons maintenant la norme de J(s,2m). Soit z := az + by € J(s,2m). On a
h(z,z) = ac(a)m™ + ac(b)p® + o(ac(b)p®) + bo(b) 4ws—m=2k=1(_§)6~1p,

Mais v, (ac(a)m™) et v, (bo(b)dms~™=2*=1(—§)*6"1n} sont supérieurs ou égaux & 2m de
sorte qu’en utilisant le lemme 6.2, on a
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vy (h(z,2)) 2 min {2m, v, (ac(b)p’ + o(ac(b)p®)) }
2 min { 2m, s+v,(2) }
= 2m

et ainsi N J(s,2m) = p*™B.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le théoréme suivant :

6.9 THEOREME. Supposons & ramifiée k-unitaire. Soient r € N pair et s € Z.

(i) Pour tout n € Z pair avec s < n < 8 +v,(2) — 2k — 1, il existe exactement deux
classes d’isométrie de B-réseaux p*-modulaires de rang r et de norme p"B. Si Ly
et Ly en sont des représentants respectifs, on a (dLy, %) = —(dLs, F).

(ii) Sin = s+ v,(2) — 2k est pair et donc s est pair, il existe exactement une classe
d’isométrie de B-réseaux p°-modulaires de rang r et de norme p" B, celle du réseau
H(s) L--- 1L H(s).

(iii) Pour toutes les autres valeurs paires de n, il n’existe aucune classe d’isométrie de
B-réseaux p*-modulaires de rang r et de norme p"B.

Preuve. Les assertions (i) et (iii) se prouvent comme leur analogue du théoréme 6.7.

Prouvons alors (ii). Soit n € Z pair avec n = s+, (2) —2k. En particulier s est pair. Soit
(L,h) un B-réseau p*-modulaire de rang r. Vu le théoréme 6.3, il existe un sous-réseau
p*-modulaire L' de rang 2 et de norme p"B avec L~ L' L H(s) L --- L H(s). Gréce au
théoreme de classification 6.1, il suffit de montrer que (dL’ , E/K) = (——1, E/K).

Vu la remarque 2.2 i), p~2L’ est B-modulaire. De plus, on a Np~3iL = p~2+%=2)p,
D’autre part, il est clair que (dL', Bk) = (d(p~2L’), B/). Ainsi, quitte & remplacer L/
par p~ %L/, on peut supposer que s = 0.

Ecrivons L' = zB + yB avec z,y € J. On peut supposer que h{z,y) = 1. On a
h(z,z), h(y,y) € 2r~*B, donc il existe a, b € A avec h(z,z) = 27 %a et h(y,y) =
= 2n~*b. Posant y' = —bpx +y, on a évidemment que L' = B + ¢/ B avec h(z,y’) € B*.
D’autre part, on a h(y,y) = b’po(p)2an~ —b(p + o(p)) + 2bn~F = —6b% 2am—H+!
de sorte que v, (h(y,v')) > vy (h(y,y)). En itérant ce procédé, on se ramene au cas

o v, (b) = k+ 2. Ainsi ALY = 477 %ab -1 = —(1 — 47~ %ab). Or v, (7"%*ab) =
= 2 v, (7 %ab) > $(—k +k+2) = 1 de sorte que 1 — 47 % ab est un carré dans A (cf [7],
63:1). On obtient finalement (dL’ , E/K) = (—-1, E/K). O

6.10 COROLLAIRE. Supposons ¥/ ramifiée k-unitaire. Soient r € N pair et s € Z.

(i) Supposons s pair. Alors il existe exactement v, (2) — 2k + 1 classes d’isométrie de
B-réseaux p*-modulaire de rang r. 1l y en a exactement v, (2) — k + o dont le
symbole de Hilbert du discriminant est +1 ot @ € {0,1} et a =1 si et seulement
si (=1, )% = 1.

(ii) Supposons s impair. Alors il existe exactement v, (2) — 2k classes d’isométrie de
B-réseaux p°-modulaire de rang r. Il y en a exactement v, (2) — k dont le symbole
de Hilbert du discriminant est +1. a
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§7. Cas d’une extension ramifiée dyadique : calcul du nombre de classes

Les hypothéses et notations de ce paragraphe sont les mémes que celles du paragraphe
précédent.

Dans ce paragraphe, nous déterminerons |C (t,r, s)l pour tout triplet de Jordan (¢,r, s).

SiLi,...,L; est une décomposition de Jordan saturée d'un B-réseau de type fondamental
(t,r,8,n), nous noterons Ly = Ly L --- L L; pour tout 1 < j <.

Le théoréme central de ce chapitre est prouvé dans [4], théoréme 11.4, page 463. 1l donne
des conditions équivalentes & l'isométrie de B-réseaux.

7.1 THEOREME. Soient Ly,..., L et Ly,..., L, des décompositions de Jordan saturées
de type fondamental respectif (t,r, s,n) et (¢',r',s',n’). Alors les B-réseaux Ly L --- 1L L4
et L) L --- L Lj, sont isométriques si et seulement si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) (t,r,s,n) = (.7, ¢ n).

(ii) dLy--- dL; = dL}--- dL}.

(iii) Pour tout 1 < j <t —1, est représenté par une unité Kk € A* telle que

joW ga b
h‘[jh

)
Kk—1¢€puntn-2p, O

Essayons d’exprimer les deux dernieres conditions d’une fagon plus agréable permettant
le calcul de lC (t,r, s, n)‘ pour tout quadruplet de Jordan (t,7,s,n).

Posons f; = njp1 +n; — 2s; pour tout 1 < j<t—1et f =v,(4) + 2.

Soit 7¢A le défaut quadratique de 'unité e € A*. Rappelons qu’il est maximal parmi les
défauts quadratiques des unités qui ne sont pas une norme.

Posons U(t,r,s,n) = {j |1 < j <t f; > 2c}. Nous noterons U au lieu de U(t,r, 5,n)
lorsqu’aucune confusion n’est possible.

La proposition 1.4 nous dit que ¢ € v, (4) de sorte que t € U.

Le théoréme 7.1 peut alors se réécrire ainsi :

7.2 COROLLAIRE. Soient Ly,...,Ls et L}, ..., L} des décompositions de Jordan saturées
de type fondamental (t,r,s,n). Alors Ly L .-+ L Ly ~ L} L .. L L si et seulement si
(dL(j), E/K) = (dL’(j), E/K) pour tout j € U(t,r,s,n).

Preyve. Supposons que Ly L --- L Ly ~ L} L --- L Li. Soit j € U. Montrons que

(dL(j), E/K) = (dL’(j>, E/K). C’est clair si j = t. Supposons alors j < t. Vu le théoréme 7.1,

il existe k € A* représentant j—f%—) telle que k — 1 € pfiBdonc k — 1 € mT A C wet1A,
)

Par définition de ¢, on a x € {ac(a)|a € A*} et ainsi (dL), Y&) = (AL, ¥k).

Réciproquement, supposons que (dL;), Fk) = (dL’(j),E/K) pour tout 5 € U. Comme

teU,onad(l; L - L Lt)dL= d(Ly L --- L L}). Montrons que, pour tout 1 < j < ¢,

il existe k € A* représentant d—Lf—jl telle que Kk — 1 € p/iB. Si j € U, on peut alors choisir
5

k=1 Sijé¢ U, ona f; <2cdesorte que e —1 € pliB. On choisira alors k = 1 si

(dLgy, Fk) = (AL, %) et & = € sinon. 0
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Soit (¢,7,s,n) un quadruplet de Jordan. Calculons |C(t,7, s,n)|. Nous supposerons que
C(t,r,s,n) # 0, ce qui revient & supposer que pour tout 1 < ¢ < ¢, il existe un B-réseau
p*-modulaire de norme p™ B.

Sil<j <t ondit que n; est maximal si n; = s; + v,(2) + 1 dans le cas R-P ou si
nj =, +’UE(2) 2k dans le cas R-Uy. Notons S(t, r, s,n) ou plus simplement S I'ensemble
des 7 € U tels que n; soit maximal. Remarquons que n; est maximal si et seulement s’il
n’existe qu’une seule classe d’1sometrle de réseaux p*-modulaires de norme p™ B ; si L
en est un représentant, alors d = —1.

Soit 7 € S. Considérons le plus petit entier strictement positif k(j) vérifiant 'une ou
'autre des trois conditions suivante : j = k(j), 7 —k(j) € U ou n;_x(;) n’est pas maximal.
Remarquons que si j € S, on a n; maximal pour tout 7 — k(j) +1 <7< .

Posons V=V (t,r,s,n)={je€S|j—k(j)eUU{0}} et T=T(t,r,s,n)=U\V.

7.3 REMARQUE. Soient j € V et [ le plus grand entier de T'U {0} avec [ < 5. Alors
Ni+l, . - -, T sont tous maximaux.

Raisonnons par I’absurde. Soit m le plus grand entier avec [ < m < j et n,, non maximal.
Comme 7 € U et j > m, on peut considérer le plus petit entier ¢ avec ¢ € U et g > m.
Soit m < ¢ < ¢. Par définition de m et ¢, on a n; maximal, ¢ # 0 et ¢ ¢ U de sorte que
m=gq-—k(q). Commel+1<qg<jonagé¢TdoncgeVetm=q—£k(g) elU. Vu
que 7, n’est pas maximal, m € T ce qui contredit la définition de I.

Nous pouvons alors énoncer :

7.4 THEOREME. Soit (¢,7,s,n) un quadruplet de Jordan tel que C(t,r,s,n) # §. Alors
IC (t,r,8,n ] = 2ITrsn)l

Preuve. Soient (L, h) un réseau de type fondamental (¢,7,8,n) et Ly,..., Ly et L, ... L}
deux décompositions de Jordan saturées de (L, h).

Sij€T,onaje U done vule corollaire 7.2, (dL), %) = (dL{;, %) de sorte que
'on peut définir une application @ : C(t,r,s,n) — {+1}7 par (I)(L) () = (dL(j), E/K).

Montrons que @ est injective.

Soient (L, k) et (L', ') deux réseaux de type fondamental (¢,r,s,n) avec $(L) = d(L').
Soient Ly, ..., Ly et LY, ..., L; deux décompositions de Jordan saturées de (L, h) et (L', h')
respectivement. Vu le corollaire 7.2, il suffit de montrer que pour tout 5 € U, on a
(dLyy, %) = (dL] j),E/K) Soit j € U.

Sij €T, ona (dLy), %) = (L)) = B(L) () = (4L, %)-

Supposons que j ¢ T. Alors j € V.

Soit { le plus grand entier de 7'U {0} avec [ € j. Vu la remarque 7.3, n; est maximal
pour tout [ +1 < i < j. Sil =0, on a alors (dL(J ) /K) = (=1) = (dL’(j),E/K) et si
Le T, ona (dLg) k) = (~19'- (4L, ) = (1) (L)1) = (=191 B(L) () =
= (_1)]4 : (dLI (1) E/K) = (dLl(j)a E/K)

Montrons que @ est surjective.
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Si |T| = 0, c’est clair. Supposons alors que m := [T'| > 1 et écrivons T = {t1,...,tm }
avec t; < « -+ < t,,,. Posons tqg = 0.

Soit 7 € {+1}*. Considérons 1 < j < m.

Suposons qu’il existe des réseaux Ly, ..., Ly,_, avec L; p*-modulaire de norme p™ B pour
tout 1 < i < tj-; et (dLg,, ¥k) = 7(t;) pour tout 1 <1< j— 1.

Montrons qu'’il existe des B-réseaux Ly,_,41,. .., Ly, avec L; p*-modulaire de norme p™ B
pour tout tj_; + 1 < i < ¢; et (dLg,), k) = 7(t;).

Supposons que t; ¢ 5. Vu les théorémes 6.5, 6.7 et 6.9, il existe des réseaux Ly,_, 41, ..., Ly
avec L; p*-modulaire de norme p™ B pour tout t;_; +1 <4 < t; et tels que (dLy,, %) =
= 7(t;)(dL;-1), Pk). On a clairement (dL,), Tk) = 7(t;).

Supposons maintenant que t; € S. Comme t; € T, on a t; ¢ V et donc k(t;) < t;
et ¢t; — k(t;) ¢ U de sorte que, par définition de k(t;), t; — k(¢;) n’est pas maximal
et, comme t;_; € U, t;-1 < t; — k(t;). Vu les théorémes 6.5, 6.7 et 6.9, il existe des
réseaux L, ,11,..., Ly, avec L; p*-modulaire de norme p™ B pour tout ¢;-; +1 <4 < ¢;
(dLjkie;), i) = (ALg-kt)-1)» B ) (= 1)k 7(t;) et (dLi, Bk) = —1 pour tout entier i
vérifiant t; — k(¢;) + 1 < i < t;. On a alors, par construction, (dL,), k) = 7(t;).

En résumé, on a prouvé l'existence de B-réseaux Li,...,L,; avec L; p*-modulaire de
norme p™ B pour tout 1 < i < ty, et (dL,), ¥k) = 7(t;) pour tout 1 < i < ¢. Utilisons
une derniére fois les théorémes 6.5, 6.7 et 6.9 pour trouver des réseaux L;  +1,...,L; avec
L; p*-modulaire de norme p™ B pour tout ¢, +1 < ¢ < ¢. Il est alors clair que ’'on a
(I)(L1 R Lt) = 7 de sorte que P est surjective.

Comme & est une bijection, on a |C(t,r, s,n)| = [{#1}TErem)| = ITEram)], O

7.5 COROLLAIRE. Soient (t,,8,n) un quadruplet de Jordan tel que C(t,r,s,n) # 0 et
A € {£1}. Alors
(i) SiT(t,r,s,n) =0, alors ]C,\(t,r, s,n)| <letona |C,\(t, T, s,n)l = 1 si et seulement
sid= (=1, B) 5T,

(ii) Si T(t,r,s,n) # 0, alors IC,\(t,r,s,n){ = QT trsm)|~1,

Preuve. Supposons tout d’abord que T'(¢,r, s,n) = §. Vu les définitions, on a n; maximal
pour tout 1 < 4 < ¢ donc 7y + -+ -+ 1y est pair et (dL, F) = (~1,E/K)%(r1+"'+")
tout réseau L de C,(¢,r, s,n), ce qui prouve (i).

Supposons que T'(t,7,s,n) # 0. Reprenons les notations de la preuve du théoréme 7.4
et considérons plus particulierement 1’application & : C(¢,r,s,n) — {£1}T. Soit L un
réseau de C(t,7,s,m). On a t € U par définition. Soit [ le plus grand élément de T'. Vu la
remarque 7.3, on a 1.1, . . . , N maximaux donc (dL, E/K) = (—1)H-<I)(L) (1). En résumé,
L est dans Cy(t, 7, s,n) si et seulement si &(L)(l) = (=1)!""- X O

pour

Soit (¢,7,s) un triplet de Jordan tel que C(¢,r, s) # @. Calculons [C(t, T, s)‘
Notons N(t,r,s) ou plus simplement N lorsqu’aucune confusion n’est possible I’ensemble
des n = (nq,...,n:) € (2Z)! tels que les conditions suivantes sont satisfaites :

i) s; = m; est pair si r; est impair,
i) s <ni <y (NH(SZ)) si r; est pair,

=
iif) ny < oo <y
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iv) nip1 — 1 € 2(8441 — 8;) pour tout 1 i<t —1.

Les théorémes 6.5, 6.7 et 6.9 nous montrent clairement que n € N(t,r, s) si et seulement
si (t,7,8,n) est un quadruplet de Jordan tel que C(¢,r, s,n) # 0.

7.6 THEOREME. Soit (t,7,s) un triplet de Jordan tel que C(t,r,s) # §.
Alors on a

Corsl= X [ranf= ¥ 2men

neN(t,r,s) neN(t,r,s)

Preuve. 1l suffit de prouver que C(¢,7,s) = |_] C(t,r,s,n), ce qui découle directement
neN(t,r,8)
des définitions. d

Soit (¢,7,s) un triplet de Jordan. On dit que n € N(¢t,r,s) est mazimal si ny, ..., n; sont
tous maximaux. Il existe au plus un n € N(¢,r,s) maximal ; s’il en existe un, on dit
que N(t,r,s) est mazimal. Notons N*(t,r,s) 'ensemble des éléments non maximaux de
N(t,r,s).

Le résultat suivant se prouve comme le théoreme 7.6 :

7.7 THEOREME. Soient (t,7,s) un triplet de Jordan tel que C(t,r,s) # 0 et A € {+1}.
Alors on a

}C,\(t,r, 8)| =a+ Z 9IT(tmys,m)|~1
neN*(tr,9)

ot a € {0,1} et o =1 si et seulement si N(t,r,s) est maximal et A = (—1)3(+-+7) ]

7.8 REMARQUE. Les deux derniers théorémes 7.6 et 7.7 nous donnent des résultats précis
mais peu utilisables dans ce degré de généralité. Ils nous permettent par contre de calculer
les nombres |C(¢,r,s)| et |Ca(t,r,s)| dans des situations concrétes ol 'extension et le
triplet de Jordan nous sont donnés explicitement. Cependant, la théorie se simplifie
nettement si I'on suppose que la suite s; < -+ < s; est suffisamment croissante. Mais,
avant d’aborder ces cas dans le prochain paragraphe, donnons quelques estimations plus
simples de ces nombres.

Notons P = P(t,r,s) (resp. I = I(t,r,s) ) le nombre d’entiers 1 < i < t tels que r; et s;
sont pairs (resp. 7; est pair et s; impair).

7.9 PROPOSITION. Soit (t,r,s) un triplet de Jordan. Alors :
(i) Dans le cas R-P on a |C(t,7,8)] < 20°P~1 . (u,(2) + 2)P- (vs(2) + 1)1.
(ii) Dans le cas R-Uy on a |C(t, 1, s)| < 27°F~1 - (v,(2) — 2k + 1)P < (vy(2) - 2k)l.
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Preyve. Considérons ¢ : H C(1,(rs), (s:)) — C(¢,r,s) définie par &(Ly,..., L) =

1<t
=Ly L.« L L; Clairement @ est surjective. Le résultat découle alors du théoréme 6.5
et des corollaires 6.8 et 6.10. O

Donnons encore une estimation de |Cy(¢,r,s)| :

7.10 PROPOSITION. Soit (t,r,s) un triplet de Jordan et A € {+1}. Alors :
(i) Dans le cas R-P on a [Cy(t,7,5)| < 2871 - (1, (2) + 1)P+L
(ii) Dans le cas R-Uy on a |[CA(t,7,8)| < 287 - (e (2) — k + 1)FPH.

Preuve. Les deux assertions se prouvant de la méme maniére, nous nous contenterons de
démontrer la premiére.

Notons @ = {f € {il}{l*“"t}| f(1)--- f(t) = A} et considérons, pour tout f € Q,
I'ensemble A(f) de toutes les classes de Cy(t,r, s) dont les réseaux admettent des décom-
positions de Jordan de la forme Ly, ..., L; avec (dL;, %) = f(i) pour tout 1 < i < ¢.

11 est alors clair que Cy(¢,7, s) U A(f) et donc |Cy(t,T, 8)]| < Z |A(F)]

fenN feq
Considérons P'application W : H Crwy (1, (re), (s1)) — A(f) définie par U(Ly,..., L) =
1<igt

=L; 1L --- 1L L;. Elle est clairement surjective. Or le théoréme 6.5 et les corollaires 6.8
et 6.10, nous disent que [Cf(i) (1, (r1), (sl))f est inférieur & 1 si r; est impair et & v, (2) + 1

si r; est pair de sorte que finalament ]A( f )| < ( 2)+ 1) PH1

Ainsi |Cy(t,7,8)| < |9] - (v, (2) + 1)P+I et on conclut en observant que |Q] = 2¢71. O

§ 8. Cas d’une extension ramifiée dyadique : un exemple idyllique

Les hypothéses et notations de ce paragraphe sont les mémes que celles du paragraphe

précédent. _
Soit (t,r,s) un triplet de Jordan. Supposons que la suite s; < - -+ < s; soit suffisamment

croissante, c’est a dire que s;41 — 8; = v,(4) + 1 pour tout 1 < 4 < t — 1. Nous allons
étudier les B-réseaux de type (¢,7,s).

8.1 PROPOSITION. Soit Li,...,L; une décomposition de Jordan de type fondamental
(t,r,s,n) de L. Supposons que Siy1 — 8; 2> v;(2) + 1 pour tout 1 < i < t — 1. Alors
Ly, ..., L est saturée.

Preuve. Grace aux lemmes 6.6 et 6.2, ona s; < n; < 8;+v,(2) +1 pour tout 1 < ¢ < ¢t de
sorte quesi 1 € j <t -1, onanj+1— ;28418 —Ug(2) =12 v, (2)+1-2,(2)-12>0

et mip1 —nj < Sjp1 +0,(2) + 1 — 55 < 8541 + (8541 — 85) — 85 = 2(8541 — 85) et donc, vu
la proposition 3.4, Lq,...,L; est satulee. O
8.2 THEOREME. Soient Ly,...,L; et L,..., L} deux décompositions de Jordan de type

fondamental (t,r,s,n). Supposons que ;41 — 8; 2 vy(4) + 1 pour tout 1 < i <t — 1.
Alors Ly L -+ L Ly~ L} L--- L L, si et seulement si L; >~ L; pour tout 1 < < t.
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Preuve. Rappelons les notations du chapitre précédent. On a f; = n;4; + n; — 2s; pour
tout 1 <i<t—1, fi=v,(4)+2et U=Ult,r,s,n)={i|1<i<¢t fi>2c}. Ona
clairement t € U. Soit 1 < i <t —1. Alors f; = ngyy +1n; — 28; = Nyy1 — 8§ = Sip1 — 8 =
> vy (4)+1 > 2, (4) > 2c (cf. [7],63:1). AinsiU = {j |1 < j <t}. Orlaproposition 8.1
nous dit que les décompositions Ly,..., Ly et L,..., L} sont saturées. On conclut alors
grace au corollaire 7.2 et au théoréme 6.1. d

8.3 REMARQUE. Ce théoreme nous donne, dans ce cas particulier, un critére simple
d’isométrie des B-réseaux. Il nous montre que les difficultés dans la classification des
B-réseaux de type (t,r,s) provient essentiellement des relations qu’il peut y avoir entre
les réseaux Ly, ..., L; d’'une décomposition de Jordan lorsque les s; sont trop proches les
uns des autres.

Rappelons quelques notations du paragraphe précédent : on note P = P(t,r,s) (resp.
I'=1(t,rs) ) le nombre d’entiers 1 < i < t tels que r; et s; sont pairs (resp. 7; est pair
et s; impair).

8.4 COROLLAIRE. Soit (t,r,s) un triplet de Jordan tel que C(t,r,s,) # @. Supposons
que ;41 — 8; = v, (4) + 1 pour tout 1 <1 <t —1. Alors :

(i) Dans Ie cas R-P on a |C(t, 1, s)| = 20"F~1 . (v, (2) + 2) (g (2) + 1)1.

(ii) Dans le cas R-Uy on a |C(t,r, 9)] =2"FP=T (g, (2) - 2k + 1 F (5 (2) 2k)1.

Preuve. Considérons @ : H c(1 (s:)) — C(t,r,s) définie par &(Ly,...,L;) =
1<t

=L, L .-+ L L; Le théoréme 8.2 nous dit que P est une bijection. On peut alors

conclure grace au théoréme 6.5 et aux corollaires 6.8 et 6.10. ]

Calculons finalement |Cy(t, T, s)| pour A € {£1}.

8.5 PROPOSITION. Soient (t,r, s) un triplet de Jordan tel que C(t,7,s,) # 0 et A € {£1}.
Supposons que 8,41 — 8; 2 vy (4) + 1 pour tout 1 <i <t —1. Alors :
(i) Placons-nous dans le cas oli Pextension £/ est ramifiée premiére.
Sil <t onalCi(tr,s)|=2"FPT-1. (4, (2) + 2)P- (v5(2) + 1)
Si I =t, alors |Cx(t,7,8)| = 3((v,(2) +1)f —=1) +a ot € {0,1} aveca =1 si et
seulement si A = (-1, E/K)%(Tﬁmwt).
(ii) Plagons-nous dans le cas ot Pextension % est ramifiée unitaire.
Si P <t,onal|Ci(t,rs)| =2"P~11. (5,(2) — 2k + 1) - (v,(2) — 2k)".
Si P =t, alors [CA(t,7,8)| = 2 ((v,(2) = 2k+1)P = 1) +a ot a € {0,1} aveca =1

si et seulement si A = (_ ,E/K) F(r+- 7).

Preuve. Les deux assertions se prouvant de la méme maniére, nous ne démontrerons que
la premiére

Soit 1 < ¢ < ¢. Notons Ci(t,r,s) Pensemble des classes de réseaux L de type fondamental
(t,1,s, n) avec n; non maximal vérifiant (dL, &) = A. Soit C ,\(t, r,5) le complémentaire
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de Ci(t,r,s) dans Cy(t,7,8), C(rs,8) = {n € 2Z |5, < n < s +v,(2) } si r; est pair et
C(ry,si) = { s; } sir; est impair et donc, grice au théorme 6.5, s; est pair.
Posons ¢ =t — 1,7 = (ry, ..., Tic1, i1, -, Tt) €6 8 = (S1,. .., 8i-1,8i41, ..+, 5t).

Le théoréme 8.2 permet de définir une application @ :5§(t, r,8) — C(t',r', &) x C(r, ;)
par (I)(L1 .- L Lt) = (Ll ... 1L Lz‘——l L Li+1 .- 4 LtaUE(NLi))~

Montrons que ¢ est bijective.

Soient L et L' deux réseaux de a\(t, r,s) avec ®(L) ~ P(L'). Soient Li,...,L; et
Li,..., L, des décompositions de Jordan respectives de L et L'. Il est alors clair par
définitionque Ly L --- L Ly L Lypy L - L Ly>Li L LI, L Ly L. LI
et donc, comme dL = dL' = A, que dL; = dLj. D’autre part, on a v,(NL;) = v,(NL;)
de sorte que L; ~ L} grace au théoreme 6.1. Ainsi L ~ L' et P est injective.

Soient L un réseau de C(t',r',s') et n € C(ry,s;). Comme n; est non maximal, les
théorémes 6.5 et 6.7 nous assurent Pexistence d’un réseau J p®*-modulaire de norme p" B
tel que (dJ, Zk) = A+ (dL, Z). Il est clair que L L J est un réseau de Ci(t,r,s) tel que
cI)(L L J) = (L, n) ce qui prouve que P est surjective.

Supposons maintenant que I < £. Choisissons 1 < ¢ < ¢ avec r; impair ou s; pair. Il est
alors clair que Cy(¢, 7, s) = Ci(t,r,s). On a ainsi [C5(t,7,8)| = |C(t', 7, &)| - |C(ri, 8:)| et il
suffit alors d’utiliser le corollaire 8.4 en distingant les cas i € P et i ¢ P pour conclure.

Supposons finalement que I = {. Prouvons la formule par récurrence sur ¢.

Sit =1, le résultat découle du théoréme 6.7. Supposons ¢ > 1.

Choisissons ¢ = t. Alors Cy(t,, s) est la réunion disjointe de E;(t, r,s) et Ef\(t, r,8). Posons
N o= (-1, E/K)%)\. On vérifie aisément que 'application ¥ : E;(t, r,s) — Cx(t,7,s')
définie par W(Ly L -+ L L) = (Ly L --- L L,_;) est une bijection de sorte que, par
hypothése de récurrence, on a [Cy(t,7, 5)| = [Ca(t, 7, )] = (v (2) + 1)1 = 1) + 2 o1

)%(r1+---+7‘t—1)

o € {£1} avec a = 1 si et seulement si N = (=1, Z , en d’autres termes si

et seulement si A = (—1, F) 34 yautre part, vu la premiére partie de la preuve,
on sait que |CL(t, 7, 8)| = [C(t, 7", 8)| - |C(re, se)| = (vx(2) + 1)!7 - 2 0,(2).

Finalement |Cy(t,7,5)] = (u,(2) + D' - 2u,(2) + 2 ((0,(2) + D71 = 1) + 0 =
=1 (2 + 1) (0, (2) +1) - 2 +a=3 (452 +1) 1)+ O

-2



Chapitre 4

Genres, facteurs invariants
et signatures

Dans ce chapitre, nous essayerons de voir dans quelle mesure les facteurs invariants et les
signatures d’un réseau détermine son genre et plus précisément de compter le nombre de
genres dont les réseaux possedent des facteurs invariants et des signatures donnés.

Soient K un corps de nombres dont A est ’anneau des entiers, £ une extension quadra-
tique de K et B la cloture intégrale de A dans E. Alors B est 'anneau des entiers de E.
Il existe € K non carré tel que E = K(+/8). L'unique élément non trivial o du groupe
de Galois de P'extension % est alors donné par o(z + yv8) = = — y/0.

§1. Vers un systéme d’invariants pour les genres

Le lemme suivant découle directement du paragraphe 4 du chapitre 3 et du corollaire 1.3
du chapitre 2 :

1.1 LEMME. Soient (L,h) et (M, k) deux B-réseaux et p une place finie non ramifiée de
K. Alors (Ly, hy) ~ (M,, k) si et seulement si (Ly, hy,) et (My, ky) ont les mémes facteurs
invariants. 0

1.2 THEOREME. Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux. Alors (L, h) et (M, k) sont dans
le méme genre si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) (L,h) et (M, k) ont mémes facteurs invariants.
(ii) (L, h) et (M, k) ont mémes signatures.
(iii) (Lp, hy) =~ (M, k) pour toute place ramifiée p de K.

Preuve. Observons tout d’abord que, par la proposition 1.1 du chapitre 2, on a toujours
(Ly, hy) =~ (My, ky) pour toute place infinie p avec p ¢ J. D’autre part, vu le lemme 1.1,
Passertion (i) est équivalente & dire que (Ly, hy) = (M,, ky) pour toute place finie non
ramifiée p de K. Finalement, grace au corollaire 2.3 du chapitre 2, Passertion (ii) revient
a dire que (Ly, hy) > (M,, k,) pour toute place p € J. a

En utilisant le théoréme 1.2 ci-dessus, et le corollaire 4.4 du chapitre 2, on obtient :

1.3 COROLLAIRE. Soient (L,h) et (M, k) deux B-réseaux. Alors (L,h) et (M, k) sont
dans le méme genre si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :
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(i) (L®, E,h®, E)~(M ®, E,k ®, E)
(ii) (L,h) et (M, k) ont mémes facteurs invariants
(iii) (Ly, hy) =~ (M,, ky) pour toute place ramifiée p de K. d

Le lemme suivant est essentiel ; il est prouvé dans [7], 81:14 :

1.4 LEMME. Soit V un E-espace vectoriel de dimension finie. Considérons pour toute
place finie B de E un sous By-module Ly de type fini de V' &, Ex tel que L) ®p Ly =
=V ®, Eg. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 1I existe un sous B-module de type fini L de V tel que L ®, By = L) pour toute
place finie '3 de E. |
(ii) II existe une partie cofinie ) de places finies de E et un sous B-module de type fini
L deV tel que L ®, By = L) pour tout P € (1. )

1.5 THEOREME. Soit n un entier strictement positif. Considérons pour toute place p
de K un (B ®, Ap)-réseau (L), h(p)) de rang n. Alors, il existe un B-réseau (L, h) tel
que (Ly, hy) =~ (L), h(p)) pour toute place p de K si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) II existe une partie cofinie ) de places finies de K telle que pour tout p € 2 le
réseau (L(y), h(p)) soit unimodulaire et (dLy), E/K)p =1

(ii) Ona ] (dL), Bh) , =1L
P

Preuve. Supposons l'existence d'un B-réseau (L, h) avec (Ly, hy) = (L), h(p)) pour toute
place p de K. Les deux assertions résultent de la proposition 7.5 du chapitre 1 ainsi que
de la proposition 4.5 du chapitre 1.

Supposons maintenant les assertions (i) et (ii) vérifiées. Vu le corollaire 5.3 du chapitre 2,
il existe un espace hermitien (V, k) sur E tel que dV, = dL(;) pour toute place p de K et
dont les signatures sont /(L) h(y)) pour toute place p € 7.

Soit M un sous B-module de type fini de V avec M ®, E = V. La proposition 7.5 du
chapitre 1 nous dit qu'’il existe une partie cofinie £’ de places finies de K telles que (My, hy)
soit unimodulaire pour tout p € €¥'. Soit I' ’ensemble des places finies non ramifiées de K
qui sont dans QN €Y. Alors, grace au lemme 1.1, on a (L), b)) =~ (M,, k) pour toute
place p € I

Soit p une place finie de K. Sip ¢ T, il existe, grace aux propositions 1.1 et 3.1 du cha-
pitre 2, un sous (B ®, A,)-module My de type fini de V}, tel que (M(py, hp) = (L(p), hip))-
Sip €T, posons My = M,. On a ainsi (M), hy) = (L), h(p)) pour toute place finie p
de K.

Soit P une place finie de E. Soit p I'unique place finie de K telle que Plp. Posons
Nigy = M) Dne,ap By. Alors Ny = (M &, (B ®, AP)) D5 o, 4p) By =M ®, By
pour tout p € I, et I’ensemble des places finies P de E telles que p ¢ I' est fini. Ainsi,
grace au lemme 1.4, il existe un sous B-module de type fini L de V tel que L ®, Bq'3 = N(p)
pour toute place 3 de F.
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Alors (L, k) est le B-réseau cherché. En effet, soit p une place de K.

Supposons p infinie. Alors L, = V,, et 'isométrie entre L, et L) résulte du corollaire 2.3
ou de la proposition 1.1, tous deux du chapitre 2, selon que p € J ou non.

Supposons p finie décomposée. Notons P; et P les places de B au-dessus p. Alors
Ly=L &, (B ®, AP) =L Q, (Bml @Bmx) = (L ®p B‘pl)@(L Qg B‘Ih) = N(ml)@N(mz) =
= (M(P) ®(B®AAP) B‘Bl) & (M(p) ®(B®AAP) Bﬁnz) = M) ®(B®AA,,) (B‘ﬁl @B‘Bz) = M(p)'
Supposons p finie non décomposée. Notons P I'unique place de E au-dessus de p. Alors
Ly =1L ®, (B X, Ap) =L ®, By = N(‘fB) = M(D) ®(B®AA,,) B‘I‘ = M(P)'

Finalement, on obtient (Ly, hy) = (Lpy, by ). 0O

1.6 COROLLAIRE. Soient t; D --- D t, une suite décroissante d’idéaux fractionnaires de
B avec v,(v; ®, A,) € A(Z) pour toute place finie décomposée p et (ay, by)pey une famille
de couple d’entiers positifs avec a, + b, = n. Considérons pour toute place finie ramifiée
p de K un (B ®, Ap)-réseau (L), hp)) de facteurs invariantsv; ®, Ap D - D t, @, A,.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) II existe un B-réseau (L,h) de facteurs invariants vy D .-+ D t,, de signatures
(ap, bp)peg et tel que (Ly, hyp) = (Ly), h(p)) pour toute place p ramifiée.

(i) On a H (dL(p)>E/K)p - H(_l)vp(t1)+...+vp(rn) . H (_1)b,,_

peER peZ peT

Preuve. Vu le théoreme 4.2 du chapitre 3 et la proposition 1.4 du chapitre 2, il existe pour
toute place finie non ramifiée p un unique (B ®, Ay)-réseau (L), h(p)) dont les facteurs
invariants sont v, ®, A, D -+ D t, ®, 4,. On a alors (dLy,), Fk) , = L si p se décompose
et (AL, E/K)p = (—1)%{e)++% () gi p est inerte.

D’autre part, vu le corollaire 2.3 du chapitre 2, il existe pour tout p € J un unique
(B ®, Ay)-réseau (L(y), h(p) de signature (ay, by). On a alors (dLy), 7k), = (~=1)".
Grace & la proposition 1.1 du chapitre 2, on peut considérer finalement, pour toute place
infinie décomposée p, l'unique (B ®, Ap)-réseau de rang n que on note (L), h(p)). Il est
clair que (dL). k), = 1.

On remarque alors aisément que P’assertion (i) revient & supposer qu’il existe un B-réseau
(L, k) avec (Ly, hy) = (L), h(py) pour toute place p de K.

D’autre part, 'assertion (ii) est équivalente a supposer que H (dL(p), E/K)p = 1.

P
On conclut alors griace au théoréme 1.5. 0

§ 2. Nombre de genres de facteurs invariants et de signatures donnés

Introduisons quelques définitions et notations supplémentaires.

Soit t une suite décroissante t; D -+ - D t, d’idéaux fractionnaires de B.

Remarquons, en utilisant la proposition 1.4 du chapitre 2, qu’il n’y a aucun B-réseau de
facteurs invariants t s’il existe 1 < 7 < n et une place finie décomposée p de K telle que
0,(5: ®, 4y) ¢ AZ).

Nous dirons alors que t est une suite adéquate de B sil'on a v,(v; ®, Ap) € A(Z) pour
tout 1 < ¢ < n et pour toute place p finie et décomposée de K.
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Soit t une suite adéquate de B.
Si p est une place finie non décomposée de K, nous noterons t, le triplet de Jordan (t,r, s)

déterminé par la suite décroissante t; ®, Ap - D t, ®, A, de la maniére suivante :
définissons et s en écrivant {vp(tl),.. } = {sl, )8t} avec §; < «-- < 8 et
posons r; = [{1 < i< nls; =v,(v)}| pour tout1<] <t

Vu le paragraphe 2 du chapitre 3, il est clair qu'un (B ®, Ap)-réseau est de type v, si et
seulement si ses facteurs invariants sont t; ®, Ay D -+ D1, ®, Ap.

Nous appellerons famille de signatures de K toute famille ¥ = (ay, by)pes de couples
d’entiers positifs avec a, + b, = n.

Soient t une suite adéquate de B et ¥ une famille de signature de K.
On note G(t, %) l'ensemble de tous les genres des B-réseaux possédant les facteurs inva-
riants t et les signatures ¥. Nous allons déterminer le cardinal de G(r,¥). Mais avant
cela, nous avons encore besoin de quelques notations techniques.
Posons A, = H(—l)”v(“)Jr“'*”P(””) et Ag = H (—1)be.

pel veJ

Rappelons que l'on note R P’ensemble des places de K ramifiées dans Z/.

Si A € {£1}, nous poserons Q) = {f € {+1}7| H f(p) =
pER
Supposons R = () ; remarquons que () contient 'application vide si A = 1 alors que

Q(A) = 0 sinon.
Finalement, nous noterons C*(t,) I'ensemble des classes d’isométrie des By-réseaux de

type t, alors que C}(,) sera I'ensemble des classes d’isométrie des B,-réseaux de type t,
et de discriminant d vérifiant (d, E/K)p =\

2.1 THEOREME. Solent v une suite adéquate de B et X une famille de signatures de K.
Alors Pensemble G(v,X) est fini et I'on a

G D) = > (H |C2 0y (@) )

FENQAeAg) \PER

Preuve. Posons = Q(A: Ag). Pour tout f € Q, notons A(f) 'ensemble des genres des
B-réseaux (L, h) de G(x,X) avec f(p) = (dLy, E/K)p pour tout p € R.
Remarquons que G(t, ) est la réunion disjointe des A(f) lorsque f parcourt €2. En effet,
il est clair que A(f) N A(g) = 0 lorsque f # g. Considérons un réseau (L, h) de G(r, X).
Soit p une place non ramifiée de K. Sip € Z, alors, vu le théoréme 4.2 du chapitre 3, on

a (dLy, /K) —1)% )T H% ) Sip € 7, alors (dLy, E/K) (=1)b. Dans tous les
autres cas, on a (de, ), = 1.
Finalement, définissons f € {+1}® en posant f(p) = (dLy, E/K)p pour tout p € R. Vula
formule du produit de Hilbert, on a f € §2. Ainsi (L, h) est un réseau de A(f).
En résumé, nous avons montré que |G(r,T)| = Z | A( f)|

feq

Soit f € Q. Calculons |A(f)].

Considérons ’application @ : A(f) — H C?(p)(tp) définie par ®(L, h) = ((Ly, hp))pen.
pER
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Montrons que @ est injective. Soient (L,h) et (L', k') deux réseaux de A(f) tels que
(Lp, hy) =~ (L, h,) pour toute place p € R. Par définition, L et L’ ont mémes facteurs
invariants et mémes signatures en toute place p € J. Comme (Ly, hy) = (L}, hy,) pour
toute place ramifiée p, le théoreme 1.2 nous dit alors que (L, h) et (L', ') sont dans le
méme genre.

Montrons que @ est surjective. Considérons pour tout p € R un (B ®, A,)-réseau

(L(p, hpy) de facteurs invariants v, et tel que (dL(y), k), = f(p). Alors, par définition

de f,on a H (dLy), E/K)p = A\ Ag et on conclut grace au corollaire 1.6.
pER

On a finalement |A(f)| = H IC';(p)(tp)]. O
pER

Donnons quelques approximations de cette formule :

2.2 PROPOSITION. Soient v une suite adéquate de B et X une famille de signatures de
K. Alors

16, 3) < [T Ier)l.

pER

Preuve. Considérons 'application @ : G(t,Z) — H CP(v,) définie par ®((L,h)) =
peER
= ((Ly, h,,))‘g < Le théoréme 1.2 nous assure que @ est injective, ce qui nous permet de

conclure. O

Les deux formules ci-dessus sont difficilement applicables pour des calculs généraux. Pour
en donner une approximation plus calculable, il faut introduire beaucoup plus de nota-
tions.

Soit t une suite adéquate de B et p une place ramifiée de K. Notons (¢,7,s) le triplet de
Jordan t, et posons t,(t) =t.

Si p est dyadique, notons R,(tr) le nombre d’entiers 1 < ¢ < ¢ tels que r; sont pairs et
Sp(t) le nombre d’entiers 1 < i < ¢ tels que s; est pair.

Notons R ensemble des places ramifiées non dyadiques, R, ’ensemble des places ra-
mifiées dyadiques premiéres et R3 ’ensemble des places ramifiées dyadiques unitaires.
Pour tout p € R, soit &, € Z tel que 6, soit de défaut quadratique p»+!,

2.3 THEOREME. Soient t une suite adéquate de B et ¥ une famille de signatures de K.

Alors
Ig(t’ E)I < olRI-1 H omax(0,5p(c}-1) | H gtp(t)-1 (’UP(Z) + l)Rp(l') . H gtp(r)-1 (’UP(Z) _ kp + l)Rp(t).
PER, pER2 PERs

Preuve. Reprenons les notations du théoréme 2.1. Rappelons que G(r,X) = LI A(f
feq

que |A(f)] H 'C f(p . On utilise ensuite le corollaire 5.5 et la proposition 7.10,

peR
tous deux du chapitre 3, pour borner [.A( f )[ indépendemment de f € Q et on conclut en

observant que || = 2/®I-1, O
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§ 3. Formules pour le nombre de genres dans quelques cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations des paragraphes précédents.

Nous allons donner une formule d’expression plus simple dans certains cas particuliers.
Nous supposerons tout d’abord qu’aucune place finie ne ramifie dans 'extension Z%. Nous
pouvons alors énoncer :

3.1 THEOREME. Soit & une extension quadratique de corps de nombres telle qu’aucune
place finie ne ramifie. Soient v une suite adéquate de B et ¥ une famille de signatures de
K.
(i) On a |G(x, ¥)| < 1. En particulier, deux réseaux sont dans le méme genre si et
seulement s’ils ont mémes facteurs invariants et signatures.

(ii) On a |G(x, )| = 1 si et seulement si A; = Ay,

Preuve. L’assertion (i) découle du théoreme 1.2 alors que (ii) n’est qu’un cas particulier
du corollaire 1.6. O

Supposons ensuite qu’un seul premier ne ramifie dans I’extension Z/.

Le résultat ci-dessous est un corollaire du théoréme 2.1 :

3.2 PROPOSITION. Soit £/ une extension de corps de nombres telle qu’une seule place
finie p ramifie. Soient v une suite adéquate de B et ¥ une famille de signature de K.
Alors

06,5 = [CL0s (5. 0



Annexe 1

Un outil de calcul ;
le déterminant d’un réseau

Nous reprenons les notations et hypothéses du chapitre 4.

Dans cette premieére annexe, nous allons considérer des B-réseaux libres définis par une
matrice hermitienne et montrer que 'idéal engendré par le déterminant de cette matrice
n’est autre que le produit des facteurs invariants. Ce résultat sera trés pratique pour clas-
ser ce type de réseaux, car la valeur du déterminant nous aidera beaucoup pour déterminer
leurs facteurs invariants.

D’autre part, nous profiterons d'identifier le plus grand idéal des facteurs invariants comme
étant ’échelle du réseau considéré. Pour simplifier I’expression, nous parlerons de premier
facteur invariant au lieu du plus grand idéal des facteurs invariants.

Introduisons quelques définitions qui prendraient naturellement place dans le cadre du
paragraphe 6 du chapitre 1, dont nous reprenons d’ailleurs les notations.

1. DEFINITION. Soient (L,h) un B-réseau et r; D ... D t, ses facteurs invariants. On
appelle volume de (L, ) 'idéal V(L) =t;- -1, de B.

On observera qu’un B-réseau est unimodulaire si et seulement s'il est entier de volume B.

Soient (L, h) un B-réseau libre, z1,...,2, et y1,...,y, deux B-bases de L. Alors les
déterminants det(h(z;, z;)) et det(h(y;, y;)) sont égaux & un élément inversible de B prés
et définissent ainsi le méme idéal fractionnaire de B. En conséquence :

2. DEFINITION. Soit (L,h) un B-réseau libre. On appelle déterminant de (L, h) I'idéal
fractionnaire de B, noté det(L, k) ou det L, engendré par det (h(:vi, a:,)) oll Z1,..., Ty est
une B-base de L.

Soit (L, h) un réseau libre sur un anneau des entiers d’'un corps de nombres. Nous allons
montrer que son volume et son discriminant sont égaux et que le premier facteur invariant
coincide avec son échelle. Nous prouverons d’abord que c’est le cas pour ses localisés en
les places finies et nous en déduirons le résultat général.

Traitons tout d’abord le cas décomposé.

Nous sommes dans le cadre du paragraphe 1 du chapitre 2 : considérons un anneau
principal A de corps des fractions K et posons E = K x K et B = A x A. Nous noterons



60 Annexe 1. Un outil de calcul : le déterminant d’un réseau

o Pinvolution de E donnée par (z,y) — (y,z). Rappelons que pour tout 1 < i < 2, la
projection (zi,z2) + z; munit A d’une structure de B-algébre notée A;.

3. PROPOSITION. Soit (L,h) un B-réseau de premier facteur invariant v;. Alors on a les
égalités V(L) = det L et HL = ;.

Preuve. Notons (V, h) V'extension de (L, h) & E. Vu le lemme 1.2 du chapitre 2, il existe
une base orthonormée zy,..., 2, de V et une suite d’idéaux fractionnaires a; O --- D a,
de A avec L = (A1 ® a142)21 @ -+ @ (A1 & a,42)2,. Notons que les facteurs invariants
de L sont alors a;4; @ ;443 O -+ D a,A; & a,A2. Comme A est principal, il existe
a1,...,a, € A avec ¢;A = q; pour tout 1 < ¢ < n. Alors (1,a1)21,...,1,a,)2, €St une
B-base de L et un calcul rapide nous montre que det L = (a1 +-@,)B = a1B---a,B =
= (alAl & 01A2) v (ClnAl ) CLnAz) == V(L)

11 est finalement clair que HL = (a1,0))B = 01 A1 ® 3145 = t1. O

Occupons-nous ensuite du cas non décomposé.

Nous sommes dans le cadre du chapitre 3 : considérons un corps local K d’anneau de
valuation A, d’uniformisante 7 et une extension quadratique E := K(v/8) de K d’anneau
de valuation B et d’uniformisante p. Notons o 'unique élément non trivial du groupe de
Galois de I'extension Z/.

Rappelons que tout B-réseau est libre car B est principal.

4. LEMME. Soient n un entier positif, a un idéal fractionnaire de B et (L, h) un B-réseau
a-modulaire de rang n. Alors det L = a™B.

Preuve. Notons (V, h) Pextension de (L, h) & E. Soient xy,...,z, une B-base de L et
Y1, ..,Yn la E-base de V duale de z1, ..., z, dans le sens ot h(z;, y;) = 6;;. Rappelons que
L# est libre sur B de base y1,...,y,. Un calcul simple, comme celui de I'exemple 42:5
dans [7], nous montre que det L# = (det L)_l. D’autre part, on vérifie aisément que
det(aL) = a?™det L, grace au fait que o(a) = a. Vu le point iii) de la remarque 2.2 du
chapitre 3, on a det L = det(aL#) = a®"(det L)—l. Ainsi det L = a™. O

Soit (L, h) un B-réseau de type (t,7,s). En utilisant I'existence d’une décomposition de
Jordan pour (L, h), nous avons vu au pragraphe 2 du chapitre 3 que les facteurs invariants
de (L,h) sont p**B=...=p"BD ... D p*B=-..=p*B.

Le lemme 4 nous permet alors d’énoncer :

5. PROPOSITION. Soit (L, h) un B-réseau de premier facteur invariant v;. Alors on a les
égalités V(L) = det L et HL = ;. O

Traitons enfin le cas d'un réseau sur un anneau des entiers d’un corps de nombres.

Soient K un corps de nombres, A son anneau des entiers, F une extension quadratique
de K et B la cloture intégrale de A dans E. On considere |'unique élément non trivial o
du groupe de Galois de I’extension %
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6. THEOREME. Soit (L,h) un B-réseau libre de premier facteur invariant v,. Alors
V(L) =det L et HL = ;.

Preuve. Soit p une place finie de K. Vu la proposition 7.5 du chapitre 1, on a V(L,) =
= V(L) ®, A, ; de plus, il est clair que que det L, = det L ®, A, ; les propositions 3
et 5 permettent alors de montrer que V(L) = det L. On prouve d'une maniére semblable
I’égalité HL = t;. O

7. COROLLAIRE. Un B-réseau libre est unimodulaire si et seulement s’il est de détermi-
nant B.

La connaissance de ’échelle et du déterminant d’un réseau nous donne alors beaucoup
d’informations sur les facteurs invariants : en particulier si le réseau est de rang 2, elle
suffit & la détermination exacte et compléte de ces derniers. Nous utiliserons ce fait dans

Pannexe 3.



Annexe 2

Réseaux unimodulaires
dans les extensions cyclotomiques

Dans cette annexe, nous donnerons la liste compléte des réseaux unimodulaires totalement
définis positifs sur les extensions cyclotomiques.

Commencgons par quelques définitions et propriétés générales & propos des extensions
cyclotomiques.

Soit m € N avec m 2= 3. Nous noterons (,, le nombre complexe e

Le corps de nombres E,, := Q((,) s’appelle le corps m-cyclotomique.

Remarquons que si m = 2 mod 4, alors E,, = Ez. Nous pourrons alors supposer que m
est impair ou divisible par 4.

Notons ®,, le polynéme minimal de {, sur Q. Il est bien connu que @,, est de degré ¢(m)
oll ¢ est la fonction caractéristique d'Euler définie par ¢(m) = |(Z/mZ)*|.

On rappelle que p(mn) = p(m)p(n) si n et m sont premiers entre eux et que p(p') =
= p1(p — 1) si p est un nombre premier et | un entier positif.

Notons B,, 'anneau des entiers de E,,. On a By, = Z[(y] (cf. [10], théoréme 2.6).
Considérons 'unique involution o de E,, carcatérisée par ¢((,) = ¢ '. Notons K,, le
corps fixe pour cette involution ; en d’autres termes, on a K, = {z € En|0o(z) = z}.
On vérifie aisément que K, = Q({m + (1)

L’extension quadratique £/, s’appelle I’extension m-cyclotomique.

Notons A,, 'anneau des entiers de Ky,. On a A, = Z[(n+¢,,;*] (cf. [10], proposition 2.16).

Etudions les places de K, et leur comportement dans I'extension £m/ .

Remarquons que tous les plongements de K, sont réels alors que ceux de E,, sont tous
complexes. On en déduit qu’il existe exactement -21-g0(m) places infinies de K, qui sont
alors toutes non décomposées.

Les places finies de K, sont étudiées dans [10] et le résultat suivant en est la proposi-
tion 2.15 de la page 16.

1. PROPOSITION. Soit m > 3 un entier impair ou divisible par 4.
(i) Supposons que m ne soit pas une puissance d’un nombre premier. Alors aucune
place finie de K,, ne ramifie dans &, .
(ii) Supposons que m soit une puissance d’un nombre premier p. Alors il existe une

et une seule place finie p de K,, qui soit ramifiée dans 'extension /4 . De plus
c’est 'unique place de K, telle que 'on ait I'inclusion des idéaux pA,, C p. O
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Supposons que m soit une puissance d'un nombre premier p, disons m = p'.
Pour simplifier ’écriture, notons A, B, K, E et ¢ au lieu de A, B, K, By €t (.

Notons p la place finie ramifiée de K et P 'unique place de E au dessus de p. Remarquons
que Pextension ramifiée E"w*-‘/Kp est dyadique si et seulement si p = 2.

Supposons p =2 et | > 3.
Il est clair que —1 est un carré dans F et que 'on a E = K(v/—1).

Alors —1 est aussi un carré dans Ey et Ep = K,(v/—1). Ainsi 'extension %, est
ramifiée k-unitaire pour un entier k vérifiant 0 < 2k + 1 < v, (4).

Déterminons cet entier.

Comme (1 —¢)?™B = pB,ona P = (1-¢)Bdesortequep = (1 ~()o(1 =)A=
= (2—(¢+¢™")) A. On peut alors choisir les uniformisantes 7 = 2—({+({™!) et # = 1-¢
de K, et Ep respectivement.

Maism=2—((+¢ 1) = (1-¢)+0a(1—¢) € 272 By grice au lemme 6.2 du chapitre 3,
de sorte que 2 = v, (1) > v, (27~ %) = v, (2) — 2k. Ainsi k > v (2) — 1. D’autre part,
comme 2k +1 < v, (4), on a k < v, (2) — 1. En résumé, on a k = v, (2) — 1.

Pour déteminer le nombre de genres cherché, nous devons encore calculer le symbole de
Hilbert (-1, E/K)p.

2. LEMME. Soit m € Z de la formem =2 avecl e Netl > 2.
(i) Sil=2, alors (-1, Em/Km)p = —1.
(i) Sil>2, alors (~1, %, ) =1.

Preuve. Comme ci-dessus, notons A, B, E et K au lieu de A, B, F,, et K,, respecti-
vement.

Utilisons la formule du produit de Hilbert. Soit q une place de K,;, avec q # p. Si g est
décomposée, alors (~1, E/K)q = 1. Supposons ¢ finie non décomposée et soit £ la place
de F au dessus de q. Alors 'extension locale ED/Kq est non ramifiée de sorte que toute
unité de A, est une norme (cf [7], 63:16) et donc (-1, E/K)q =1.

Supposons finalement la place g infinie. Alors q est non décomposée et donc (—1, E/K)q =
= —1, car —1 € R* n’est pas une norme de l'extension %.

Ainsi (-1, E/K)q = (~1)MI. On conclut en observant que || = % p(m) = 2!-2. |
Notons M*(r) 'ensemble des genres des réseaux unimodulaires totalement définis positifs

de rang r.

Nous pouvons enfin énoncer :

3. THEOREME. Solent m > 3 un entier avec m impair ou divisible par 4 et r € N.
Alors le By,-réseau (L, h) défini par L = 21 Ap @ - @ 2,4 <1 >L -+ L <1 > est
unimodulaire et totalement défini positif.

(i) Supposons que m = 4 et que r soit divisible par 4. Alors |M+(r)| = 2. De plus
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(L, h) et (M, k) sont des représentants de M*(r) ot

0 0

— DD

1
2
M:ylAme}"'@yrAm'—\-' 1

O O N
DD = e,

OO =N
DN = O
B = . O

1

2

-1 1 ~1

(ii) Supposons que m = 2! avec ] > 3 et que r soit pair. Alors ]M*(r)[ = 2. De plus
(L, h) et (M, k) sont des représentants de M*(r) ot

B 2-v2 1 2-v2 1
M——ylAmGB---@y,«Am‘_( ) 2+\/§)_L---_L( ) 2+\/§).

(iii) Dans tous les autres cas, c’est-a-dire si m n’est pas une puissance de 2 ou si r est
impair ou encore sim =4 et r = 2 mod 4, alors |[M*(r)| = 1.

Preuve. Comme ci-dessus, notons A, B, E et K pour A,,, By, En €t K,,, respectivement.
On vérifie aisément que le B-réseau (L, h) est unimodulaire et totalement défini positif
de sorte que |M™T(r)| > 1.

Supposons tout d’abord que m ne soit pas une puissance d’'un nombre premier. Le
théoréme 3.1 du chapitre 4 nous dit qu’il y a au plus un genre de B-réseaux unimodulaires
totalement définis positifs de rang r. Ainsi [M™*(r)| = 1.

Supposons ensuite que m = p’ oll p € Z est un nombre premier. Vu la proposition 3.2 du
chapitre 4, on a |[M*(r)| = |C}, (1, (0), (r))].

Si p # 2, alors le théoréme 5.4 du chapitre 3 nous dit que lC’_’f_l(l, (0), (r))| < 1. Ainsi
IM*(r)l = 1. _

Si m = 2! et r est impair, on obtient aussi [M*(r)| = 1 en utilisant le théoréme 6.5 du

chapitre 3.

Supposons m = 2! et r pair. Comme l’extension _Em/Km est ramifiée dyadique k-unitaire
avec k = v,(2) — 1, on peut donc utiliser le corollaire 6.10 du chapitre 3. On a |M*(r)| =

=1,(2)~k+a=1+aotac{0,1} et a =1 si et seulement si (1, E/K)pg =1.

Supposons m = 4. Alors (—1, %), = —1 gréce au lemme 2 de sorte que |M*(r)| = 1 si
T n’est pas divisible par 4 et |[M™(r)| = 2 si r est un multiple de 4.

Pour montrer que le réseau (M, k) possede les propriétés requises, il suffit de traiter le cas
ol r = 4. On vérifie alors que la matrice associée & (M, k) est de déterminant 1 et que
toutes ses valeurs propres sont réelles et strictement positives. On en déduit aisément,
en particulier grace au corollaire 7 de Pannexe 1, que le réseau (M, k) est unimodulaire
totalement défini positif. D’autre part, soit z € M. Vu le lemme 6.2 du chapitre 3,
on a v, (7: + a(a:)) > 0 pour tout z € B de sorte qu'un calcul rapide nous montre que
v,(h(z,2)) > 0. Ainsi N (M, k) # N(L,h) et le corollaire 7.8 du chapitre 1 nous permet
de conclure.

Si m > 4, alors, vu le lemme 2, on a (~1, %k), = 1 et donc |M™*(r)| = 2 pour tout entier
r pair. On procede essentiellement de la méme maniére que ci-dessus pour montrer que
le réseau (M, k) possede les propriétés requises. Il faut cependant étre attentif lorsque
I’on vérifie qu’il est totalement défini positif, car certains coefficients de la matrice le
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définissant peuvent étre modifiés par la localisation : en fait, on obtiendra 'une ou 'autre

des matrices
242 1 2++/2 1
1 2++/2 1 2—+2

selon que le plongement induisant la place infinie envoie V2 sur v/2 ou —v/2. 1l faut alors
vérifier que toutes les deux sont définies positives. d

4. REMARQUE. Notre résultat contredit le résultat qu’obtient Hashimoto dans [3] (pro-
position 3.8). Il ne trouve en effet qu’un seul genre de B,-réseau unimodulaire de rang
r lorsque m = 2" avec | > 3 et r = 2 mod 4. Nous suivons cependant tous deux essen-
tiellement le méme raisonnement, a la différence prés qu’Hashimoto utilise pour arriver a
sa conclusion 'égalité (—1, E’"/Km)p = —1 qui, comme nous ’avons prouvé, est fausse. La
différence que nous obtenons selon que I'entier m = 2! soit 4 ot strictement supérieur & 4
s’explique par le fait que v/2 € E,, dés que m > 4.

5. REMARQUE. Indiquons briévement comment comparer nos résultats avec ceux de la
théorie des formes quadratiques entiéres sur Z. Il est possible d’associer aux réseaux
définis par les deux matrices ’

— RO

et 1/2"'(2_1\/5 2+1x/§)

sur Ay et Ag respectivement, des formes quadratiques entiéres sur Z, en prenant respec-
tivement la moitié de la trace Tr Kay ou le quart de la trace Tr K- Nous obtenons dans
le deux cas une forme quadratique unimodulaire définie positive de rang 8 : il s’agit en
fait de la forme F3 qui est 'unique forme quadratique unimodulaire définie positive de
rang inférieur ou égal & 8 non isométrique & 'identité (cf. [8], appendice 4, pages 398 et
suivantes).

X4=

OO =N
=N - O
N = = O

—1

D’autre part, ces matrices nous permettent d’exhiber deux réseaux qui ne sont pas
isométriques bien qu’ils soient dans le méme genre. En effet, considérons les Z[i]-réseaux
(L,h) et (M, k) derang 5 définispar L~ Xy L <1>et M ~<1>1L:.-- L <1> Vule
théoreme 3, ces deux réseaux sont dans le méme genre. Mais ils ne sont pas isométriques ;
en effet, dans le cas contraire, leurs traces respectives seraient isométriques et donc les
réseaux quadratiques de rang 10 sur Z définis respectivement par Fg L <1>1<1> et
<1>1--- 1L<1> le seraient aussi, ce qui est faux (cf. [7], derniéres remarques de la
page 335).




Annexe 3

Genres des réseaux entiers de rang 2
sur les entiers de Gauss

L’objectif de cette troisiéme annexe est de dresser la liste compléte de tous les genres des
réseaux entiers de rang 2 sur les entiers de Gauss.

Considérons ’extension quadratique de corps de nombres Q(% ot i = /=1. Cen’est autre
que 'extension 4-cyclotomique définie dans I’annexe 2 dont nous reprenons ci-dessous
quelques résultats. Les anneaux d’entiers respectifs de Q et Q(¢) sont Z et Z[i] ; ce dernier
s’appelle anneau des entiers de Gauss. Nous noterons o 'automorphisme involutif de
Q(%) donné par o(z + iy) =z — .

Rappelons que 'unique place infinie de Q est non décomposée dans I'extension Q).
Ainsi les espaces hermitiens sur (Q(¢) ont exactement une signature.

D’autre part, 2 est I'unique place finie de Q ramifiée dans U4 et 'extension locale
@), est ramifiée dyadique O-unitaire, en d’autres termes —1 est une unité de défaut
quadratique 1. D’autre part, il est bien connu qu'une place finie p de Q se décompose
dans Q(i)/Q si et seulement si p = 1 mod 4.

Déterminons le défaut quadratique maximal que peut avoir une unité o de Z, telle que
(a, ©),) = —1. Notons ¢ la valuation de ce défaut quadratique.

On a uy,(4) = 2 de sorte que, vu la proposition 1.4 du chapitre 3, ona 1l < ¢ < 2.
Montrons que ¢ = 1. Remarquons que 5 est une unité de défaut quadratique 4Z, ; en
effet, vu lexemple 63:3 dans [7], il suffit de prouver que l'extension (Y3, est non
ramifiée, ce qui découle du fait bien connu que la place induite par l'idéal premier 27Z est
inerte dans 'extension Q(‘/g)/Q. Mais un calcul simple utilisant la formule du produit de
Hilbert nous montre que (5, Q(%) = 1 de sorte que si o est une autre unité de défaut
quadratique 4Z,, on a aussi (o, Ug) = 1 car ¢ est un carré dans Q(3) (cf. [7], 63:4).
Ainsi ¢ = 1.

Donnons & présent la liste des genres des Z[i]-réseaux entiers de rang 2 :

Pour tout m,n € Z avec m,n # 0 et n > 0 si m < 0, considérons le résean A(m, n) défini

par

Alm,n) = 2 Z[i) & y Z]i] ~ ("8" 7%)

Il est clair que HA(m,n) = NA(m,n) = mZ[i] et que les facteurs invariants de A(m,n)
sont mZ[i] D mnZ[i]. La signature de A(m,n) est (2,0) si m,n >0, (1,1) si m > 0 et
n < 0 et finalement (0,2) sim < 0 et n > 0.
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Pour tout m,n, k € Z avec m # 0, n impair, £k > 2 et n > 0 si m < 0, considérons le
réseau B(m,n, k) défini par

2knm mn(1 +i)k+!
mn(l —i)*1  (2n+1)m

B(m,n, k) =z Z[i}® y Z[i] = (

Observons que det B(m, n, k) = m?2*n Z[i] et que HB(m,n,k) = NB(m,n, k) = mZ[i].
Ainsi les facteurs invariants de B(m,n,k) sont mZ[i] D m2fnZ[i]. La signature de
B(m,n, k) est (2,0) sim,n >0, (1,1) sim > 0 et n <0 et finalement (0,2) si m <0 et
n > 0.

Pour tout m,n € Z avec m # 0 et n > 2 si m < 0, considérons le réseau C(m,n) défini
par
o . 2mn  m(1+ 2i)
C(m,n) =z Z[i]| ® y Zi] ~ (m(l—Zz’) om )

On vérifie facilement que det C(m,n) = m2(4n — 5) Z[i], que HC(m,n) = mZ[i] et que
NC(m,n) = 2mZ[i]. On en déduit aisément que les facteurs invariants de C(m,n) sont
mZ[i] D m(4n — 5) Z[i]. La signature de C(m,n) est (2,0) sim > 0et n 2 2, (1,1) si
m > 0etn <1 et finalement (0,2) sim<Q0etn > 2.

Pour tout m,n € Z avec m # 0 et n > 1 si m < 0, considérons le réseau D(m,n) défini

par ‘
D(m,n) =z Z[i] ® y Z[i] ~ (m?infz) m(;r;- 1)) '

Quelques calculs nous montrent que det D(m,n) = 2m?(2n — 1) Z[i], que HD(m,n) =
= m(1 +1) Z[i] et que ND(m,n) = 2mZ[i]. Alors les facteurs invariants de D(m,n) sont
m(1+14) Z[i] > m(1+1)(2n—1) Z[i]. La signature de D(m,n) est (2,0)sim > 0etn > 1,
(1,1) sim > 0 et n < 0 et finalement (0,2) sim <Oetn > 1.

Montrons que les réseaux définis ci-dessus forment un systeme complet de représentants
des genres des Z[i]-réseaux entiers de rang 2.

Nous allons procéder comme suit : pour chaque valeur possible des facteurs invariants t,
nous allons déterminer le nombre de genres de réseaux de facteurs invariants t et observer
que la liste ci-dessus possede exactement le méme nombre de réseaux de facteurs invariants
t. Nous pourrons conclure grace au fait que les réseaux de la liste sont deux & deux dans
des genres différents.

Commencons par donner une formule calculable pour le nombre de genres. Soit t = (v, tg)

une suite adéquate de Z[i], avec t1, ty C Z[z].
Soit G(t) Pensemble de genres de Z[i]-réseaux de facteurs invariants r. Rappelons que 'on

note A\, = H (—1)vp(t1)+vp(rz)‘_
pel

On a |G(r)| = |G(x, 2,0)] + |G(x, (0,2)] + |G(r, 1, 1) = 2|Cx.(v2)] + |C=».(x2)]-

Observons ensuite la forme des facteurs invariants d’un réseaux.

Soit (L, h) un Z[i]-réseau de facteurs invariants v; D vo. Vu la proposition 1.4 du cha-
pitre 2, on a v,(r;) € A(Z) pour toute place finie décomposée p de Q de sorte que,
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comme Z{[i] est principal, on peut écrire t; sous la forme m(1 4 4)* Z[i] et t; sous la forme
mn(1 + 9)** Z[i] ol m,n € N sont impairs. Or, si k est impair, le 2-localisé (Ls, h2) ne
peut étre que (1+1)*-modulaire de sorte que [ = 0. Comme Z est I’ensemble des premiers
congrus & 3 modulo 4, on vérifie aisément que 'on a A, =1sin=1mod 4 et A\, = —1 si
n = 3 mod 4.

Les quatre possibilités ci-dessous couvrent alors tous les choix possibles de facteurs inva-
riants de Z[i]-réseaux de rang 2.

Soient t les facteurs invariants d'un Z[i}-réseau (L, h).

i) Supposons que les facteurs invariants t soient de la forme mZ[i] DO mnZ[i] avec

m,n € N et n impair. Alors le 2-localisé (Lg, hg) est 2%™-modulaire et donc, grice
au corollaire 6.10 du chapitre 3, on a jCH(tg)] =1et ]C_l(tg)l = 2. On obtient ainsi
IG(x)| =4sin=1mod 4 et |G(t)| =5 si n =3 mod 4
Si n = 1 mod 4, les réseaux A(m,n), A(m,—n), A(—m,—n) et C(m, (5 —n)) sont
clairement dans G(r). De plus, ils sont dans des genres distincts. En effet, la norme
coincide avec 'échelle pour les trois premiers ce qui n’est pas le cas pour le dernier ;
en outre les trois premiers sont de signature distincte.
Si n = 3 mod 4, les réseaux A(m,n), A(m,—n), A(—m,—n) et C(m, z(n + 5)) et
C(—m, 1(n+5)) sont clairement dans G(r). De plus, ils sont dans des genres distincts.
En effet, la norme coincide avec I’échelle pour les trois premiers ce qui n’est pas le cas
pour les deux autres ; d’autre part, les trois premiers, comme les deux derniers, sont
de signature différente.

ii) Supposons que les facteurs invariants v soient de la forme mZ[i| D 2mn Z[i] avec
m,n € N et n impair. Alors le 2-localisé (Lo, ho) est une somme orthogonale de deux
réseau unimodulaires de rang 1 dont la différence des valuations des échelles est égale
a 2. Or 2 € 2c¢ de sorte que, grace au théoréme 7.7 et au corollaire 7.5 du chapitre 3,
on a |Cx,(r2)| = [C-x.(tz)| = 1. On obtient ainsi |G(t)| = 3.

On observe alors que les réseaux A(m, 2n), A(m, —2n) et A(~m, —2n) sont dans G(r)
et de genres distincts, car de signature différente.

iii) Supposons que les facteurs invariants t soient de la forme mZ[i] D 2*mn Z[i] avec
m,n € N, n impair et k > 2. Par un méme raisonnement que sous ii), on obtient, en
utilisant le fait que 2% > 2c, les égalités [Cx,(t2)| = [C_x,(r2)| = 2. Ainsi |G(x)| = 6.
Mais les réseaux A(m,2%n), A(m,—2Fn), A(—m,2*n), B(m,n,k), B(m,—n, k) et
B(—m,n, k) sont clairement dans G(t). De plus, ils sont dans des genres distincts.
En effet, les trois premiers, comme les trois derniers, sont de signature différente.
Montrons ensuite que A(m,2%n) n’est pas dans le méme genre que B(m,n, k), bien
qu’ils aient la méme signature. Tous les deux admettent une décomposition de Jordan
du type (2, (1,1, (24,(m), 2w (m) + 2k)). Si J1, Jz (resp. Ji, J}) en est une pour A(m,2*n)
(resp. B(m,n,k) ), on a dune part (dJ;, ®Wg,) = (m,®l)g,) et dautre part
(A1, @9%,) = ((2n+ )m, ©W%4,) = —(m, @,) car (2n+1,204,) = —1 vu
que 2n + 1 = 3 mod 4. On conclut en observant que 2k > 2c et en appliquant le
corollaire 7.2 du chapitre 3.

On procéde de méme pour montrer que A(m, —2fn) (resp. A(~m,2*n) ) n’est dans
le méme genre que B(m, —n, k) (resp. B(—m,n,k) ).
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iv) Supposons que les facteurs invariants v soient de la forme m(1+14) Z[i] > mn(1+1i) Z[i)
avec m,n € N et n impair. Alors le 2-localisé (L, ho) est (1 + i)*-modulaire avec s
impair et le corollaire 6.10 du chapitre 3 nous permet d’affirmer que lC,\t(tQ)l =
= [C_x,(r2)] = 1. Ainsi |G(x)] = 3.

Mais les réseaux D(m,i(n+1)), D(—m, 3(n+1)) et D(m, 1(1—n)) sont clairement
dans G(r). De plus, ils sont dans des genres différents, car de signature distincte.



Annexe 4

Existence de genres
ne contenant pas de réseau libre

Le but de cette derniére annexe est de montrer qu'un genre n’admet pas forcément un
réseau libre comme représentant. Nous allons construire une famille de contre-exemples
trés semblables en considérant des réseaux de rang 1 sur les anneaux des entiers de certains
corps quadratiques. Nous obtiendrons en corollaire une démonstration du fait que les
anneaux d’entiers en question ne sont pas principaux.

Commengons par donner briévement quelques résultats sur les corps quadratiques.

On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 du corps Q des rationnnels.

Si K est un corps quadratique, il existe un entier m € Z sans facteurs carrés avec m # 0, 1
tel que K = Q(+/m). De plus, si m et n sont deux tels entiers distincts, alors Q(y/m) #
£ Q7).

Les places de Q ont le comportement suivant dans l’extension Q(\/m)/q : 'unique place
infinie de Q est décomposée dans l'extension si et seulement si m > 0. Les places finies
de Q qui sont ramifiées sont les-places correspondant aux premiers p qui divisent m ainsi
qu’a 2 lorsque m = 3 mod 4.

Posons a,, = v/m si m = 2,3 mod 4 et ay, = izﬂ si m = 1 mod 4. 1l est bien connu
que l’anneau des entiers de Q(y/m) est Z[ayy).

Notons M (m) I'ensemble des genres des Z[ay]-réseaux unimodulaires de rang 1.

1. LEMME. Soit m € Z sans facteurs carrés avec m # 0,1. Soit R le nombre de facteurs
premiers de I'entier m si m = 1 mod 4 et de 'entier 2m si m = 2,3 mod 4.

(i) Sim >0, alors [M(m)| = 2F-1.
(ii) Sim <0, alors |[M(m)] = 28,

Preuve. Remarquons tout d’abord que R est le nombre de places finies de Q qui sont
ramifiées dans Pextension Q™. D'autre part, si p est une telle place, notons Cy(p)
'ensemble des classes d’isométrie de Zp[oy,]-réseaux unimodulaires de rang 1 et de discri-
minant d vérifiant (d, V™) ) = Aot X € {21}

Vu les théoremes 5.4 et 6.5, tous deux du chapitre 3, on a |C4+1(p)| = |C-1(p)| = 1 pour
toute place finie ramifiée p.

Notons t la suite adéquate de longueur 1 de Z|oy,] donnée par vy = Z[ay,]. Utilisons
le théoréme 2.1 du chapitre 4 et ses notations ; pour toute famille de signature ¥, on a
1G(x, T)| = [Q(s)| = 251,
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Supposons m > 0. Il n’y a alors aucune place infinie non décomposée de sorte que X ne
peut étre que la famille vide et donc [M(m)| = |G(x, ()| = 281

Sim < 0, il existe une unique place infinie non décomposée et on obtient alors |[M(m)| =
= |G(r, (1,0)] +|G(x, (0,1)| = 281 + 2B-1 = 28, a

Soit (L, h) un Z[a,,)-réseau libre de rang 1. On peut alors supposer que L = Z[ap).
D’autre part, h est entiérement caractérisée par 1’élément h(1,1) qui est & la fois dans
Z et générateur de VL = Z[ay,] de sorte que h(1,1) = +1. Ainsi, il y a au plus deux
classes d’isométrie, donc au plus deux genres de Z[an]-réseaux unimodulaires de rang 1
admettant un représentant libre.

On en déduit alors le théoréme suivant :

2. THEOREME. Soit m € Z sans facteurs carrés avec m # 0,1. Soit R le nombre de
facteurs premiers de I'entier m si m = 1 mod 4 et de 'entier 2m si m = 2,3 mod 4.
Supposons que m > 0 et R > 2 ou que m < 0 et R > 1. Alors il existe au moins un
genre de Z[am]-réseaux unimodulaires de rang 1 n’admettant aucun représentant libre.
En particulier, anneau Z[o.,| n’est pas principal. O
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