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I n t r o d u c t i o n 

Il est souvent intéressant et utile, en théorie des nombres, de comparer une propr ié té d ' u n 
ob je t sur u n corps de nombres avec la propr ié té de l 'objet dans ses localisés ; on m e t t r a en 
relat ion, pa r exemple, le fait q u ' u n élément d ' u n corps de nombre soit un carré avec le fait 
qu' i l le soit d a n s chacun de ses localisés. La théorie des formes quadra t iques sur les corps 
de nombres , comme celles des formes hermit iennes, utilise avec succès ce procédé local-
global avec, comme point central , le théorème de Hasse-Minkowski qui est cer ta inement 
u n des résu l t a t s les plus difficiles et les plus profonds de la théorie. Ce théorème nous di t 
essentiellement que l ' isométrie de deux espaces quadra t iques (ou hermit iens) sur u n corps 
de nombres est caractér isée pa r leur isométrie sur tous les localisés : deux espaces sont 
globalement isométr iques si et seulement s'ils sont localement isométriques. 

Nous nous intéresserons aux réseaux, qui seront pou r nous des espaces hermit iens sur 
l ' anneau des entiers d ' u n corps de nombres. L 'analogue d u théorème de Hasse-Minkowski 
dans ce cadre n 'es t plus vrai , et nous pouvons définir une relat ion d 'équivalence plus faible 
que l ' isométrie, cor respondant à l ' isométrie locale : nous dirons alors que deux réseaux 
sont dans le même genre si tous leurs localisés sont isométriques. 

Le bu t de ce travail est d ' é tud ie r les genres des réseaux. Nous commencerons pa r donner 
des invar iants d ' i sométr ie des réseaux ; nous mont re rons qu'i ls sont en fait des invariants 
de genre. 

Si L est u n réseau, on p e u t considérer son réseau dual L * et les f ac t eu r s invar iants de L 
dans L * ; ces derniers compor ten t beaucoup d ' in format ions sur les genres et en cons t i tuent 
de ce fai t u n invariant impor t an t . 

D ' a u t r e pa r t , si K est un corps de nombres et A son anneau des entiers, alors l 'extension 
à K d ' u n A-réseau est un espace hermit ien sur K qui, grâce au théorème de Hasse-
Minkowski, est en fait un invariant de genre. Les signatures aux places infinies le sont 
alors aussi. 
Dans ce travail , nous mont re rons que le nombre de genres dont les représen tan ts possèdent 
des fac teurs invariants et des s ignatures donnés est fini et nous donnerons une m é t h o d e 
pour le calculer. La complicat ion due au cas ramifié dyadique rend difficile l 'écr i ture 
d ' u n e formule générale explicite ; cependant , les résul ta ts que nous obt iendrons nous 
p e r m e t t r o n t de t rouver , de cas en cas et moyennant quelques calculs, une formule pour 
u n choix part icul ier de fac teurs invariants et de signatures. 

Le premier chapi t re sera consacré aux définit ions générales ainsi q u ' à la descript ion som-
maire des différents outi ls dont nous aurons besoin. Nous y définirons le genre et les 
fac teurs invariants d ' u n réseau. 

Le deuxième chapi t re t r a i t e r a de l ' é tude globale des espaces hermi t iens sur u n corps de 
nombres . Nous commencerons par é tudier les espaces hermit iens sur les localisés. Nous 
dédui rons ensui te d u théorème de Hasse-Minkowski pour les formes quadra t iques une 
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version ident ique pour les formes hermit iennes, ce qui nous condui ra na ture l lement au 
théorème de Landher r . 

Dans le t roisième chapi t re , nous é tudierons les liens entre l ' isométrie des réseaux sur un 
corps local et leurs facteurs invariants. Nous observerons tou t d ' a b o r d que les fac teurs 
invariants d ' u n réseau correspondent par fa i tement à ses décompositions de Jo rdan . Nous 
dis t inguerons ensui te trois cas possibles de corps locaux : les cas non ramifié, ramif ié 
non dyadique et ramifié dyadique. Le premier cas est vra iment t rès facile alors que les 
complicat ions et les difficultés techniques sont beaucoup plus élevées pou r le dernier . 
Le dernier chapi t re nous p e r m e t t r a de rassembler tous nos résu l ta t s et de passer d u local 
au global. Nous calculerons le nombres de genres de réseaux de fac teurs invariants et de 
s ignatures donnés. 

Le travail se t e rmine ra par qua t r e annexes qui cont iennent des appl icat ions calculatoires 
de la théorie exposée. 
Dans la première, nous présenterons u n outi l de calcul, le dé terminant , qui fourni t une 
aide précieuse pour le calcul des fac teurs invariants d ' u n réseau. 
Dans les deux annexes suivantes, nous donnerons une liste explicite des genres de réseaux 
dans deux cas part icul ier : les genres de réseaux unimodulai res to ta lement définis posit ifs 
dans les extensions cyclotomiques, pour la deuxième annexe, et les genres de réseaux de 
r ang 2 sur les entiers de Gauss, pour la troisième. Dans la qua t r i ème et dernière annexe, 
nous verrons q u ' u n genre ne possède pas forcément de représentant libre, en m o n t r a n t 
l 'existence de contre-exemples pour certaines extensions quadra t iques d u corps des entiers 
rat ionnels . Nous en déduirons que leur anneau des entiers n 'es t pas principal . 

Je t iens à remercier mon directeur de diplôme, le Professeur Jacques Boéchat , pou r les dis-
cussions enrichissantes que nous avons eues et pou r son aide à résoudre cer ta ins problèmes 
part iculiers . Mes remerciements vont aussi à Maurice Mischler qui m ' a proposé ce su je t 
et m ' a soutenu d u r a n t la p répara t ion d u diplôme ainsi qu ' au Professeur Henri Jor is qui a 
accepté de relire ce travail. 

Dorigny, mai 1997. 
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C h a p i t r e 1 

G é n é r a l i t é s s u r l e s c o r p s d e n o m b r e s 

e t l e s f o r m e s h e r m i t i e n n e s 

Dans ce premier chapi t re , nous allons rappeler quelques not ions qui nous seront uti les pa r 
la suite et définir ainsi le cadre dans lequel nous allons travailler. 

Fixons tou t d ' a b o r d quelques conventions. 

Un anneau sera tou jours commuta t i f et possédera tou jours une unité . 
D ' a u t r e pa r t , on no te ra volontiers pa r une égalité les isomorphismes canoniques en t re mo-
dules ou a n n e a u x et par une inclusion les homomorphismes canoniques injectifs d ' a n n e a u x 
ou de modules . 

§ 1. P r o d u i t s d e d e u x a n n e a u x d e D e d e k i n d 

Dans ce premier pa ragraphe , nous allons é tudier le p rodui t de deux copies d ' u n anneau de 
Dedekind et définir une not ion de groupe d ' idéaux fract ionnaires pou r ces types d ' anneaux . 

Mais rappe lons tou t d ' a b o r d la définit ion et quelques propriétés des a n n e a u x de Dedekind. 

On appelle anneau de Dedekind u n anneau noethérien, intègre et in tégralement clos tel 
que t o u t idéal premier non nul soit maximal . 

Soit A u n anneau de Dedekind. Notons K son corps des fract ions. 

On di t q u ' u n sous ^ - m o d u l e o de K est un idéal f r ac t ionna i re de A s'il existe x £ K 
non nul te l que x o C A. On vérifie aisément q u ' u n sous A-module a de K est un idéal 
f rac t ionnai re de A si et seulement si o est de type fini. 

Pour la sui te d u texte , on di ra idéal f rac t ionnaire a u lieu d ' idéal fractionnaire non nul. 

Si a et b sont deux idéaux fract ionnaires , on appelle produi t de a et 6 le sous A-module 
de K engendré par { x y \ x £ a, y £ b } qui est encore u n idéal f rac t ionnai re de A et que 
l 'on note o - b. Il est bien connu que ce t te mult ipl icat ion muni t l 'ensemble des idéaux frac-
t ionnaires I ( A ) d ' une s t ruc tu re de groupe abélien libre a d m e t t a n t l 'ensemble des idéaux 
premiers non nuls de A comme base. 
Si a G I ( A ) et si p est u n idéal premier de A, on appelle valuation p-adique de a l 'exposant 
de p dans la décomposi t ion de a dans la base formée des idéaux premiers non nuls de A. On 
note wp(o) la va lua t ion p-adique de a. Il est clair que vp : I ( A ) —> Z est u n homomorph i sme 
surjectif de groupes. 
Si x £ K*, on écrit vp(x) au lieu de vp(xA) ce qui définit un homomorph i sme vp : K * —• Z. 
Pro longeant v à K en posant wp(0) = oo, on obt ient une appl icat ion vp : K —• Z U {00} 
vérifiant vp(xy) = vp(x) + vp(y) et vp(x + y) ^ min- jy^z) , ?^? / )} , avec les conventions 
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usuelles sur l 'usage du symbole oo. On obt ient alors une valuat ion sur K que l 'on appelle 
encore valuat ion p-adique (voir le pa ragraphe 3). 

Enonçons encore br ièvement deux théorèmes caractér isant respect ivement les modules 

project i fs de t ype fini et les modules p la t s sur un anneau de Dedekind. 

Rappe lons tou t d ' a b o r d quelques définit ions et résul ta ts . 
Soit A u n anneau , non nécessairement de Dedekind. Un A-module M est di t project if s'il 
existe un A-module N tel que M © N soit libre. Remarquons que si M est project if de 
t ype fini, on peu t choisir u n tel N de sorte que M © N soit libre de t y p e fini. 
Un A-module M est dit plat si pour tou te appl icat ion A-linéaire inject ive / : B —• C 
l ' homomorph isme / <g> Id : M ®A B —• M ® A C indui t par x ® y i—> x <g> f ( y ) est injectif . 
Il est bien connu q u ' u n module projectif et nécessairement pla t . 

Pour la sui te d u chapi t re , projectif signifiera project if de t ype fini. 

1 . 1 THÉORÈME. Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fract ions. Soit M 
un A-modu le de type fini. Alors les condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est project i f . 

(ii) M est s ans torsion. 

(iii) M est i somorphe à un sous A-modu le d ' u n K-espace vectoriel V de dimension finie. 

(iv) L ' homomorph i sme M —> M (g>A K indui t p a r x i—• x ® 1 est injectif . 

Preuve. La preuve se t rouve dans [2]. L'équivalence entre (ii), (iii) et (iv) est la proposi-
t ion 4.1 de la page 88. L ' implicat ion de (ii) pa r (i) est claire, alors que sa réciproque est 
l 'assert ion (b) d u théorème 13 de la page 95. • 

E n part icul ier , t o u t idéal f rac t ionnaire d ' u n anneau de Dedekind est project i f . 

1 . 2 T h é o r è m e . Soit A un anneau de Dedekind. Un A-module est p l a t si et seulement 
s'il est sans torsion 

Preuve. Notons K le corps des f ract ions de A. Soit M un A-module . 
Supposons M pla t . Alors l ' homomorphisme canonique M —> M <S>A K est injectif et ainsi 
l 'égalité x — x <S>1 = a x ® vérifiée pour t ou t x E M et pour t ou t a € A non nul, nous 
mont re que M est sans torsion. 
Réciproquement , supposons M sans torsion. Alors tous ses sous-modules de t y p e fini sont 
sans torsion donc, vu le théorème 1.1, project i fs et en part iculier plats . O n conclut alors 
en observant q u ' u n module est plat si tous ses sous-modules de t ype fini le sont. Ce fait 
découle en effet de l 'équivalence ent re les assert ions (a) et (b) du théorème 3, page 147, 
dans [1]. • 

Soient A u n anneau de Dedekind et K son corps des fractions. E tud ions l ' anneau A x A. 
Posons B = A x A e t E = K x K . 

Considérons les homomorphismes d ' a n n e a u x 7Ti,7T2 : E —• K définis respect ivement pa r 
t t i (x, y) = x ct 7t2(x,y) = y. Chacun d ' eux muni t K d 'une s t ruc tu re de ^ - a l g è b r e que 
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l 'on no te K \ et K 2 respect ivement . Il est clair que E ~ K \ © K 2 en t a n t que ^ - m o d u l e . 

Le m ê m e phénomène se produi t au niveau des anneaux : les homorphismes 7Ti et 7r2 

induisent des s t ruc tu res de algèbre sur A notées respect ivement Ai et A 2 . O n a aussi 
B = Ai © A 2 comme B-module . 

1 . 3 R e m a r q u e . L 'homomorph isme canonique E ®B Ai —» Ki indui t pa r x ® y i-* i t i(x)y 
est c lairement u n isomorphisme d 'a lgèbres sur E . 

1 . 4 P r o p o s i t i o n . Soit M un B - m o d u l e de type fini. Les condi t ions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) M est project i f . 

(ii) L ' homomorph i sme M —> M ®B E indui t p a r x t-» x ® 1 est injectif. 

Preuve. Il suffit de vérifier que l 'assert ion (ii) implique l 'assert ion (i). C o m m e Ai est 
project i f sur B , l 'appl icat ion M ®B A i —> ( M ®B E ) ®B Ai est injective ; or, pa r la 
r emarque 1.3, ( M ®B E ) ®BAX = M ®B ( E ®B A i ) = M ® B K X = ( M ®B A x ) ® A K i ; ainsi, 
grâce a u théorème 1.1, M ®B Ai est project if sur A. Il existe alors u n /1-module N et u n 
entier positif n avec ( M ®B A i ) © N ot A™ comme A-modules et donc aussi en t a n t que B -
modules . On a ainsi u n isomorphisme de 5 - m o d u l e s ( M ® B A i ) ® ( N ® A 2 ) — A™(BA% = B n 

de sorte que M ®B Ax est B-project i f . O n mont re de même que M ®B A 2 est B-project i f 
et on conclut en observant que M = ( M <g>B Ai ) © ( M ®B A 2 ) . • 

1 . 5 R e m a r q u e . Soit a un sous fî-module de E . Alors l ' homomorphisme i : o ®B E E 
indui t pa r x ® y ^ xy est injectif. E n effet, il suffit de remarquer que tou t élément de 
o ®B E p e u t s 'écrire sous la forme x ® y avec y £ E*. 

1 . 6 DÉFINITION. On appelle idéal f rac t ionna i re de B tou t sous B - m o d u l e a de type fini 
de E tel que a ®B E = E . 

Notons I { B ) l 'ensemble des idéaux fract ionnaires de B . Vu la proposi t ion 1.4, t o u t idéal 
f rac t ionnai re de B est project if . 

Soit a u n sous B - m o d u l e de E . Pour 1 < i ^ 2, on a o ®B Ai C E ®B Ai = K i et on a 
TTi(a) = a ®B Ai via ces identifications. 

1 . 7 P r o p o s i t i o n . Soit o un sous B - m o d u l e de type fini de E . Alors les condit ions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) o est un idéal f rac t ionnai re de B . 

(ii) a ÇyB Ai et a ®B A 2 sont des idéaux f ract ionnaires de A. 

(iii) a f l £ * ^ 0. 

Preuve. Mon t rons que l 'assert ion (i) implique (ii). 
Supposons que a soit u n idéal f rac t ionnaire de B . Soit 1 ^ i ^ 2. Alors a ®B Ai est 
u n sous A-module de type fini de K tel que (a ®B Ai) ®A. Ki = (a ®B E ) ®E Ki = 
— E ®B K i — Ki de sorte que o ®B Ai est un idéal f rac t ionnaire de A. 
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Mont rons que (ii) implique (iii). 
Supposons que a ®B Ai et a (g>B A 2 soient des idéaux fract ionnaires de A. Alors, pou r 
t ou t 1 ^ i ^ 2, il existe x^ G a <g>B Ai C Ki non nul. Considérons x — xx + x 2 G K i © K 2 . 
Alors x G a H E*. En effet, il est clair que x G (a (g>B Ai ) © (o ®B A 2 ) — a ; de plus, grâce 
à l ' identif ication E — K x © K 2 , on a x — (xi , x 2 ) qui alors est év idemment inversible. 

Vérifions f inalement que l 'asser t ion (iii) implique l 'assert ion (i). 
Supposons que a H E* ^ 0. Considérons alors x G a D E*. Si y e E , on p e u t écrire 
y = x (x~ 1 y) = x ® x ~ l y G a ®B E . • 

Soient o, b G I { B ) . Alors le sous B-modu le de E engendré pa r { x y \ x G a, y G b } est 
u n idéal f rac t ionnai re de B que l 'on note o • b et que l 'on appelle produit de a et de b. Il 
est clair que ce t te mult ipl icat ion muni t I ( B ) d 'une s t ruc ture de monoïde commuta t i f . 

1 . 8 T h é o r è m e . Le monoïde I ( B ) est un g roupe abélien l ibre de base l 'ensemble des 
idéaux de la fo rme Ai © pA 2 et pA\ © A2 où p est un idéal p remie r non nul de A. D e 
plus, l ' appl icat ion $ : I ( B ) —> I ( A ) x I ( A ) définie p a r $ ( o ) = (o ®B A i , a <g>B A 2 ) est un 
isomorphisme. 

Preuve. E n ut i l isant l ' identif icat ion de a <S>B Ai avec 7^(0), on peu t a isément vérifier que 
(0 • b) <g)B Ai = (a ®B Ai ) • (b (g>B Ai ) pour t o u t a, b G I ( B ) ce qui mon t re que $ est u n 
homomorph i sme de monoïdes. 
Considérons \j) : I ( A ) x I ( A ) —• I ( B ) définie pa r x|/(ai. a 2) = a i © a 2 A 2 . Il est clair 
que o $ = Id et que $ o = Id donc $ est une bijection et ainsi u n isomorphisme de 
monoïdes. F ina lement I ( B ) est u n g roupe abélien libre de base consis tant en les idéaux 
de la fo rme Ai © pA2 et pAi © A 2 où p est u n idéal premier non nul de A. • 

Le théorème 1.8 nous pe rmet de définir pour t ou t idéal premier non nul p de A une 
valuat ion p-adique : 

1 . 9 D é f i n i t i o n . Soient p u n idéal premier non nul de A et a G I ( B ) . On appelle 
valuation p-adique de o le couple formé des exposants respectifs de pAi © A 2 e t Ai © pA 2 

dans la décomposi t ion de a dans la base décri te dans le théorème 1.8 et on la no te vp(a). 

Il est clair que vp : I ( B ) —» Z x Z est u n homomorphisme surjectif de groupes et que, 
pour t ou t a G I ( B ) , on a f p ( a ) = (%(a ®B Ai ) , i ; p (a A 2 ) ) . 

E tud ions encore quelques groupes d 'homomorphismes . 

1 . 1 0 P r o p o s i t i o n . Soient V et W deux E-modules . P o u r 1 ^ i ^ 2, no tons = 
= V ®E Ki et Wi = W ®E Ki . Alors H o m E ( V , W ) = H o m ^ V Ï , W x ) © H o m K ( V 2 , W 2 ) . 

Preuve. C o m m e V = V!®V2 et W = W 1 @W 2 , on & H o m B ( V , W ) = 0 H o i n E { y u W j ) . 

Soient 1 < i , j ^ 2. Calculons H o m E ( V i , W j ) . 

Si i = j , alors, V* et W\ é tan t des Kj -modules , on a R o m E ( V i , W i ) C Hom A r (Vi ,Wi) , 
l ' inclusion réciproque découlant de la sur ject ivi té de la projec t ion 7Tj définissant l 'act ion 



§ 2. Le théorème des facteurs invariants 5 

de E sur Ki . Supposons i ^ j . Considérons, par exemple, / G H o m £ ( V î , VF2). Soit 
x e Vi. Alors / ( x ) - / ( ( i ,o)x) = ( i ,o) / (x) = (i,o)((o,i)/(rr)) = 0 de sor te que / = 0. • 

§ 2 . L e t h é o r è m e d e s f a c t e u r s i n v a r i a n t s 

Soient A u n a n n e a u de Dedekind et K son corps des fractions. 
Fixons u n i f - e space vectoriel V de dimension finie n . 

E tud ions plus par t icul ièrement les relat ions entre deux sous-modules project i fs de V. Le 
résu l ta t fondamen ta l s 'appel le le théorème des facteurs invariants. C 'es t le théorème 81:11 
dans [7]. 

2 . 1 THÉORÈME. (Théorème des fac teurs invariants) Soient V un K - e s p a c e vectoriel de 
dimension finie n e t L et M deux sous A-modules projec t i fs de V tels que L ®A K — 
= M ®A K — V. Alors il existe une base x l t . . . , x n de V, des idéaux f rac t ionnaires 
a i , . . . , O n de A et une su i te t j D ••• D t„ d ' idéaux f ract ionnaires de A tels que L = 
= d i x i © • • • © OnXn et M = a i t iXi © • • • © a n t n x n . De plus, la su i te t i D • • • D t n ne 
dépend que des sous-modules L et M . • 

2 . 2 D é f i n i t i o n . Reprenons les no ta t ions d u théorème 2.1. Les idéaux t i , . . . , t n s 'ap-
pellent les f ac t eu r s invar iants de M dans L. 

Nous souhai tons é tendre le théorème des fac teurs invariants à l ' anneau A x A. Notons 
alors B = A x A et E = K x K . Nous allons nous ramener au cas ci-dessus. 

2 . 3 T h é o r è m e . Soient V un E - m o d u l e libre de r ang fini n , L e t M deux sous B -
modules pro jec t i f s de type ûni de V tels que L ®B E — M ®B E = V. Alors il existe 
une base x \ , . . . , x n de V et des idéaux fract ionnaires a i , . . . , a n de B et une unique 
sui te t i 3 ••• D r„ d ' idéaux f rac t ionnaires de B tels que L = a\X\ © ••• © a n x n et 
M = a i t j x i © • • • © a n t n x n . 

Preuve. Pour chaque 1 < i ^ 2, posons Vi = V ®E Ki , Li = L ®B Ai et Mi = M ®B A t . 
Il est clair que Vi est u n i f - e space vectoriel de dimension n et que Li est u n A-module 
project i f . O n a Li = L ®B Ai C 7 <g>B A{ = V ®E ( E <g>B Ai) = V ®E Ki = V*. De plus 
Li<S>AK = (L (g>s Ai) ®A. Ki = (L ® B E ) ® E K i = V <g>£Ki = V . Bien évidemment , Mi a les 
mêmes propriétés . Vu le théorème 2.1, il existe une base a ; ^ , . . . , x i i n de Vi et des idéaux 
f rac t ionnai res 0 ^ 1 , . . . , ciijn et r^i D • • • D x d e A tels que Li = iXj,i © • • • © cii,n£i,n et 
Mi = Oi,itj,iXj,i © • • • © Cl 
Mais les i f - i somorph i smes K \ X \ j © K 2 x 2 j —» E définis pa r a x i j + b x 2 j (a, b) sont en 
fait ^ - l inéa i res de sorte que V = V <g>E (KL © K 2 ) = (V K x ) © (V ®E K 2 ) = Vi © V2 = 
= #1®1,1 © • • - © K i X h n © K2x2,1 © • • • © K 2 X 2 ,n — E n comme ^ - m o d u l e s . 
Grâce aux identif icat ions correspondantes , on obt ient les isomorphismes L = L ®B B = 
= L (Ai © A 2 ) = L 1 © L 2 = (01,1X1,1 © • • • © a h n x h n ) © (03,1X2,1 © • • • ® a2,nZ2,n) -
~ ( a i , i A 1 © o 2 , i A 2 ) © - • •©(a i , „Ai©o 2 , n A 2 ) et de m ê m e M = M ®B ( A a © A 2 ) = M i © M 2 ~ 
~ (ai ,1^1 © a 2 , iA 2 ) ( r i , iA 1 © t 2 , iA 2 ) © • • • © (a x , n Ai © a 2 ,nA 2 ) ( r 1 , n A 1 © t 2 , n A 2 ) avec les 
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inclusions évidentes t ^ i ^ i © v 2 ^A 2 D ••• D x^ n A\ © x2 ,nA2 , ce qui mon t re l 'existence de 
la suite des t j . 

P rouvons ma in t enan t son unicité. Soient deux P h a s e s de V, 
a i , • • •, a™, ai> • • • ) °n des idéaux f ract ionnaires de B et t i D ••• D xn et r'x D D x'n 

deux suites décroissantes d ' idéaux fract ionnaires de B tels que L = Oi^i ffi • • • © OnXn = 
= a ' ^ ® - ••®a'nx'n et M = a i t ^ i © - • - © a n x n x n = a i t ' ^ © - • - © o ^ r ^ . On voit alors que 
Li = (ai <g>B Ai) xx © • • • © (an ®B Ai) x n et M t = (ai • t i ®B Ai) x i © • • • © (a„ • t n ®B At) x n . 
Mais, pou r t ou t 1 < j < n , 011 a ( a j • Xj) <g>B Ai = (a^ ®B Ai) • (xj ®B Ai) ; de plus il 
est clair que t i <g>B Ai D • • • D xn ®B Ai de sorte qu 'en ut i l isant l 'unici té des fac teurs 
invariants de L t dans Mi, on obt ient Xj <g)B Ai — x'j ®B A^ Ainsi, pour t o u t 1 ^ j ^ n , on 
a = f j {Ai © A 2 ) = (xj ®B A t ) © ( t j ®B A 2 ) = (x'j ®B A!) © Ag) = x'r • 

O n peu t définir, comme dans le cas d ' u n anneau de Dedekind, la not ion de fac teurs 
invariants : 

2 . 4 D é f i n i t i o n . Reprenons les no ta t ions d u théorème 2.3. Les idéaux t i , . . . , t n s 'ap-
pellent également les f ac t eu r s invar iants de M dans L. 

§ 3 . P l a c e s , c o m p l é t i o n s e t c o r p s d e n o m b r e s 

Dans ce pa ragraphe , nous ne prouvons aucun résu l ta t et renvoyons le lecteur aux ouvrages 
de Frôhlich et Taylor [2] (chapitres II.2 , II .3 et I I I . l ) et de O ' M e a r a [4] (chapitres I et II). 

Soit K un corps. On appelle valeur absolue sur K tou te appl icat ion /? : K —• R telle 
que 0 ( x ) > 0 si x ^ 0, 0(0) = 0, 0 ( x y ) = (3{x) / % ) et (3{x + y) ^ p ( x ) + / % ) pour 
t ou t x , y E K . On dit que la valeur absolue f3 est discrète si (3(K*) est u n sous groupe 
discret de R*2 . Notons que si /? est discrète, on a (3(x + y) < m a x { fi(x), /3(y) } pou r t o u t 
x , y e K . 

Deux valeurs absolues /?i et 0 2 sur K sont di tes équivalentes si elles induisent la même 
topologie sur K . On appelle place de K tou t e classe d 'équivalence de valeurs absolues sur 
K . Si p est une place de K , on a deux possibilités : soit t ou t e valeur absolue de p est 
discrète, soit aucune valeur absolue de p ne l 'est. Dans le premier cas, on d i ra que la place 
p est finie alors que dans le deuxième cas, on par lera de place infinie. Si p est une place 
finie de K et 0 2 e p, alors o(P) ••= {x £ K \ p i ( x ) ^ 1} = {x e K | (52(x) < 1} est un 
anneau principal que l 'on appelle Vanneau de valuation de K en p. Cet anneau possède 
u n unique idéal premier donné par tti(P) — {x £ K \ f i i (x) < 1} = {x £ K \ / 3 2 ( x ) < 1}. 
Le quot ient K ^ — t>(P)/m(P) s 'appelle le corps résiduel de K en p. 

On appelle valuat ion sur K tou te appl icat ion v : K —• Z U {oo} telle que v(xy) = 
= v(x) + v(y), v (x + y) ^ min{v(a;) , v ( y ) } pour tou t x, y £ K et v(x) = oo si et 
seulement si x = 0. Toute valuat ion v sur K indui t une famille de valeurs absolues 
discrètes équivalentes données par x h-> pour tou t a € R avec 0 < a < 1 et définit 
donc une place finie que l 'on note encore v. La réciproque est également vraie : t o u t e 
valeur absolue discrète sur K provient d ' une valuat ion sur K . 

Soient e / k une extension de corps, p une place de K et ty une place de E . O n dit que ty 
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est au-dessus de p si la restr ict ion de tou te valuat ion de ^3 est une valuat ion de p et l 'on 
no te ^3|p. Dans ce cas p est finie si et seulement si ty est finie. 

Soient K u n corps et p une place de K . Alors il existe une extension K ' de K et une 
place p' de K ' telle que K est dense dans K ' et pour tou te valeur absolue (5 e p', on a 
( K ' , 0 ) complet et 0 \ K e p. De plus, ce t te extension (K ' , p') est unique à isomorphisme 
près. On di t que K ' est le complété de K en p et on note K p pou r K ' et p pour p'. Si 
x Ç. K , on no t e r a xp l ' image de x dans K p par l ' inclusion de K dans K p . 

On appelle corps local tou t couple (K , p) formé d ' u n corps K et d ' une place finie p de 
K telle que (K , (3) soit complet pour t ou t (3 6 p et dont le corps résiduel est fini. Nous 
noterons encore p l 'unique idéal max imal rri(P) de l ' anneau de valuat ion D(P) de K . On dit 
que le corps local (K , p) est dyadique si 2 € m.(P) ou, de manière équivalente, si K{P) est 
de carac tér is t ique 2 et non dyadique dans le cas contraire. 

Si K est le corps des f ract ions d ' u n anneau de Dedekind A et p un idéal premier de A, on 
identif iera p avec la place finie de K indui te pa r la valuat ion p-adique. 

Soient A un a n n e a u de Dedekind, K son corps des fractions, E une extension quadra t ique 
de K et B la clôture intégrale de A dans E . 

Soient p et ^P des idéaux premiers de K et E respect ivement . Alors la place est 
au-dessus de p si et seulement si l 'on a l ' inclusion des idéaux p B C 

Si p est une place de K , alors il existe au moins une place de E au-dessus de p, mais au 
plus deux. On di t que la place p se décompose ou est décomposée s'il existe exac tement 
deux places de E au-dessus de p. Dans le cas contraire, on di t que p est non décomposée. 
Soient p une place finie non décomposée de K et *}3 l 'unique place de E au-dessus de p. 
On est dans l 'une des deux s i tuat ions suivantes : 

i) On a l 'égalité p B = ty2 en t a n t qu ' idéaux. Dans ce cas, on dit que p est ramifiée dans 
l 'extension e /k -

ii) On a l 'égali té p B = en t a n t qu ' idéaux. Dans ce cas, on dit que p est iner te dans 
l 'extension •%-. 

On no te ra 1Z (resp. X) l 'ensemble des places ramifiées (resp. inertes) . 
Notons J l 'ensemble des places infinies non décomposées de K . 

O n appelle corps de nombres tou te extension finie d u corps Q des rat ionnels . 

Soit K u n corps de nombres . On appelle anneau des entiers de K la clôture intégrale A 
de Z dans K . On sait que A est un anneau de Dedekind de corps des f rac t ions K . 

On appel le p longement de K tou t homomorph i sme d ' anneaux Q-linéaire de K dans C. 
On dit q u ' u n p longement f de K est réel si f ( K ) C M et complexe dans le cas contraire. 
C o m m e l 'extension k /q est séparable, il y a exac tement n = d i m Q K plongements de K . De 
plus, on p e u t les grouper en r i p longements réels f i , . . . , f r i et 2 r 2 p longements complexes 
9i , c o g i , . . . , a o gT2 où a est la conjugaison complexe de C. On a alors n = r i + 2r 2 . 
Les appl ica t ions x i—• \fi(x)\ et x i-> \gi(x)\ sont des valeurs absolues et définissent en 
fait r i + r 2 places dist inctes. D ' a u t r e pa r t , tou t idéal premier p indui t une valuat ion 
p-adique et donc une place que l 'on no te ra encore p. Selon u n théorème d 'Ostrowski , ces 



8 Chapitre 1. Généralités sur les corps de nombres et les formes hermitiennes 

places sont tou tes dis t inctes et que t ou t e place de K est l 'une d ' en t r e elles. Les r x + r 2 

places définies à l 'a ide des p longements de K sont infinies alors que celles indui tes pa r les 
valuat ions p-adiques sont finies. 

Soient K u n corps de nombres, A son anneau des entiers et p une place de K . 
Si p est finie, on définit l ' anneau A p comme l 'adhérence de A dans K p . Alors (K p , p) 
est u n corps local d ' a n n e a u de valuat ion A p . Le corps K p s 'appel le le corps des nombres 
p-adiques de K et l ' anneau A p l ' anneau des ent iers p-adiques de A. Remarquons que A p 

est un A-module sans torsion, donc pla t . 
L 'appl ica t ion $ : I ( A ) — I ( A P ) définie par <£>(a) = a ®A A p = aA p est un homorph i sme 
surjectif de groupes. De plus <|>(p) est l 'unique idéal premier de AP , no té encore p, et 
<l>(q) = A p pou r tou t idéal premier q de A dist inct de p. 

Si p est infinie, on a K p ~ R ou K p ~ C selon que la place p provienne d ' u n p longement 
réel ou complexe. On définira alors A p = K p . 

Soient e / k une extension quadra t ique de corps de nombres, A et S les a n n e a u x des entiers 
respectifs de K et E . Alors B est la clôture intégrale de A dans E . Notons a l 'unique 
élément non tr ivial d u groupe de Galois de l 'extension e /k-
Soit p une place de K . 
On a alors u n isomorphisme $ : E K p —* J^J E<$ induit pa r <£>(x ® y) = (x v • y ) v . 

VI p 
Les mêmes phénomèmes se produisent au niveau des anneaux d 'ent iers . O n a le même 
isomorphisme canonique $ : B <g)A A p —• J^J B<#. 

W 
Soit p une place de K . 

i) Si p se décompose et si ^Pi et sont les deux places au-dessus de p, alors E<pj = 
= E<p2 = K p , B<Pl = B<$2 = A p et donc E <8>kKp = K p x K p et B ®A A p = A p x A p ; 
de plus, avec ce t te identification, on a (cr <g) I d ) ( x , y ) = (y, x) . 

ii) Si p € J , on a K p ~ M et E ®K K p ~ C ; de plus, avec ces identifications, l ' involution 
a <g> Id est la conjugaison complexe. 

iii) Si p est ramifiée (resp. inerte) et si est l ' idéal premier au-dessus de p, alors la place 
pA p est ramifiée (resp. inerte) dans l 'extension quadra t ique E v / k p donc E ® K K P = E<p 
et B Ap = B<$ ; de plus, avec ce t te identification, a <8> Id est l 'é lément non tr ivial 
d u groupe de Galois de e<9/kp-

Soit p un idéal premier non nul de A. Nous sommes alors dans le cadre d u pa rag raphe 1 et 
nous pouvons considérer l 'appl icat ion <3/ : I ( B ) —> I { B ® a A p ) définie pa r \J/(a) = o ®A A p . 
Ce t t e appl icat ion est un homomorph i sme de groupes. Si p est décomposé et si et 
sont les idéaux premiers de B au-dessus de p, alors, grâce aux identif icat ions B ®A A p = 
= B V l x = A p x A p , on a \J/(a) = a B V l ® a B y 2 e t % ( ^ ( a ) ) = ( t ^ ( a ) , w % ( a ) ) . Dans 
le cas contraire , si îp est l 'unique idéal premier au-dessus de p, alors \p(a) = aB<$ et ainsi 
%(\l/(&)) = '^(ci) en uti l isant ce t te fois l ' identif ication B <g)A A p = B<$. 
E n part iculier , si a et b sont des idéaux f ract ionnaires de B avec a ®A A p = b ®A A p pou r 
t ou t e place finie p de K , on a v v ( a ) = % ( b ) pour t ou t idéal premier non nul de B et 
donc a = b. 
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§ 4 . S y m b o l e e t f o r m u l e d u p r o d u i t d e H i l b e r t 

4 . 1 D é f i n i t i o n . Soient K u n corps ét a, b G K*. On définit le symbole de Hilbert (a, b)K 

de a et b comme é tan t un entier égal à + 1 s'il existe une solution (x, y) G K 2 de l ' équat ion 
a x 2 + by2 = 1 et égal à —1 sinon. 

R e m a r q u o n s à t i t r e d 'exemple que (a ,b ) c = 1 pour t ou t a, b G C*. Si a, b G M*, alors 
(a, b)R vaut 1 si a > 0 ou b > 0 ; ce même symbole vaut —1 dans les au t res cas. 

Soit e / k une extension quadra t ique de corps de caractér is t ique nulle. Si 9 et 6' sont des 
é léments de K * tels que alors J? est u n carré et l 'on a ainsi 
(a, 0)K = {a,0')K pour t ou t a e K . On no te ra alors (a, e / k ) au lieu de ( a , d ) K . 

E tud ions le symbole de Hilbert sur des extensions quadra t iques e / k de corps complets de 
caractér is t ique nulle. 

Intéressons-nous t o u t d ' a b o r d à l 'extension Soit a G R*. Il est clair que (a, % ) est le 
signe de a . L 'appl ica t ion a (a, % ) est ainsi un homomorphisme surjectif de groupes 
de M* sur {±1}. Son noyau est alors R*2 = {àâ \ a G C*}. 

Considérons ma in tenan t u n corps local (K , p) de caractér is t ique nulle et E une extension 
quad ra t i que de K . Notons a l 'unique élément non trivial du groupe de Galois de e /k - On 
a des propr ié tés analogues que l 'on regroupe dans le lemme ci-dessous dont la preuve se 
t rouve d a n s [7], proposi t ion 63:13. 

4 . 2 L e m m e . L 'appl ica t ion K* —> {±1} définie p a r a h-» (o, e / k ) est un h o m o m o r p h i s m e 
sur jec t i f de groupes, don t le noyau est { a a ( a ) \ a G E*}. E n part icul ier , nous avons 
\ K * / { a a ( a ) \ a e E*}\ = 2. O 

Donnons ma in t enan t quelques résul ta t s à p ropos des liens ent re les symboles de Hilbert 
sur les divers localisés d ' u n corps de nombres. 

Voici la f o r m u l e du produit de Hilbert , aussi connue sous le n o m de loi de réciprocité de 
Hilber t . Elle est prouvée dans [7], au chapi t re VII. 

4 . 3 THÉORÈME. (Formule d u p rodu i t de Hilbert) Considérons un corps de nombres K 
et a , b E K . Alors (ap, = 1 p o u r presque tou te place p de K e t 

n = l d 

p 

Soient e / k une extension de corps de nombres, 0 G K avec E = K { V ë ) et p une place de 
K . On posera (a, e / k ) 0 = %)K P ° u r tou t a G K . p P 
Supposons que p est décomposée. Alors 6p est u n carré dans K p . E n effet, soit une 

place de E au-dessus de p. O n a = 0V G E<$ de sorte que 6V est u n carré d a n s 

Mais E<$ = K p et , par ce t te identification, ôp = 6V ce qui pe rme t de conclure. 
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On a ainsi (a, e / k ) p = 1 pou r t o u t a £ K . 

Supposons p non décomposée. Soit l 'unique place de E au dessus de p. Rappe lons que 
E<p est une extension quadra t ique de K p . O n vérifie aisément que E<$ = K p (9 p ) . O n a 
ainsi (a, % • ) = (ap, e ^ / k v ) pour tou t a £ K . 

La formule d u p rodu i t de Hilbert peu t alors se réécrire ainsi : 

4 . 4 P r o p o s i t i o n . Soient e / k une extension quadra t ique de corps de nombres et a £ K . 
Alors on a (a, e / k ) p = 1 sauf p o u r un nombre fini de place p et 

n w - i - a 

Donnons les condi t ions de réalisat ions du symbole de Hilbert : 

4 . 5 P r o p o s i t i o n . Soit e / k une extension quadra t ique de corps de nombres. Considérons 
p o u r chaque p lace p de K un entier Ap € {±1}. Alors les condi t ions nécessaires et 
suffisantes p o u r qu' i l existe a £ K tel que (a, e / k ) p = Ap p o u r tou te p lace p sont les 
suivantes : 

(i) On a Àp = 1 p o u r tou te p lace décomposée p. 

(ii) L 'ensemble des places p telles que Àp = —1 est fini. 

(iii) On a J | A P = 1. 
p 

Preuve. La nécessité découle de la proposi t ion 4.4 et des quelques r emarques ci-dessus. 
P rouvons la suffisance. Notons A l 'ensemble des places p de K avec Àp = — 1. Alors A est 
fini et contient u n nombre pair d 'é léments . D ' a u t r e pa r t , t o u t p £ A est non décomposé 
de sorte que 9p n 'es t pas u n carré dans K p . Vu le corollaire 71:19a dans [7], il existe a £ K 
tel que (a, e / k ) p = — 1 si p G A et (a, e / k ) p = 1 sinon. • 

§ 5 . F o r m e s e t m o d u l e s h e r m i t i e n s 

Soient B C E une extension d ' a n n e a u x commuta t i f s et a un au tomorph i sme d ' a n n e a u 
involutif de E . Soit K l ' anneau fixe de a , c 'est-à-dire le sous-anneau de E défini pa r 
K = {x £ E | a ( x ) = x}. Posons A = B D K . 

5 . 1 D é f i n i t i o n . Soit M un B-modu le project if de type fini. 

(i) On appelle f o r m e hermi t ienne sur M dans E tou te appl icat ion h : M x M —» E 
telle que h ( x , y ) = a ( h ( y , x)) et telle que x h ( x , y ) soit S- l inéa i re pour t o u t 
y £ M fixé. On dit que le couple (M, h) est u n B-module hermi t ien dans E . 

(ii) O n dit q u ' u n e forme hermi t ienne h sur M est non dégénérée si, y £ M é tan t fixé, 
h(x , y) = 0 pour t ou t x £ M n ' a lieu que si y = 0. Dans ce cas, on di t que (M, h) 
est un B - m o d u l e hermit ien non dégénéré dans E . 
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Si B — E , on o m e t t r a de préciser que la forme hermit ienne est dans E . Si de plus B est 
u n corps, on par le plus volontiers d 'espace hermit ien sur B . 

Lorsque l ' involut ion a est l ' ident i té de E , le t e rme hermit ien est remplacé pa r celui de qua-
dratique et l 'on par lera de forme, de module et d 'espace quadratique. Le t e rme hermi t ien 
est usuel lement réservé au cas où l ' i somorphisme a n 'est pas l ' identi té . 

Soit (M, h) u n S - m o d u l e hermit ien dans E . 

Alors h indui t une appl icat ion A-linéaire fa : M —• H o m B ( M , E ) définie pa r fa(x)(y) = 
= h ( y , x ) . Il est clair que h est non dégénérée si et seulement si fa est injective. 

Notons h ( M ) — {h(x , x ) \ x E M } C K . Un élément a E K est d i t représenté pa r (M, h) 
si a € h ( M ) . Le module hermit ien (M, h) dans E est di t universel si h ( M ) — K et 
isotrope s'il existe x E M non nul avec h(x , x) = 0. 

Supposons (M, h) non dégénéré. Si N est un sous 5 - m o d u l e de M et si est non 
dégénérée, on di t que (N, /t|jvxw) est u n sous-module hermi t ien de (M, h) que l 'on note 
s implement (N , h) ou N . 

Deux 5 - m o d u l e s hermit iens (M, h) et (N, k) dans E sont d i ts isométriques s'il existe un 
isomorphisme JS-linéaire f : M N avec k ( f ( x ) , f ( y ) ) = h { x , y ) pour t o u t x , y E M et 
l 'on no te (M, h) ~ (N, k). Un tel / s 'appel le une isométrie de (M, h) sur (N, k). 

Si ( N i , h i ) et (iV2, h 2 ) sont deux 5 - m o d u l e s hermit iens dans E , on définit une forme 
hermi t ienne h i _L h 2 sur Ni © N 2 dans E pa r (xx + x 2 , y \ + y2) h \ ( x i , yi) + h 2 (x 2 , y2). 
Il est clair que h\ J_ h 2 est non dégénérée si h \ et h2 sont non dégénérées. Le module 
hermi t ien (Ni © N 2 , h< _L h 2 ) s 'appel le alors la somme orthogonale de (Ni , h i ) et (N 2 , h 2 ) 
et se no te A^ ± N 2 . 

Si N i et N 2 sont deux sous B-modules hermit iens de (M, h) avec M = © N 2 et 
h ( N i , N 2 ) = 0, on di t que M se décompose orthogonalement en N i et N 2 . Il est alors clair 
que l 'appl icat ion de ATi _L N 2 sur M définie pa r ( n i , n 2 ) m + n 2 est une isométrie et 
l 'on no te alors M - N i JL N 2 . 

Soit A' une A-algèbre plate . Posons B ' = B ®A A' et E ' = E ®A A'. Alors a s ' é tend 
en une involution cr (g) Id de E ' que l 'on no te encore cr. De plus les homomorphismes 
canoniques A' —» B ' —> E 1 sont injectifs et, grâce aux identif ications qui en découlent , on 
a A ' = {x E B ' | a (x) = x}. 

Soit ( M , h) un 5 - m o d u l e hermit ien dans E . Alors M ' ••= M ®A A' = M ®B ( B <g>A A') = 
= M ® b B ' est u n fi'-module projectif et h indui t clairement une appl icat ion A'-bilinéaire 
h ' : ( M A') x ( M ®A A!) —• E ' pa r (x <S> a, y ® b) h(x , y) ® ab. On vérifie aisément 
que h' est une forme hermi t ienne sur M ' dans E ' . O n dit alors que (M ' , h') est l 'extension 
de (M, h) à B ' et l 'on note ( M ®B B ' , h ®B B ' ) pour (M ' , h ') . 
On a év idemment la t rans i t iv i té de l 'extension : si A" est une A'-algèbre plate , alors A" est 
un A-module plat . De plus, si B " •= B ®A A", on a ( ( M ®B B ' ) ®B> B ( h ®B B ' ) ®B, B " ) = 
= ( M ®B B " , h ®B B") . 

5 . 2 L e m m e . Soient A! une A-algèbre p l a t e et B ' ••= B ®A A'. Alors l 'extension à B ' d ' u n 
modu le hermi t ien non dégénéré est non dégénérée. 
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Preuve. Soit (M, h) un B-modu le hermi t ien non dégénéré dans E . Remarquons que B ' est 
u n B - m o d u l e p la t et no tons (M7 , h ') son extension à B ' . Observons ensuite, en uti l isant 
la pro jec t iv i té de M , que <j> : H o m B { M , E ) ®B B ' H o m B , ( M ®B B ' , E <g>s B ' ) défini 
pa r ® a i—>• {x ® b h-» 4>{x) (g> ab) est un isomorphisme B'-l inéaire. On conclut alors en 
cons t a t an t que (<f>h <g> Id) est injective et que fi o (fih ® Id) = <py. • 

Une mat r ice X G M n ( E ) est d i te a -he rmi t i enne si = cr(Xji) pour t ou t i , j . Notons 
Herm n ( i ? , cr) le sous-module des matr ices (r-hermitiennes carrées de dimension n. 
Soient M u n B - m o d u l e libre et x \ , . . . , x n une B-base de M . 
Alors l 'appl icat ion qui associe à une forme hermit ienne h sur M dans E la mat r ice 
( h ( x i , x j ) ) est une bi ject ion entre l 'ensemble des formes hermit iennes sur M dans E et 
He rm„(B , ex). Si X G Herm„(.E', cr), l 'écri ture (M, h) = x^B © • • • © x n B ~ X signifiera 
que M est u n B-modu le libre de base x \ , . . . , x n et que h est la forme hermi t ienne donnée 
par la mat r ice X . 
La base d i te orthogonale pour h si la mat r ice associée est diagonale. O n 
note alors volontiers M ~ < h ( x \ , x i ) > _L ••• _L < h ( x n , x n ) > . De plus, elle est d i te 
o r thonormée si la mat r ice associée est la mat r ice unité . 

Supposons ma in t enan t que B — E et que A soit un corps de caractér is t ique nulle. Soit 
(M, h) un JS-espace hermit ien libre. Si x i , . . . , x n et y u . . . , y n sont deux B-bases de M , 
alors les dé te rminan t s d e t ( h ( x i , x j ) ) et d e t ( h ( y i , y j ) ) des mat r ices associées sont tous les 
deux nuls ou tous les deux non nuls. Ils sont tous deux non nuls si et seulement si (M, h) 
est non dégénéré. Si tel est le cas, ils définissent le même élément de A* j {a a (a) | a G B*} 
que l 'on appelle le d iscr iminant de (M, h) et que l 'on note d (M, h) ou plus s implement 
d M . Pa r abus de nota t ion , d M désignera aussi n ' impor te quel élément de A* dont la 
réduct ion modulo { a a ( a ) | a G B*} donne d M au sens strict . 

Supposons que B = E soit un corps de caractér is t ique nulle. Si N est u n sous-espace 
hermit ien d ' u n espace hermit ien non dégénéré (M, h) , alors le complément orthogonal de 
N dans M défini par N x = {x G M | h(x , N ) = 0} est aussi un sous-espace hermi t ien 
de V et l 'on a M = N L N1-. E n part iculier , t ou t espace hermi t ien admet une base 
orthogonale. 

Supposons que A soit un corps dont B — E est une extension quadra t ique et no tons a 
l 'unique élément d u groupe de Galois de l 'extension •%. Soit (M, h) u n espace hermi t ien 
de dimension n sur A. Définissons h ' : M x M —> A par h ' ( x , y ) = \ ( h ( x , y ) + h ( y , x ) ) 
pour t o u t x, y G V. Il est clair que (M, h ') est u n espace quadra t ique de dimension 2n 
sur A que l 'on appelle l 'espace associé à (M, h) ou la trace de (M, h). On vérifie que 
h ( M ) = h! (M) . Il est clair que les associés de deux B-espaces hermi t iens isométr iques 
sont isométriques. 

§ 6 . R é s e a u x e t f a c t e u r s i n v a r i a n t s 

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Supposons K de ca-
ractér is t ique nulle. 
Dans ce pa ragraphe , on désignera pa r E une extension quadra t ique de K ou l ' anneau 
K x K . Dans le premier cas, B sera la clôture intégrale de A dans E et a l 'unique 
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élément non tr ivial du groupe de Galois de l 'extension e / k , alors que d a n s le deuxième 
cas B sera l ' anneau A x A et cr(x,y) = (y, x) . On identifiera alors K (resp. A) avec la 
diagonale de K x K (resp. A x A). Observons que a \ b est une involution de B d ' a n n e a u 
fixe A. 

6 . 1 D é f i n i t i o n . O n appelle B - r é seau t o u t B -modu le hermit ien dans E non dégénéré. 

On vérifie aisément que la somme or thogonale de deux B-réseaux est encore un B-réseau. 

6 . 2 DÉFINITION. Soit (L, h) u n B-réseau. 

(i) O n dit que (L, h) est ent ier si h (L , L) C B . 

(ii) O n dit que le B-réseau (M, k) est u n sous-réseau de (L, h) si M est u n sous-module 
de L et si k — /i |mxm-

Il est clair que la A-algèbre K est p la te car sans torsion. Notons que les homomorphismes 
canoniques B ®A K —> E et E <g>A K —» E sont des isomorphismes ce qui nous pe rme t de 
considérer l 'extension d ' u n B-réseau à E . 

Soit (L, h) un B-réseau. Notons (V. h) son extension à E . 

Supposons que E soit u n corps. Alors V est clairement libre de type fini sur E . D ' a u t r e 
pa r t , le lemme 5.2 nous dit que (V., h) est non dégénéré de sorte que l ' homomorph isme 
<fih - V H o m £ ( y . E ) est injectif. En comparan t les dimensions des ^ - e spaces vectoriels 
V et HomB(V r , E ) , on mont re alors que 4>h est un isomorphisme. 

Si E = K x K , les mêmes résul ta t s sont vrais, mais nécessitent une preuve. Supposons 
alors que E = K x K et reprenons les no ta t ions du pa rag raphe 1. 
Commençons pa r quelques remarques . 

Pour t o u t 1 ^ i ^ 2, no tons V* = V ®B Ki et /j, = o h. Considérons x, y G V. 
Ecrivons x = xx + x 2 et y = y\ + y2 avec X\,y\ G Vx et x 2 , y 2 G V2. On a h ( x i , y x ) = 
= h({i , ( i )xi ,yi) = h (x i , (o , i )y i ) = h ( x 1 ( 0) = 0 et de même h ( x 2 , y 2 ) — 0. D ' a u t r e pa r t , 
h i ( x 2 , y i ) = h i ( (o , i )x 2 > y i ) = 7ri(o,i) • h i ( x 2 , y i ) = 0 et aussi h 2 {x i , y 2 ) = 0. E n résumé, on 
obt ient h ( x , y ) = h ( x x , y i ) + h ( x u y 2 ) + h ( x 2 , y 1 ) + h ( x 2 , y 2 ) = ( h i ( x u y 2 ) , h 2 ( x 2 , y i ) ) . 

6 . 3 L e m m e . Supposons que E = K x K et que B = A x A. Soient (L, h) un B-réseau 
et (F, h) son extension à E . Alors V est un E - m o d u l e l ibre de r a n g fini et l ' appl icat ion 
K- l inéa i re (j>h • V — H o r n £ , ( K E ) est un isomorphisme. 

Preuve. Soit <f>\ : Vi HornA,(V"2, K ) l 'appl icat ion K-l inéaire définie pa r <f)\(x)(y) = 
= h 2 ( y , x ) . Alors é \ est injective. En effet, supposons par l ' absurde qu' i l existe x G V\ 
non nul te l que 4>x(x) = 0. Il existe a G K non nul avec a x G L x et l 'on a alors 
h(yi + y 2 , a x ) = a ( h x ( y x , 0 ) , h 2 { y 2 , x ) ) = a (0, <px{x){y2)) = 0 pour t ou t yx G L x et 
y2 G L 2 ce qui contredi t la non dégénérescence de h sur L. O n mon t re de m ê m e que 
(j)2 : V2 —> H o m K ( V i . K ) définie pa r 4>2(x)(y) = h x ( y , x ) est une appl icat ion K-l inéai re 
injective. 



14 Chapitre 1. Généralités sur les corps de nombres et les formes hermitiennes 

Ainsi d i m K V i ^ dim^. ( H o m ^ V ^ , K ) ) — dim K V2 < d i m ^ ( H o m K ( V i , K ) ) — d i m K V i de 
sorte que 4>i et 4>2 sont des isomorphismes i f - l inéaires . 
Notons n = d i m K 1 4 = d i m ^ . Alors V = Vi © V2 ~ © = (K x © K 2 ) n = E n 

comme E-modu les , donc V est libre. 
D ' a u t r e pa r t , on en dédui t que <f>\ © <j)2 : V\ © V2 —> Hom^(V2, K ) © H o m j r ( V i , K ) est u n 
isomorphisme i f - l inéai re . Mais <pi © 0 2 = 4>h moyennant l ' identif ication de leurs images 
H o m K ( V 2 , K ) © Hom / s .(Vi, K ) = H o m K ( y 2 l K 2 ) © H o m K ( V ï , K x ) = H o m Ê ( V , E ) donnée 
pa r la proposi t ion 1.10. Ainsi Qh est un isomorphisme. • 

Reprenons le degré de générali té d u débu t du paragraphe . 

En regroupan t nos résul ta ts , nous avons prouvé : 

6 . 4 C o r o l l a i r e . Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension à E . Alors V est un 
E - m o d u l e l ibre de r a n g fini et h est non dégénérée su r V. • 

6 . 5 D é f i n i t i o n . Soient ( L , h ) u n B-réseau et (V,h) son extension à E . O n appelle 
d i sc r iminan t de (L, h) le discr iminant à V de (V, h) que l 'on no t e d L. On appel le rang de 
(L, h) le r ang d u .E-module libre V et on le note r ang (L, h) ou r ang L. 

Intéressons-nous à la réciproque d u corollaire 6.4. 
Soient (V, h) u n E - m o d u l e hermit ien libre et non dégénéré et L un sous-B-module project i f 
de V tel que L ®B E = V. Il est clair que h \ l x l est une forme hermi t ienne d a n s E . 

6 . 6 P r o p o s i t i o n . Soient (V, h) un E - m o d u l e hermit ien l ibre et non dégénéré et L un 
sous B - m o d u l e p ro jec t i f de V tel que L ®B E = V. Alors (L, h \ i x i ) est un B- réseau dont 
l 'extension à E est (V, h). 

Preuve. Il suffit de mont re r que I i \ l x l est non dégénérée. 

Remarquons tou t d ' a b o r d que, si x e y , il existe b E E* avec bx E L. E n effet, soit 
x G V. C o m m e V = L ®B E , il existe y E L et b E E avec x = by. Ecrivons b = ca 
avec c E B et a E E*. On a ainsi ax — cy E L. 

Soit x E L. Supposons que h(x, y) = 0 pour t ou t y E L. Soit z E V ; considérons a E E* 
avec a z E L. On a alors h(x, z) = a ( a ) ~ 1 h ( x , az ) = 0 et donc, vu la non dégénérescence 
de (V,h) , on a x = 0. Ainsi h h x L est non dégénérée. • 

Venons-en à la définit ion d u dual d ' u n B-réseau. 

6 . 7 D é f i n i t i o n . Soient (L, h) un B-réseau et V — L ®B E . O n appelle dual de L le 
sous B - m o d u l e L * de V défini pa r L * = {x E V \ h(x, L) G B } . 

Le lemme suivant découle di rectement des définit ions : 

6 . 8 L e m m e . Un B-réseau (L, h) est ent ier si et seulement si L C. L * . • 
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Soient (L, h) u n B-réseau et (V, h) son extension à E . 

Vu le théorème 2.1 et le corollaire 2.3, il existe une E -base X i , . . . , x n de V et des idéaux 
f rac t ionnaires a i , . . . , a n de B tels que L = aiXi © • • • © o n x n . C o m m e l 'appl icat ion 
fih : V —>• H o m £ ( K E ) est u n isomorphisme, il existe une Z?-base • • •, y n de V duale de 
la base x i , . . . , x n dans le sens où h ( x i , y j ) = ôij. Soit x G V. Ecrivons x — Aij/iH h A n y n 

avec A i , . . . , A n G E . On a alors h ( x , L ) = \ i h ( y u a i x i ) + ••• + An h (y n , a n x n ) = 
= Aicr(ai) + • • • + X na(On) de sorte que h ( x , L ) G B si et seulement si l 'on a les in-
clusions Ai o-(ai), • • •, An cr(a„) C B . Ainsi L * = a ( a i )~ l yx © • • • © ^(an)"1?/»!-

E n résumé, nous avons prouvé : 

6 . 9 P r o p o s i t i o n . Soient (L, h) un B-réseau e t (V, h) son extension à E . Considérons 
une E - b a s e x \ , . . . , x n de V et des idéaux f ract ionnaires a i , . . . , On de E tels que L = 
= aiXi © • • • © a n x n . Soit y i , . . . , y n base de V, duale de x i , . . . , x n d a n s le sens où 
h ( x i , y j ) = Alors L * = o(ci i )~ lyi © • • • © cr(an) '~ lyn . E n par t icul ier L * est un sous 
B - m o d u l e pro jec t i f de V tel que L * <g>s E = V e t (L* , / i | L # x L # ) est un B-réseau dont 
(F, h) est l 'extension à E . • 

6 . 1 0 D é f i n i t i o n . Soient ( L , h ) un B-réseau. O n appelle f ac t eu r s invar iants de (L, h) 
les fac teurs invariants de L dans L * . 

Il est clair que deux réseaux isométriques ont mêmes facteurs invariants. 

6 . 1 1 R e m a r q u e s . La proposi t ion 6.9 nous pe rmet immédia tement de vérifier : 

i) Pour t o u t B- réseau ( L , h ) , on a {L*)* = L. 

ii) Soient L et M deux B-réseaux. On a (L ± M ) * = L * 1 M # . 

iii) Si (L, h) et u n B-réseau et a est un idéal f rac t ionnaire de B , on a ( a L ) # = a ( a ) ~ l L * . 

6 . 1 2 D é f i n i t i o n . Soit ( L , h ) un B-réseau. On dit que ( L , h ) est unimodulaire si ses 
fac teurs invariants sont tous égaux à B . 

Remarquons q u ' u n B-réseau est unimodula i re si et seulement si L = L * . 

Définissons encore quelques invariants d ' isométr ie des réseaux. 

6 . 1 3 D é f i n i t i o n . Soit (L, h) un B-réseau dans E . On appelle échelle (resp. norme) de 
( L , h ) le sous B-modu le H L (resp. M L ) de E engendré pa r h ( L , L ) (resp. h (L) ). 

6 . 1 4 L e m m e . Soit (L, h) un B-réseau. Alors H L et M L sont des idéaux f ract ionnaires 
de B et l 'on a M L C H L . 
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Preuve. Il est clair que "HL et M L sont de t ype fini sur B et que M L C H L . 
Remarquons qu'i l existe x G L avec h ( x , x ) ^ 0 . E n effet, ra isonnons pa r l ' absurde . 
Soient x , y G L ; posons a = h{x ,y) et considérons b E K * avec ba G B . On a alors 
a + cr(a) = h(x + y , x + y) — h ( x , x ) — h (y ,y ) = 0 et 0 = h (x + ba y, x + ba y) = 2 b a a ( a ) , 
de sorte que h(x, y) = 0 pour t ou t x , y G L, ce qui contredi t le fait que (L, h) est non 
dégénérée. Ainsi h ( x , x ) G M L fl E* C H L C \ E * et le résul ta t découle alors des définit ions 
et de la proposi t ion 1.7. • 

§ 7 . L o c a l i s a t i o n d e m o d u l e s h e r m i t i e n s s u r l e s c o r p s d e n o m b r e s 

Soient i f u n corps de nombres, A son anneau des entiers, E une extension quad ra t i que 
de i f et B la clôture intégrale de A dans E . On considère l 'unique élément non tr ivial a 
d u groupe de Galois de l 'extension e /k-
Soit p une place de K . 

Nous souhai tons é tendre les modules hermit iens sur E (resp. B ) k E ®K K p (resp. 
B Ap). Les résu l ta t s du pa rag raphe 3 nous pe rme t t en t de nous placer d a n s le cadre 
d u pa rag raphe 6. 
Rappelons que la i f - a lgèbre i f p et la A-algèbre A p sont tou tes deux plates car sans torsion. 
Les extensions que l 'on souhai te considérer ont alors un sens et nous pouvons définir : 

7 . 1 D é f i n i t i o n . Soit p une place de i f . 

(i) Soit (V, h) un espace hermit ien sur E . On appelle p-localisé de (V, h) l 'extension 
de (V., h) k E K p que l 'on note (Vp, h p ) . 

(ii) Soit (L, h) un B-réseau. On appelle p-localisé de (L, h) l 'extension de (L, h) à 
B ®A A p que l 'on note (Lp , h p ) . 

Le lemme 5.2 nous pe rme t alors d 'énoncer : 

7 . 2 L e m m e . Le p-localisé d ' un espace hermit ien non dégénéré su r E est non dégénéré. 
D e même, le p-localisé d ' un B-réseau est un ( B ®A A p)-réseau. • 

Nous sommes en mesure de donner une définit ion d u genre d ' u n réseau. 

7 . 3 D é f i n i t i o n . Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux. O n dit que (L, h) et (M, k) 
sont dans le même genre si, pour t ou t e place p de i f , les p-localisés (L p , h p ) et (M p , kp) 
sont isométriques. 

Il est clair que deux réseaux isométriques sont dans le même genre. 

Mont rons que deux réseaux dans le même genre ont les mêmes fac teurs invariants. 
Observons tou t d ' a b o r d que la localisation commute avec la prise d u dual et des fac teurs 
invariants dans le sens où le dua l du localisé d ' u n réseau est le localisé de son dua l et les 
fac teurs invariants de son localisé sont les localisés de ses fac teurs invariants. 
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7 . 4 L e m m e . Soient (L, h) un B-réseau et p une place finie de K . Alors ( L * ) p — ( L p ) # . 

Preuve. Notons (V, h) l 'extension de (L, h) à E . Il existe une base x x , . . . , x n de V et des 
idéaux f ract ionnaires o i , . . . , a n de B tels que L = aiXi © • • • © a n x n . Alors x \ , . . . , x n est 
une ( E ®K K p ) - b a s e de Vp et l 'on a L p = (ai ®A A p ) xx © • • • © (On ®A A p ) x n . 
D ' a u t r e pa r t , soit y i , . . . , yn la base duale de x x , . . . , x n . Vu le lemme 6.9, on a L * — 
= < t ( a i ) - 1 ^ © - • •®cr{an)~1yn et donc ( L * ) p = ( a ( a i ) - 1 ® a A p ) yx®- • - © ^ ( O n ) " 1 ® A A P ) y n . 
Mais il est clair que y i , - . . , y n est la ( E ®K Kp)-h&se de Vp duale de x x , . . . , x n et que 
<r(a i ) _ 1 Ap = <r(ai ®A AP)~K Ainsi ( L * ) p = (L p )* . D 

On no te ra alors volontiers L f pour ( L # ) p = (Lp)&. 

7 . 5 P r o p o s i t i o n . Soient xx D ••• D xn les fac teurs invariants d ' u n B-réseau ( L , h ) e t 
p une p lace finie de K . Alors t i ®A A p D • • • D t n ®A A p sont les fac teurs invar iants du 
p-localisé ( L p , h p ) . 

Preuve. Soit (y , h) l 'extension de (L, h) à E . Vu le théorème des fac teurs invariants, 
il existe une base x x , . . . , x n de V et des idéaux fract ionnaires a i , . . . , On de B tels que 
L * = a x x i ® - • • ® a n x n et L — a i t i X i © - ••®<xnxnxn. Alors x \ , . . . , x n est une base de Vp sur 
( E <g>K K p ) et , en localisant, on obt ient ( L p ) * - ( L * ) p = (ai ®A A p ) x x ® - • - ©(an ®A A p ) x n 

et Lp = (ai • t i <8)a A p ) xx © • • • © (a n • r n <g)A A p ) x n . On conclut alors en observant que 
(ai • n ) Ap = (ai Ap) • ( n <8>A A p ) . • 

7 . 6 T h é o r è m e . D e u x réseaux dans le m ê m e genre ont mêmes fac teurs invariants. 

Preuve. Soient (L, h) et (L', h '} deux réseaux dans le même genre de fac teurs invariants 
respectifs t i D • • • D xn et t j D • • • D t'n. Alors (Lp , h p ) ~ (L'p, h'p) et donc, vu la 
proposi t ion 7.5, on a r j ®A A p — r- ®A A p pour tou te place finie p de K . Ainsi r, = t-
pour t o u t 1 ^ i ^ n. • 

Avant de conclure ce premier chapitre , mont rons encore que l'échelle et la no rme sont des 
invariants de genre. 

Remarquons à cet effet que l'échelle et la norme du localisé d ' u n réseau sont respect ivement 
les localisés de son échelle et de sa norme : 

7 . 7 P r o p o s i t i o n . Soient (L, h) un B-réseau et p une place finie de K . 
Alors H L P = H L ®A A p et N L P = M L ®A A p . 

Preuve. Mont rons que H L ®A A p = H L P . 

Si x, y e L, alors x ® 1 et y @ 1 sont des éléments de L p = L ®A A p de sorte que, via 
l ' inclusion canonique de B dans B ®A A p , on a h ( x , y ) = h p ( x ® l , y ® l ) G H L p . Ainsi 
H L C H L P et donc H L ®A A p C H L P . 
Réc iproquement , si x ® a et y ® b sont des éléments de L p = L ®A A p , on a par définit ion 
h p ( x ® a, y ® b) = h(x, y) ® ab £ H L ®A A p de sorte que, comme tou t élément de L p est 
une somme finie d 'é léments de la forme x ® a, on a H L P C H L A p . 

O n mon t re de m ê m e que N L ®A A p = M L P . • 
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7 .8 C o r o l l a i r e . D e u x réseaux dans le m ê m e genre ont m ê m e n o r m e et échelle. 

Preuve. Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux dans le m ê m e genre. Vu que (L p , h p ) ~ 
~ (M p , kp) , on a H L ®A A p = H L P = H M P = H M ®A A p pour t o u t e place finie p de K . 
Ainsi H L = H M . On obt ient de même N L = M M . • 

Nous définirons au chapi t re suivant d ' au t r e s invariants de genre. Nous observerons en 
part icul ier que l 'extension au corps des fract ions, et par conséquent le discr iminant , est 
u n invariant de genre. 



C h a p i t r e 2 

E q u i v a l e n c e d e f o r m e s h e r m i t i e n n e s 

s u r l e s c o r p s d e n o m b r e s 

Le b u t de ce chapi t re est de classifier les formes hermit iennes sur les corps de nombres à 
l 'a ide d ' u n sys tème min imal d ' invar iants et de mont re r l 'analogue d u théorème de Hasse-
Minkowski pour les formes hermit iennes. Nous emploierons une m é t h o d e qui consiste à se 
ramener au cas des formes quadra t iques . Not re démarché reprend les idées et la m é t h o d e 
que Landher r a proposées dans son article de 1935 [5], 

Considérons une extension quadra t ique b /k de corps de nombres dont les a n n e a u x des 
entiers respect ifs sont B et A et no tons a l 'unique élément non tr ivial d u g roupe de 
Galois de e /k-

Avant d ' é tud ie r globalement les espaces hermit iens sur E , commençons par décrire les 
classes d ' i sométr ie des p-localisés pour t o u t e place p de K . Nous profi terons aussi de don-
ner quelques résu l ta t s sur les classes d ' i sométr ie des p-localisés de B-réseaux, n o t a m m e n t 
dans le cas où p est finie décomposée. 

§ 1 . I s o m é t r i e d e s p - l o c a l i s é s : le c a s d é c o m p o s é 

Soit p une place décomposée de K . 
Alors E ®K K p = K p x K p et B <g)A A p = A p x A p -, de plus, avec ce t te identification, on 
a ( a <8> Id) (x, y) = (y, x) . Nous pouvons énoncer : 

1 . 1 P r o p o s i t i o n . Soient K un corps de caractér is t ique différente de 2, E ••= K x K e t 
a l ' involution de E définie p a r a ( x , y ) = (y ,x ) . Alors tou t modu le hermit ien l ibre non 
dégénéré su r E a d m e t une base or thonormée. 

Preuve. Soit (V, h) un espace hermit ien libre de r ang n sur E . 
Supposons que n = 1. On a V = x E pour un x € V et h ( x , x ) 0 cax h est non 
dégénérée. Si l 'on no te a — h ( x , x ) G K*, il est alors clair que V = ( a ~ \ i ) x E et on a 
h({a-\ 1)X, (a-1, l)x) = (a-1, l X l . a - 1 ) ^ , x) = a _ 1 a = 1. 

Généra lement , si n > 1, considérons une E - b a s e { x i , . . . , x n } de V ; si h(xi , X{) = 0 pour 
t ou t 1 ^ i ^ n, on peu t supposer que a ~ / i (x ! ,x 2 ) 0 de sorte qu ' en remplaçan t x \ par 
Xi + <2x2 si a est inversible et X\ pa r X\ + sinon, on peut supposer que h ( x 1, £1) 0 et 
donc, comme pour le cas où n = 1, que h ( x i , X i ) = 1. Considérons y* ~ x t - h ( x u x i ) x 1 
pour chaque 2 < i < n et le sous-module W ••= y 2 E © • • • © y n E ; on vérifie que 
V = x \ E _L W ci < 1 > _L W et on conclut par récurrence. • 
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La connaissance d u p-localisé d ' u n espace hermit ien en une place décomposée p ne nous 
donne alors aucune informat ion sur l 'espace hermit ien. 

Soit (V, h) est un espace hermit ien sur E . De façon générale, grâce au p a r a g r a p h e 4 du 
chapi t re 1, l 'entier (d, Fj/k) p ne dépend pas d u choix d u représentant d e K * de dV, ce 
qui nous pe rme t de le noter (dl7, e / k ) p - Dans le cas part iculier qui nous intéresse, on a 
en fait (dV, % ) p = 1. 

Supposons de plus que la place p soit finie et é tudions les classes d ' i sométr ies de p-localisés 
de réseaux. 

Modifions les no ta t ions j u s q u ' à la fin d u pa ragraphe ; considérons u n anneau pr incipal A 
de corps des f ract ions K et posons E = K x K et B = A x A. O n no te ra a l ' involution 
de E donnée par (x ,y ) h-» (y ,x ) . 

Reprenons les no ta t ions des paragraphes 1 et 6 du chapi t re 1. 

1 .2 L e m m e . Soient (L, h) un B-réseau et (V, h) son extension à E . Alors il existe une 
base o r thonormée z l f . . . , z n de (V, h) et une sui te d ' idéaux f rac t ionnaires Oi D • • O ûn 
de A tels que L = (Ai © a iA 2 ) z i © • • • © (Ax © OnA2)zn . 

Preuve. Pour 1 ^ i ^ 2, no tons Li — L ®B Ai et Vi = V ®E K^. Rappe lons que si 
Xi,yi e Vi, on a h ( x i + x 2 , y x + y2) = (h i{x i , y 2 ) , h 2 ( y u x 2 ) ) où /i, = o h. D ' a u t r e pa r t , 
on a mon t r é au débu t de la preuve d u lemme 6.3 d u chapi t re 1 que l 'appl icat ion K- l inéa i re 
4>2 '• V2 U o m K ( V i , K ) définie par 4>2(x)(y) = h x ( y , x ) est un isomorphisme. 

Soient N i un sous A-module de Vx avec N i ®A K — Vi, l ibre de base x i , . . . , x n e t 
N 2 {y € V2\ h y {Ni, y) C A} C V2. C o m m e (f>2 est un isomorphisme, il existe une base 
y i , . . . , y n de V2 avec h 2 (x i , yj) = ôij. On vérifie alors aisément que N 2 = Ayi © • • • © Ay n . 
En part icul ier N 2 0 A K = V2. 
On a les mêmes propriétés si l 'on considère u n sous A-module Q 2 de V2 avec Q 2 ® A K — V2 

et si l 'on définit Q i = {x e Vi \ h i (x , Q 2 ) C A} C Vi. E n écrivant Q1 et Q 2 dans des bases 
adéquates , il est immédia t que l 'on a aussi = {y G V2 | h i ( Q i , y ) C A} C V2. 

Posons M 2 = {x e V2 | h i ( L i , x ) C A } C V2. Alors M 2 ®A K = V2. 
Appl iquons le théorème des facteurs invariants à L 2 et à M 2 . C o m m e A est principal , il 
existe une i f - b a s e x i , . . . , x n de V et une suite d ' idéaux f ract ionnaires Oi D • • O ^ de 
A tels que L 2 — aiXi © • • • © a n x n et M 2 = Ax i © • • • © A x n . Il existe une base y i , . . . , y n 

de V2 telle que hx(yi , x : t) = Vu les remarques ci-dessus, on a L i = Ayx © • • • © Ay n . 
En posant ẑ  = x^ + yi, on obt ient une £"-base z i , . . . , z n de V telle que h ( z i , z j ) = 
= (h i (x i , y j ) , h 2 ( x j , y i ) ) = ( h i ( x i t y j ) , h i ( y i , x j ) ) = Finalement , on a L = L x © L 2 = 
= ( A i © a i A 2 ) z i ® • • • © (Ax © a„A2)2;n. • 

Soient (L, h) u n B-réseau et (V. h) son extension à E . 
Ecrivons L — ( A i © a i A 2 ) 2 1 © - • • © ( A i © a n A 2 ) z n pour une -Ë-base o r thonormee z \ , . . . , z n 

de (V, h) et une suite d ' idéaux fract ionnaires ai D • • • D a n de A. Il est alors clair que 
l 'on a L * = ( o r 1 Ai © A 2 ) z l © • • • © ( o n - 1 ^ © A 2 ) z n 

Ainsi les fac teurs invariants de (L, h) sont a x Ai © OiA2 3 • • • D On Ai © OnA2. 
E n part iculier , la suite ai D • • • D a n est unique. 
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Nous avons en t re au t res prouvé : 

1 . 3 C o r o l l a i r e . D e u x B- ré seaux sont isométr iques si e t seulement s ' i ls ont les mêmes 
fac teurs invariants. • 

Si X est u n ensemble, nous noterons A ( X ) la diagonale de X , c 'est-à-dire le sous-ensemble 
de X x X donné par {(x, y) G X x X \ x — y}. 

Le résu l ta t suivant est clair. 

1 . 4 P r o p o s i t i o n . Les idéaux f ract ionnaires t i D • • • D xn de B sont les fac teurs inva-
r iants d ' u n B-réseau si et seulement si vp( t j ) € A ( Z ) pour tou t 1 < i ^ n . • 

§ 2 . I s o m é t r i e d e s p - l o c a l i s é s : le c a s i n f i n i n o n d é c o m p o s é 

Soit p une place infinie non décomposée de K . E n d ' au t r e s termes, on a p G J . 
Il s 'ensui t alors que K p ~ M, que E <g>K K p ~ C et que a g> Id est t r anspor t ée pa r ce 
dernier i somorphisme sur la conjugaison complexe que l 'on no te ra x \ ~ + x . 

Considérons u n espace hermit ien (V, h) sur C. 

Faisons tou t d ' a b o r d une r emarque préliminaire. 

Si x G V est tel que h(x , x) ^ 0, alors, comme { a ô | a G C*} = R*2 , il existe o G C* avec 
a â = \h(x ,x) \ et donc / i ( a _ 1 x , a ~ 1 x ) = a ~ 1 a ~ 1 h ( x , x ) = i ^ f f j î = ±1-
Nous di rons q u ' u n espace hermi t ien (V, h) sur C est défini positif (resp. défini négatif) si 
h ( x , x ) G R*2 (resp. h ( x , x ) G —R*2) pour tou t x G V \ {0}. La r emarque prél iminaire 
nous pe rme t facilement de cons ta ter que (V, h) est défini positif (resp. défini négat i f ) si 
et seulement s i F ~ < l > J _ - - - _ L < l > (resp. V ~ < - 1 > _L • • • _L < - 1 > ) . 

2 . 1 P r o p o s i t i o n . Si (V, h) est un espace hermi t ien non dégénéré su r C, alors il existe 
des sous-espaces Vx défini posi t i f et V2 défini négat i f avec V — V\ JL V2. D e plus, les 
nombres d i m c V i et dim cV2 ne dépendent que de (V, h). 

Preuve. La première assert ion découle immédia tement de la r emarque prél iminaire. 
P rouvons la seconde. Soient V = Vj l V2 = Wi ± W2 deux décomposi t ions or thogonales 
de V avec 14 et Wx définis positifs et V2 et W 2 définis négatifs. C o m m e R * 2 n - R * 2 = 0 , il 
suit des définit ions que Vi n W 2 — {0} et donc que d im c Vi ^ d i n ^ H ^ . P a r u n a rgument 
similaire, on obt ient d i m c W i ^ d i m c V i . • 

2 . 2 D é f i n i t i o n . Reprenons les no ta t ions de la proposi t ion précédente. On appelle indice 
positif de (V, h) (resp. indice négatif de (V,, h) ) l 'entier I + ( V , h) (resp. I~(V, h) ) défini pa r 
I + ( V , h ) := d i m c V i (resp. I ~ ( V , h ) ••= d i m c V 2 )• Le couple (1+(V, h) , (V, h)) s 'appelle 
la s ignature de (V, h) et se no te I(V, h). 

2 . 3 C o r o l l a i r e . Soient (V, h) et (W, k) deux espaces hermi t iens sur C. Alors les con-
di t ions suivantes sont équivalentes : 
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.(i) ( V , h ) ~ ( W , k ) 

(ii) I ( V , h ) = I ( W , k ) 

D ' a u t r e pa r t , p o u r tou t couple (a, b) d 'ent iers positifs, il existe un espace hermi t ien (V, h) 
sur C de s igna ture (a, b). • 

Remarquons , en ut i l isant le pa ragraphe 4 d u chapi t re 1, que si (V, h) est u n espace her-
mi t ien sur C, l 'entier (d, % ) ne dépend pas du choix d u représentant d E K * de d V , ce 
qui nous pe rme t de le noter (dV, % ) . De plus, on a ( d V , % ) = (—1 y ~ ( v ' h \ 

Soient (V,h) u n espace hermit ien sur E . On no te volontiers f p ( V , h ) (resp. f + ( V , h ) et 
f ~ ( V , h ) ) au lieu de I ( V p , h p ) (resp. I + ( V p , h p ) et r ( V p , h p ) ). 

Soient (L, h) u n B-réseau et (V, h) son extension à E . Alors, pa r définit ion, on a (L p , h p ) = 
= (Vp, h p ) pour tou te place p E J . On définira alors les s ignatures de (L, h) comme é t an t 
la famille des s ignatures des p-localisés pour t ou t p E J . Il est clair que les s ignatures 
sont des invar iants de genres des B- réseaux : 

2 . 4 P r o p o s i t i o n . D e u x B- ré seaux dans le m ê m e genre ont mêmes signatures. • 

Concluons ce pa rag raphe par une définit ion : 

2 . 5 D é f i n i t i o n . Nous dirons q u ' u n espace hermit ien ou q u ' u n réseau est to ta lement 
défini positif (resp. to ta lement défini négatif) si ses p-localisés sont définis posit ifs (resp. 
négatifs) pou r t ou t p E J . 

§ 3 . I s o m é t r i e d e s p - l o c a l i s é s : l e c a s fini n o n d é c o m p o s é 

Soit p une place de K . Supposons que p soit finie non décomposée. 
Alors E K p = où est l 'unique place de E au dessus de p. Nous sommes d a n s le 
cas où E<$ est une extension quadra t ique d u corps local K p et nous pouvons énoncer : 

3 . 1 P r o p o s i t i o n . Soit K un corps local de caractér is t ique nulle et E une extension 
quadra t ique de K . Notons o l 'un ique élément non trivial du g r o u p e de Galois de l 'ex-
tension e /k• Soit (V, h) un espace hermit ien non dégénéré de dimension n su r E . Alors 
V ~ < l > ± - - - ± < l > ± < d V > . 

Preuve. Procédons pa r récurrence sur n . Le cas n = 1 é tan t clair, supposons n > 1. 
Considérons l 'espace quadra t ique (V, h') sur K associé à l 'espace (V, h). Rappe lons que 
(V,h ' ) est de dimension 2n sur K et que l 'on a h ( V ) = h ' (V) . C o m m e u n espace qua-
dra t ique de dimension au moins 4 sur u n corps local est universel (cf. [7], 63:18), on a 
h i y ) = h ' (V) — K de telle sorte qu' i l existe x E V avec h ( x , x ) = 1. Nous pouvons alors 
écrire V = x E _L ( x E ) L ~ < 1 > 1 ( x E ) 1 . Mais on a d K = d ( x E ) 1 et l ' hypothèse de 
récurrence pe rme t alors de conclure. • 
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3 . 2 R e m a r q u e . Le résul ta t ob tenu ici est beaucoup plus simple que le résul ta t analogue 
pour les espaces quadra t iques . Cela t ient au fait que, pour les espaces quadra t iques , les 
difficultés se concentrent dans les dimensions 2 et 3, car en dimension au moins 4, t o u t 
espace est universel. Ce fait nécessite l ' in t roduct ion d ' u n invariant supplémenta i re appelé 
le symbole de Hasse (cf. [7], page 167). Ce t t e difficulté d ispara î t complè tement dans le 
cadre des formes hermit iennes, car un espace hermit ien de dimension 2 est dé j à universel. 

Conservons les no ta t ions d u théorème. Soit (V,h) un espace hermit ien sur E . Vu la 
proposi t ion 4.2 d u chapi t re 1, l 'entier (d, e / k ) ne dépend pas d u choix d u représentan t 
d G K* de dV, ce qui nous pe rmet de le noter (dV, e / k ) • Si (W, k) est u n au t r e espace 
hermi t ien sur E , alors d V = d W si et seulement si (dV, e / k ) — (d W, e / k ) . 

Nous renvoyons l ' é tude des localisés des réseaux en les places finies n o n décomposées au 
chapi t re 3. 

§ 4 . L e t h é o r è m e d e H a s s e - M i n k o w s k i p o u r l es f o r m e s h e r m i t i e n n e s 

Considérons une extension quadra t ique e / k de corps de nombres et no tons a l 'un ique 
élément non tr ivial du groupe de Galois de e /k-

Enonçons t o u t d ' a b o r d le théorème de Hasse-Minkowski pour les formes quadra t iques . Il 
est prouvé dans [7], théorème 66:4. 

4 . 1 T h é o r è m e . (Théorème de Hasse-Minkowski) Soit K un corps de nombres . Alors 
deux espaces quadra t iques non dégénérés sur K sont isométr iques si e t seulement si tous 
leurs localisés sont isométriques. • 

Nous allons en prouver un analogue pour les formes hermit iennes en nous y r amenan t . 

4 . 2 T h é o r è m e . Soient (V, h) et (W, k) deux espaces hermi t iens non dégénérés su r E . 
Les condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) (V, h) x (W, k) 

(ii) (VJ,, h p ) ~ (Wp, kp) p o u r t ou t e p lace p de K . 

Preuve. Il suffit de prouver que l 'assert ion (ii) implique l 'assert ion (i). 
Supposons donc que (Vp, h p ) ~ [Wp , kp) pour t ou t e place p de K . 

Remarquons t o u t d ' a b o r d que (V, h) et (W, k) représentent les mêmes éléments, c 'est-à-
dire que h (V) = k ( W ) . E n effet, on a (Vp, h'p) ~ (Wp , k'p) pour t ou t e place p, donc, grâce 
au théorème de Hasse-Minkowski, (V,h ' ) ~ (W, k') . E n particulier, on a h ' (V) = k ' ( W ) 
et donc h (V) = h ' (V) = k ' ( W ) = k{W). 

D ' a u t r e pa r t , il est clair que l 'hypothèse implique que d i m B V = d i m E W ; no tons n cet 
entier et ra isonnons par récurrence sur n . 

Si n — 1, alors la r emarque ci-dessus garant i t l 'existence de a G K* représenté pa r à la 
fois pa r (V,, h) et (W, k) de sorte que V cz < a > ~ W . 



24 Chapitre 2. Equivalence de formes hermitiennes sur les corps de nombres 

Supposons n > 1. De manière analogue, on obtient des décomposi t ions V ~ < a > ± . V et 
W ~ < a > _L W pour u n a G K* et des sous-espaces V et W de V et W respect ivement . 
Il suffit alors de prouver que ( V p , h p ) ~ ( W p , k p ) pou r t ou t e place p et nous pour rons 
conclure par récurrence. 
Si p est décomposée, alors l 'assert ion est claire grâce à la proposi t ion 1.1. 
Supposons que p soit finie non décomposée. Alors a d V p — dVp = d W p = a d W p , donc 
d F p = d W p et la proposi t ion 3.1 pe rmet de conclure. 
F ina lement , supposons p infinie non décomposée. Supposons en plus que a p G R*2 , le cas 
où a p G —R*2 se t r a i t an t de manière analogue. Si V p = Vi _L V2 et W p = W\ J . W 2 

sont des décomposi t ions respectives de V p et W p avec Vi et W\ définis posit ifs et V2 

et W 2 définis négatifs, alors < a p > JL Vi et < a p > ± W\ sont aussi définis posit ifs et 
donc Vp ~ ( < a p > ± ) ± V2 et W p ~ ( < a p > J_ Wx ) _L W 2 sont aussi de telles 
décomposi t ions. Pa r conséquent , I ~ ( V p , h p ) = I ~ ( V p , h p ) = I ~ ( W p , k p ) = I ~ ( W p , k p ) et 
nous pouvons conclure grâce au corollaire 2.3. • 

4 . 3 R e m a r q u e . Il est en fait possible de voir ce dernier théorème comme corollaire 
immédia t du théorème de Hasse-Minkowski, en uti l isant le résu l ta t suivant dont la preuve 
se t rouve dans [8], chapi t re 10, théorème 1.1 : 

Deux espaces hermi t iens sur E possédant les mêmes associés (à isométrie près) sont 
isométriques. 

Ce résul ta t n 'es t pas tout -à- fa i t évident. C 'es t le moyen utilisé pa r W . Scharlau dans son 
livre [4] p o u r r amener la théorie des formes hermit iennes à celle des formes quadra t iques . 
Notre approche a l 'avantage d ' ê t re u n pe t i t peu plus directe dans le cas part icul ier qui 
nous intéresse, mais elle a le défau t de cacher un phénomème plus général. 

Le théorème de Hasse-Minkowski nous pe rme t de donner d ' au t r e s invariants de genre 
pour les réseaux comme l 'extension à E et en part iculier le discr iminant . 

Notons B l ' anneau des entiers de E . 

4 . 4 C o r o l l a i r e . Soient (L, h) et (M, k) deux B- réseaux dont on n o t e (V, h) et (W, k) 
les extensions respectives à E . Supposons (L, h) et (M, k) dans le m ê m e genre. Alors 
(V, h) ~ (W, k). E n par t icul ier d L - d M . 

Preuve. C o m m e (L, h) et (M, k) sont dans le même genre, on a (Lp , h p ) ~ (M p , kp) donc 
(V^, h p ) ~ (Wp, kp) pour t ou t e place p de K et pa r conséquent (V, h) ~ (W, k). • 

§ 5 . U n s y s t è m e d ' i n v a r i a n t s p o u r l es f o r m e s h e r m i t i e n n e s 

Reprenons les no ta t ions d u pa rag raphe 4. 

Cherchons ma in t enan t un système d ' invar iants qui pe rme t t e de classifier les formes hermi-
t iennes sur E . Il est clair que la dimension, le discr iminant et les s ignatures des p-localisés 
pour les p G J sont des invariants. Supposons que (V, h) et (W, k) soient deux espaces 
hermit iens de m ê m e dimension avec d V = d W et I p ( V , h ) = I p ( W , k ) pour t ou t e place 
P G J . 
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Soit alors p une place de K . 
Si p est décomposée, alors VP ~ W p grâce à la proposi t ion 1.1. 
C o m m e dVp = (dV) p = (dW)»j = d W p , on a Vp ~ Wp si p est finie non décomposée, par 
la proposi t ion 3.1. 
F ina lement , si p est infinie non décomposée, la condit ion IP(V, h) — I P (W, k) nous garan t i t , 
par le corollaire 2.3, que Vp ~ W p . 

E n résumé, nous avons mont ré que Vp ~ W p pour t ou t e place p de K . 

Grâce au théorème 4.2, nous avons prouvé le théorème de Landher r : 

5 . 1 T h é o r è m e . (Théorème de Landherr ) Soient (V, h) et (IV, k) deux formes hermi-
t iennes su r E . Alors les condit ions suivantes sont équivalentes : 

(i) (V, h) ~ (W, k) 

(ii) d i m £ V = d im E W , d V = d W et f p (V , h) = f p ( W , k) p o u r tou t p £ J . • 

Considérons un espace hermi t ien (17,h) sur E et ses invariants d i m B V , d V et f p ( V , h ) 
pou r les places p £ J . Quels sont les relat ions entre ces derniers ? 

Il est clair que, si p € J , alors V P ~ < 1 > _ L - - - _ L < 1 > _ L < - 1 > . 1 - - - J L < — 1 > avec 
d i m c ( < 1 > _L • - • _L < 1 > ) = f + ( V , h ) et d i m c ( < - 1 > _L • • • _L < - 1 > ) = I~ (V, h) et 
donc dVp = ( - 1 D ' a u t r e pa r t , J+(V, h) + I p ( V , h) = d x m B V . 

La proposi t ion suivante nous dit que ce sont en fait les seules relat ions que l 'on a en tou te 
général i té : 

5 . 2 P r o p o s i t i o n . Soient n un entier et d £ K*. Considérons p o u r t ou t e p lace p £ J 
un couple (ap , bp) d 'ent iers non négat i fs avec a p + b p = n e t dp = (—l)b p . Alors il existe un 
espace hermi t ien (V, h) sur E de dimension n tel que l 'on ai t d V — d et f p ( V , h) = (a p , bp) 
p o u r tou t p £ J . 

Preuve. Nous uti l iserons le fait suivant : si P est u n ensemble de places infinies réelles 
et si f : P {±1} est une applicat ion, il existe x £ K* tel que le signe de x p soit / ( p ) 
pour t o u t p £ P . Cela découle d i rec tement d u théorème d ' approx imat ion faible (cf. [2], 
chapi t re 2, théorème 8, p. 66). 

P rocédons pa r récurrence sur n . 
Si n = 1, alors V ••= < d > répond à la quest ion. 
Supposons n > 1. Soient A •= {p £ J j a p = 0} et B ••= J \ A . Vu la r emarque ci-dessus, 
il existe x £ K* tel que x p soit positif (resp. négat i f ) pour t ou t p £ B (resp. p £ A) . 
Posons d' = (ap , 6p) = (ap , bp - 1) si p G A et (a p , b'p) = (ap - 1, bp) si p £ B. On vérifie 
aisément que d'p = (—l)6'p pour t o u t p £ J . 
P a r hypothèse de récurrence, il existe tin espace hermit ien (W, k) de dimension n — 1 avec 
d lV = d ' e t I p ( W , k ) = (a'p,b'p) pour t o u t p £ J . L'espace hermi t ien (V,h) défini pa r 
V = < x > -L W répond à la quest ion. • 

5 . 3 C o r o l l a i r e . Soit n un entier s t r ic tement positif. Considérons p o u r tou te place p 
de K un m o d u l e hermit ien (V(P), h(P)) l ibre de dimension n su r E (g)KKp. Alors il existe un 
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espace hermit ien (V, h) su r E tel que (Vp, h p ) ~ (V(P), h ^ ) si e t seulement si les condi t ions 
suivantes sont sat isfai tes : 

(i) L 'ensemble des places p telles que (dV(P), e / k ) p = — 1 est fini. 

(ii) On a (cTV(p), % ) p = 1. 
p 

Preuve. Supposons l 'existence d ' u n espace hermit ien (V,h) avec (V p , h p ) ~ (V(p),fyp))-
En part iculier , on a (dV^ p ) , e /k) p = (dV^ , b / k ) p = ( d V , e / k ) p et on conclut grâce à la 
proposi t ion 4.4 du chapi t re 1. 

Supposons ma in tenan t les assert ions (i) et (ii) vérifiées. Vu la proposi t ion 4.5 d u cha-
pi t re 1, il existe d E K* avec (d, e / k ) p = (dV r(P) ,%-)p pour tou te place p. Grâce à la 
proposi t ion 5.2, il existe un espace hermi t ien (V, h) sur E de discr iminant d et de signa-
tures Jp(V(p), /i(p)) pou r t ou t p 6 J . En uti l isant les proposi t ions 1.1 et 3.1 ainsi que le 
corollaire 2.3, on conclut que (Vp, h p ) ~ (V(p), h(P)) pour tou te place p de K . • 

§ 6 . R e p r é s e n t a t i o n e t i s o t r o p i e 

Dans ce dernier paragraphe , nous conservons les nota t ions d u pa rag raphe 4. 

Considérons le problème de la représentabi l i té d ' u n espace hermi t ien pa r u n aut re . 
Rappelons q u ' u n espace hermit ien (W, k) est dit représenté pa r l 'espace hermi t ien (V, h) 
s'il existe u n homomorph i sme B-linéaire f : W V avec h ( f ( x ) , f ( y ) ) = k ( x , y ) pour 
t ou t x , y e W . C o m m e tous les espaces que nous considérons sont non dégénérés, u n tel 
/ ne peu t ê t re qu ' inject i f . Ainsi (W, k) est représenté par (V, h) si et seulement si (W, k) 
est i sométr ique à u n sous-espace de (V,h) . E n particulier, si d i m ^ W = d i m E V , alors 
(W, k) est représenté pa r (V, h) si et seulement si (W, k) ~ (F, h) . Nous nous l imiterons 
donc au cas où d i m ^ W < d i m ^ F . 

6 . 1 P r o p o s i t i o n . Soient (V, h) e t (W, k) deux espaces hermi t iens de dimensions res-
pect ives n et m avec m < n . La condit ion nécessaire et suff isante p o u r que (W, k) soit 
représenté p a r (V, h) est que l £ ( W , k) ^ I+(V, h) e t I p ( W , k) ^ I~(V, h) p o u r t ou t p e J . 

Preuve. La nécessité est claire. 

Prouvons la suffisance. Considérons l 'élément d •= ^ E K* et pour t o u t e place p G J , le 
couple ( a p , b p ) ••= ( l p ( V , h ) - I + ( W , k), I ~ (V, h ) - I ~ ( W , k) ) . S i p G J , o n a a p + 6 p = n - m 

dp — = —i-(w.k) = ^ o n c ) grâce à la proposi t ion 5.2, il existe un espace 

hermi t ien (£/, l) de dimension n — m avec dU = d et IP(U, l) = (ap , bp) pour t o u t e place 
p G J . Il est alors clair que W A. U a les mêmes invariants que V et donc, grâce a u 
théorème 5.1, que W jL U ~ V. • 

Soient (V, h) un espace hermit ien sur E et a G K*. Il est clair que a G h ( V ) si et seulement 
si < a > est représenté pa r (V,h) . 

On prouve alors faci lement le corollaire suivant : 
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6 . 2 C o r o l l a i r e . Soient (V, h) un espace hermit ien sur E de dimension au moins 2 et 
a E K* . Alors a G h (V) si et seulement si a p e h(Vp) p o u r t ou t p € J . • 

On appelle p lan hyperbolique tou t espace hermit ien sur E isotrope de dimension 2. 
Si ( H , l ) est un plan hyperbolique, on vérifie que H ~ < 1 > ± < — 1 > . E n part iculier , 
il n ' y en a essentiellement q u ' u n seul et ses invariants sont d im E H = 2, d H — — 1 et 
I p ( H , l) = I P ( H , 0 = 1 pour tou te place p € J . 
Soit (V, h) u n espace hermi t ien sur E . Il est facile de voir que (V, h) est isotrope si et 
seulement s'il représente u n p lan hyperbol ique. 

C o m p t e t enu de ces observations, les condit ions d ' isotropie s ' expr iment ainsi : 

6 . 3 C o r o l l a i r e . Soit (V, h) un espace hermit ien s u r E de dimension au moins 3. Alors 
les condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) (V, h) est i so t rope 

(ii) (Fp, h p ) est i so t rope p o u r tou t p E J 

(iii) I+(V, h), I - ( V , h) ^ 1 p o u r tou t p G J . • 



C h a p i t r e 3 

I s o m é t r i e d e r é s e a u x s u r l e s c o r p s l o c a u x 

Le b u t de ce chapi t re est de classifier les réseaux sur les corps locaux et de voir dans quelle 
mesure les fac teurs invariants d ' u n réseau dé te rminent sa classe d ' isométr ie . 

Nous exploi terons cer tains r éu l t a t s de l 'art icle de Jacobowitz [4] et nous nous contenterons 
le plus souvent de les citer sans démons t ra t ion . 

Dans le premier pa ragraphe , nous in t roduirons quelques not ions au suje t des corps locaux. 
Dès le deuxième paragraphe , K désignera un corps local d ' a n n e a u de valuat ion A, d 'uni -
formisante 7r et nous considérerons une extension quadra t ique E ••= K ( V d ) de K a anneau 
de valuat ion B et d 'un i formisan te p. Notons a l 'unique élément non trivial d u groupe de 
Galois de l 'extension E / K . 
Nous supposerons K de caractér is t ique nulle. 

§ 1 . Q u e l q u e s r é s u l t a t s s u r l es c o r p s l o c a u x 

Dans t o u t le pa ragraphe , (K, p) désignera un corps local de caractér is t ique nulle et A sera 
son a n n e a u de valuat ion. Nous noterons vK la valuat ion p-adique de (K , p). 

1 . 1 D é f i n i t i o n . O n appelle un i fo rmisan te de (K , p) tou t généra teur de l 'unique idéal 
premier de A. 

Il est clair que 7r G K est une uni formisante de K si et seulement si vK (n) = 1 et que le 
quot ient de deux uniformisantes de K est une uni té de A. 
D ' a u t r e pa r t , les idéaux f ract ionnaires de A sont tous de la forme 7t1A avec % € Z. 

Commençons pa r é tudier les uni tés qui ne sont pas des carrés et in t roduisons la not ion 
de défau t quad ra t ique qui décrit en quelque sorte l 'écart entre une uni té et u n carré. 

1 .2 D é f i n i t i o n . Soit x e A*. On appelle défaut quadratique de x l ' intersection de tous 
les idéaux a de A tels qu'i l existe y £ A avec x — y2 € a. 

On p e u t vérifier que le défau t quadra t ique de x est le plus pe t i t idéal de A tel que x soit 
congru à u n carré modulo cet idéal. 

Le lemme suivant est central dans cet te discussion. Il dit en fait que t o u t e uni té dont la 
différence à 1 est suff isamment divisible pa r 7r est un carré. Ce lemme, que Jacobowi tz 
appelle le lemme de Hensel dans [4], est le théorème 63:1 dans [7] : 
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1 . 3 L e m m e . P o u r tou t x e A, il existe y e A tel que 1 + 4irx = (1 + 2iry)2 . • 

E n part icul ier , une uni té x G A* est un carré si et seulement si son défau t quad ra t i que 
est nul. 

La propos t ion suivante est prouvée dans [7], 63:2 : 

1 . 4 P r o p o s i t i o n . Soit x € A* de défau t quadra t ique a. Supposons que x n e soit p a s 
un carré. Alors 0 < vK (a) ^ vK(4) et de p lus l 'ent ier vK (a) est impa i r ou vaut vK(4) . • 

De plus, il existe t ou jou r s une un i té de défau t quadra t ique 4A (cf. [7], 63:4). 

Décrivons ma in t enan t brièvement le compor tement d 'une extension quadra t ique de corps 
locaux. Nous pouvons énoncer : 

1 . 5 T h é o r è m e . Soient E une extension quadra t ique de K et B la c lô ture in tégrale de 
A dans E . Alors il existe exac tement une p lace ty de E a u dessus de p e t ( E , ?P) es t un 
corps local dont l ' anneau de valuation est B . 

Preuve. Un par t ie de la démons t ra t ion se t rouve dans [7]. L 'existence et l 'unici té de la 
place ^3 découle d u théorème 14:1 et le fait que (E , soit un corps local de la proposi-
t ion 32:3. Il reste à prouver que B en est l ' anneau de valuation. 

Il est clair que B est u n anneau de Dedekind. Soit Q u n idéal premier non nul de B . 
Alors Q fl A est u n idéal premier non nul de A donc Û f l A = p e t p C Û . Ainsi Ù indui t 
une place de E au-dessus de p, donc Û = O n en dédui t que B — { x e K \ v v ( x ) ^ 0 } 
ce qui mon t re que B est l ' anneau de valuat ion d u corps local (E , ^3). • 

E n part iculier , la place p est non décomposée ; elle est ainsi ramifiée ou inerte. 

Nous dirons que l 'extension e / k est ramifiée si la place p est ramifiée et non ramifiée si 
la place p est inerte. Nous dirons que l 'extension e / k est dyadique si K est u n corps local 
dyadique ou, de manière équivalente, si E est un corps local dyadique. 

Soit e / k une extension quadra t ique de corps locaux. Supposons K et E d 'un i formisan tes 
respectives ir et p. Il existe 9 £ K avec E = K(y /d ) ; comme 9 est défini à un carré près, 
on peu t le choisir uni ta i re ou de valuat ion 1. 

Il est clair que ve(tc) = 2 si l 'extension ë / k est ramifiée et vB (ix) = 1 si elle est non 
ramifiée. Soit x E K*. Ecrivons x = nkr] avec k G Z et r] G A*. Alors vB(x) = kv E ( i r ) et 
vK{x) — kvK(7r) de sorte que vB(x) — 2 v K ( x ) si l 'extension est ramifiée et vB(x) ~ v K (x) 
si elle est non ramifiée. 

Supposons que vK (0) = 1. Alors V è G B est de valuat ion s t r ic tement posit ive et ainsi 
1 < v E ( V ê ) = \ v E { d ) ^ v k (9) = 1 de sorte que \ v B ( 9 ) = vK(9) et donc l 'extension e / k 
est ramifiée. 

Supposons que vK{9) = 0, au t remen t di t que 9 soit une uni té . Vu la proposi t ion 63:3 
dans [7], l 'extension E /K est non ramifiée si et seulement si 9 est une un i té de défau t 
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quadra t ique 4A. Si l 'extension est non dyadique, alors, vu la proposi t ion 1.4, 9 ne peu t 

ê t re q u ' u n e un i té de défau t quadra t ique 4A et donc l 'extension est non ramifiée. 

E n résumé, nous avons mont ré : 

1 . 6 P r o p o s i t i o n . Soient K un corps local de caractér is t ique nulle, A son anneau de 
valuat ion et 9 E A une uni té ou une uniformisante telle que E ••= K ( V 9 ) soit une extension 
quadra t ique de K . 

(i) Si e / k est non ramifiée, alors 9 est une uni té de défau t quadra t ique 4A. 

(ii) Si e / k est ramifiée non dyadique, alors 9 est une uniformisante de K . 

(iii) Si e / k est ramifiée dyadique, on a deux possibilités : 9 est une uniformisante de K 
ou 9 est une uni té de défau t quadra t ique i r 2 k + l A avec 0 < 2k -f 1 < vE(4) . • 

§ 2 . M o d u l a r i t é e t d é c o m p o s i t i o n s d e J o r d a n 

Le b u t de ce p a r a g r a p h e est de définir une classe part iculière de réseaux appelés réseaux 
modula i res qui possèdent des propriétés agréables. Ensui te , nous mont re rons comment 
t ou t réseau p e u t s 'écrire comme somme orthogonale de réseaux modulai res . 

Soit L u n B-modu le project i f de t ype fini. Comme B est principal, L est libre de rang 
que l 'on no te ra n . 
Si x E E ® b L, il existe a e E* avec a x € L et donc B X L ••= {a E E \ a x G L } est u n idéal 
f rac t ionnai re non nul de E . Il est clair que x G L si et seulement si B X L D B . 
On dit que x E L est un vecteur maximal de L si B X L = B . 
Notons que t o u t vecteur d ' une B-base de L est maximal . Si a; G L est un vecteur maximal , 
alors il existe une B-base x i , . . . , x n de L avec x = x \ . 

2 . 1 D é f i n i t i o n . Soient (L, h) un J5-réseau et a un idéal f rac t ionnai re non nul de E . O n 
di t que (L, h) est o-modulaire si h(x , L) = a pour tou t vecteur max ima l x E L. 

Si fi E E*, on di t parfois fi-modulaire au lieu de /3B-modulaire. 

2 . 2 R e m a r q u e s . Soit (L, h) u n réseau a-modulaire . 

i) Il est clair que 7 iL — a. 

ii) Si b est u n idéal f rac t ionnai re non nul de E , alors (bL, h) est u n réseau b 2a-modulai re . 
E n effet, écrivons b = fiB pour un fi G E*. Alors, t ou t vecteur max ima l y de bL 
s'écrit y — fix où x est u n vecteur max imal de L et on a h(y, bL) = h(y, fiL) = 
= h(f ix , fiL) = fia(fi)h(x, L) = b2a. 

iii) O n a L * = a ~ l L . 
E n effet, la relat ion h ( L , L ) C a implique h ( a r l L , L ) C B et donc a - 1 L C L * . 
Réc iproquement , si x G L i l existe a E E* avec a x vecteur max ima l de L. On a 
alors o = h ( a x , L) - a h ( x , L) C a B , donc a ' 1 E a - 1 et ainsi x = a ~ l ( a x ) G o _ 1 L . 

iv) Grâce à ii) et iii) il est clair que (L* , h) est a~^modu la i r e . 
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2 . 3 R e m a r q u e s . On a également les propriétés suivantes : 

i) Soient (L\ , h{), (L2 , h 2 ) des B-réseaux o-modulaires. Notons h = _L h 2 . Alors 
(L\ _L L 2 , h ) est aussi o-modulaire . 
En effet, soit x G Lx ± L 2 un vecteur maximal . On a clairement h(x, Li _L L 2 ) C a. 
D ' a u t r e pa r t , il existe y G L\ et 2 € L 2 avec x = y + z. O n peu t supposer y maximal . 
Il existe u G L i avec h\ (y , u ) B = o. C o m m e h(x, u) = h \ (y , m), on a h(x, u ) B = a. 

et v E (P) < vE ( ' j ) . Alors (L, h) est /^-modulaire. 
E n effet, soit ^ ••= a x + by un vecteur max ima l de L. Il est clair que h{z, L) C P B . 
D ' a u t r e pa r t , on peu t supposer que a ou b est une uni té : supposons pa r exemple que 
a G B*. On a alors vE (h (ax + by, y)) = v E ( a h ( x , y ) + b h ( y , y ) ) = v E ( a / 3 + fyy) = v B (p ) 
car v Ë (0 ) = vE(a(3) < vE(fry) et donc h(z, L) = j3B. 

2 . 4 L e m m e . Soient (L, h) un B-réseau et J un sous-réseau H L - m o d u l a i r e de L. Alors J 
est une composan te de (L, h) . 

Preuve. O n a clairement E <g>£ L = E ®b J J- ( E ®b J ) 1 -
Mont rons que L = J J_ (L n ( E <8b J ) 1 ) -
Il suffit de vérifier que L C J _L (L n {E ® B J ) L ) -
Soit x E L. Ecrivons x — y + z avec y G E ® b J et z £ ( E ® B J ) L - O n a alors 
h(y, J ) = h ( x , J ) C h ( L , L ) = H L et donc ( H L ) " 1 y C J * = ( ' H L ) ~ l J de sorte que 
y G J C L et que z = x - y G L n ( E ® B J ) L - • 

2 . 5 DÉFINITION. On appelle triplet de Jo rdan t o u t tr iplet de la forme ( t , r , s ) où t G N, 
r := ( r i , . . . , r t ) G N4 et s •= ( s i , . . . , s t ) G Z ê avec s i < • • • < s t . 

2 . 6 D é f i n i t i o n . Soit ( t , r , s ) un t r iplet de Jo rdan . 
Soit (L, h) un B-réseau. On appelle décomposition de Jo rdan de (L, h) de type (t, r , s) 
t ou t e suite L \ , . . . , L t de sous-réseaux de L avec L — L x _L • • • _L L t e t p S i -modula i re 
de rang r t pour t o u t 1 sC z sC t. 

Nous allons ma in tenan t montrer que t o u t réseau admet une décomposi t ion de Jo rdan . 
Nous au rons besoin d u lemme suivant : 

2 . 7 L e m m e . Soit (L, h) un B-réseau. Alors il existe une composan te modula i re J de 
(L, h) de r a n g 1 ou 2 telle que H J = H L et A f J = M L . 

Preuve. Supposons que M L = H L . Alors il existe x E L avec v B { h ( x , x ) ) minimal , 
en d ' au t r e s t e rmes avec h ( x , x ) B = M L . Il est immédia t que J ••= x B est u n réseau 
modula i re vérifiant H J = H L et M , J = M L . O n conclut grâce au lemme 2.4. 

Supposons que M L ^ H L . Alors il existe x, y G L avec vE (h(x , y)) minimal , en d ' au t r e s 
t e rmes avec h(x , y ) B = H L . Remarquons que x B + y B est u n sous-réseau 7YL-modulaire 
de L pa r la r emarque 2.3 ii) et donc une composante de L grâce au lemme 2.4. 

ii) Soit (L, h) u n B-réseau défini par L = x B ® y B ~ 
a 
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Si M ( x B + y B ) = M L , alors J — x B + y B répond à la quest ion. 
Si M ( x B + y B ) ^ M L , alors l 'égalité M L = M { x B + y B ) + M { x B + y B ) 1 mon t re l 'exis-
tence de z G ( x B + y B ) 1 avec vE (h(z , z)) minimal , en d ' au t res t e rmes avec h(z , z ) B = M L . 
Ainsi J — (x + z ) B + y B répond à la quest ion. • 

Soit (L, h) u n B-réseau. Une ut i l isat ion récursive d u lemme ci-dessus mont re que (L, h) 
s 'écrit comme somme orthogonale de plans et droi tes modula i res dont l ' un ou l 'une a 
même norme et échelle que L. E n regroupant les te rmes adéqua tement , on obt ient , grâce 
à la r emarque 2.3 i), une décomposi t ion de Jo rdan de (L, h) dont l 'une des composantes , 
en l 'occurence la première, a même norme et échelle que L. 

E n résumé, nous avons prouvé le résul ta t suivant : 

2 . 8 P r o p o s i t i o n . Soit ( L , h ) un B-réseau. Alors ( L , h ) a d m e t une décomposi t ion de 
J o r d a n L \ , . . . , L t avec H L \ — H L et M L i = M L . • 

Intéressons-nous ma in t enan t au lien ent re les fac teurs invariants d ' u n réseau et le t ype 
d ' u n e de ses décomposi t ions de Jo rdan . 

Soit (L, h) u n B-réseau et L \ , . . . , L t une décomposi t ion de J o r d a n de L de t ype (t, r, s ) . 
Alors L = L x L • • • _L L t et donc L * = L f 1 • • • ± L f = p ~ S l L x 1 • • • JL p ~ S t L t grâce à 
la r emarque 2.2 iii). Ainsi les fac teurs invariants de (L, h) sont 

p S l B — •• • = p S l B D p S 2 B = • • • = p S 2 B D • • • D p 8 t B = • • • = p S t B , 

chaque p S i B appara i ssan t r\ fois. 

E n part iculier , grâce à l 'unici té des facteurs invariants de (L, h), on en dédui t que tou tes 
les décomposi t ions de J o r d a n d ' u n réseau sont d u même type, ce qui nous pe rme t de 
définir le type d ' u n B-réseau comme é tan t le type d ' une de ses décomposi t ions de Jordan . 
Il est clair que deux réseaux isométriques ont le même type. 
D ' a u t r e pa r t , le calcul ci-dessus nous mont re que le type et les fac teurs invariants sont 
essentiellement les mêmes invariants d ' i sométr ie des réseaux : 

2 . 9 P r o p o s i t i o n . D e u x B- réseaux ont le m ê m e type si et seulement s'ils ont les mêmes 
fac teurs invariants . • 

O n observera q u ' u n réseau est B-modula i re si et seulement s'il est unimodulai re . 

Soit (t, r , s) un t r iple t de Jo rdan . 

Notons C ( t , r , s ) l 'ensemble des classes d ' isométr ies de réseaux de t ype ( t , r , s ) . 
Si A G { i l } , no tons C\( t , r, s) l 'ensemble des classes d ' isométr ie de réseaux de t ype (t, r , s) 
et de discr iminant d avec (d, e / k ) = A. Il est clair que C(t, r, s) est la réunion disjointe de 
C - i ( t , r , s ) et de C+ X( t , r , s). 
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§ 3 . D é c o m p o s i t i o n s d e J o r d a n s a t u r é e s 

Le type d ' u n réseau est-il un invariant suffisant pour dé terminer la classe d ' i sométr ie 
d ' u n B- réseau ? Ce n 'es t pas le cas en t ou t e généralité, les problèmes ne survenant 
d 'ai l leurs que si l 'extension est ramifiée. Il f au t donc essayer de définir d ' au t r e s invariants . 
On souhai tera i t choisir la norme des réseaux d ' une décomposi t ion de Jo rdan . Mais il 
existe des réseaux a d m e t t a n t deux décomposi t ions de J o r d a n L \ , . . . , L t et L [ , . . . , L ' t 

avec J\fLi ^ N L [ pou r cer ta ins 1 ^ i ^ t . 
Nous allons éviter cet inconvénient grâce à la not ion plus for te de décomposi t ion de 
J o r d a n sa turée . Nous prouverons que t o u t réseau possède une décomposi t ion sa turée et 
nous donnerons des condit ions nécessaires et suffisantes pour qu ' une décomposi t ion de 
J o r d a n arb i t ra i re d ' u n réseau soit saturée. 

Soient (L, h) un B-réseau et o u n idéal f rac t ionnaire non nul de E . 
Posons L a = {a; G L \ h(x , L) G a}. Il est clair que L a est un sous-réseau de L tel que 
H L a c a. 

Soient ( L \ , h i ) et ( L 2 , h 2 ) des B-réseaux. 
Si Zq ~ L 2 , alors L" ~ L%. 

O n vérifie aisément que (L\ J_ L 2 ) a — L* ± comme sous-réseaux de (Lx J_ L 2 , h i _L h 2 ) . 

Si s G Z, nous noterons L s au lieu de L^ p S B \ 

Supposons que (L, h) soit un réseau b-modulaire. Si b C a, alors L a — L. Si b D a avec 
b ^ a, on vérifie que L a = a b - 1 L . 

Soient (L, h) u n B-réseau, L i , . . . , L t une décomposi t ion de J o r d a n de (L, h) de t y p e 
(t, r, s) et 1 ^ j ^ t . Alors 

(i) L 8 ' = p ^ h 1 • • • 1 Lj—\ ± L j ± • • • ± L t . 

Il s 'ensui t que N L i C AfLs* pour tou t 1 ^ i ^ t et que N L S l D ••• D N L S t . 

3 . 1 D é f i n i t i o n . Considérons u n B-réseau ( L , h ) et L i , . . . , L t une décomposi t ion de 
J o r d a n de (L, h) de type (t, r, s) . On dit que L x , . . . , L t est sa turée si N L S i = N L i pour 
t o u t 1 ^ i ^ t . 

3 . 2 T h é o r è m e . Tout B- réseau possède une décomposit ion de J o r d a n sa turée . 

Preuve. Soit (L, h) un B-réseau. Soit t le nombre de composantes de n ' i m p o r t e quelle 
décomposi t ion de J o r d a n de ( L , h ) . Montrons pa r récurrence sur 1 < j ^ t qu ' i l existe 
une décomposi t ion de Jo rdan L i , . . . , L t avec N L S i = N L i pour t o u t 1 ^ i ^ j . 

Supposons j — 1. Alors on a LS l — L grâce à la formule (i) et le résu l ta t découle de la 
proposi t ion 2.8. 

Soit 1 < j ^ t . Soit L \ , . . . , L t une décomposi t ion de Jo rdan de (L, h) avec N L S t = N L i 
pour t o u t 1 ^ i ^ j — 1. Il s 'agit de t rouver une décomposi t ion de J o r d a n L [ , . . . , L ' t de 
(L, h) avec N L S i = N L \ pour t ou t 1 < i < j . 
Remarquons t o u t d ' a b o r d que la formule (i) implique que N ( L j _L • • • JL L f ) C N L S j . 
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Supposons Af{Lj 1 • • • 1 L t ) = AfL s i . Alors, en ver tu de la proposi t ion 2.8, L j _L • • • J_ L t 

possède une décomposi t ion de Jo rdan J j , . . . , J t avec j V J j = A f ( L j _L • • • _L L t ) . Ainsi 
L x , . . . , i , J j , . . . , J t est une décomposi t ion de Jo rdan de (L, h) avec J \ fL S j = A f J j . 

Supposons A f ( L j ± • • • ± L t ) ^ A r L s i . Alors, vu la formule (i), il existe 1 k < j - 1 
avec tfL's = N{p s >~ S k L k ) . Posons J = p8*{Lj _L L k ) * = L j ± p 3 ^ S k L k . 
C o m m e À f L j C NLS> = Àf(p s i~ S k L k ) , on a A f J = ML a K Or L0 est ^ - m o d u l a i r e 
et p 3 i~ S k L k est p2 s3~ sk-modulaire avec Sj < 2 s j - s k . La proposi t ion 2.8 nous ga ran t i t 
l 'existence d ' u n e décomposi t ion de Jo rdan J = J x _L J 2 avec J x p8*-modulaire de norme 
AfL 3 ' et J 2 p2"J"~Sfc-modulaire. 

On vérifie que L j _L L k = ( p ' ^ J ) * = ( p ~ s U x ) * ± ( p ~ s U 2 ) # = J x _L p S k ~ 3 U 2 avec 
p s k ~ s u 2 pS f c-modulaire. Vu que AfL k = M L S k D AfL s i D A f L j , on a AfL k = M { L j ± L k ) . 
Mais A f J x = N L ° i = J \ f (p 3 i~ S k L k ) D AfL k = A f ( L j _L L k ) et donc M { p a k ~ s U 2 ) = A f L k = 
AfL8». 
Ainsi Z q , . . . , L k - X , p S k ~ a i J 2 , L k + X , . . . , L j -1 , J x , L j + X , . . . , L t est une décomposi t ion de Jor-
d a n de (L, h) avec la propr ié té requise. • 

Soient (L, h) u n B-réseau et L x , . . . , L t une décomposit ion de J o r d a n de (L, h) de t ype 
(t, r, s ) . Posons n = ( n i , . . . , n t ) avec n* = vB(J\fLi) pour t o u t 1 < i ^ t . Le quadrup le t 
(t, r, s, n ) s 'appel le le type f o n d a m e n t a l de L x , . . . , L t . 

Le résu l ta t suivant est clair : 

3 . 3 P r o p o s i t i o n . D e u x décomposi t ions de Jo rdan sa turées d ' u n réseau on t m ê m e type 
fondamenta l . • 

Ce t t e proposi t ion nous pe rme t de définir le type fondamen ta l d ' u n réseau comme é tan t le 
t ype fondamen ta l de n ' i m p o r t e quelle décomposi t ion de J o r d a n sa turée de ce réseau. Il 
est clair que le type fondamenta l est un invariant d ' isométr ie des réseaux. 

Soient (L, h) u n B-réseau et L x , . . . , L t une décomposi t ion de J o r d a n de (L, h) de t ype fon-
damen ta l (t, r , s, n ) . Quelles condit ions faut- i l poser sur les n* pour que la décomposi t ion 
soit sa turée ? Vu la défini t ion 3.1 et la formule (i), L x , . . . , L t est sa turée si et seulement 
si A f L j C J \ f p S j ~ S l L i , . . . , J \ f p S i ~ S i ~ 1 L j - i N L j j r i — , A/"Lt pour t ou t 1 ^ j ^ t , c 'est-à-
dire si et seulement si n j ^ n , - + 1 ( . . . , n t et n j ^ 2s j — 2sx + n x , . . . , 2 s j — 2s j - X + n j - X 

pour t o u t 1 ^ j ^ t ou, de manière équivalente, si et seulement si n i ^ • • • ^ n t et 
Uj+1 — n j sC 26' j + i — 2Sj pour t ou t 1 < j ^ t — 1. Ainsi nous avons prouvé : 

3 . 4 P r o p o s i t i o n . Soient ( L , h ) un B-réseau et L x , . . . , L t une décomposi t ion de J o r d a n 
de (L, h) de type fondamen ta l (t, r, s, n ) . 
Alors L x , . . . , L t est sa tu rée si et seulement si n x ^ • • • ^ n t e t Uj+X — n j ^ 2s j+ i — 2s j 
p o u r t ou t 1 ^ j ^ t — 1. • 

3 . 5 D é f i n i t i o n . On appelle quadruplet de Jo rdan tout quadrup le t (t, r , s, n ) où t G N, 
r := ( r i , . . . , r t ) G W , s •.= ( s u . . . , s t ) G Z* et n — ( n x , . . . , n t ) G (2Z) ' avec sx < • • • < s t , 
n x ^ • • • < n t et n j + x — n.j ^ 2(sj+x — Sj) pour t ou t l ^ j ^ t — 1. 
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La proposi t ion 3.4 nous dit qu 'une décomposi t ion de Jo rdan est sa turée si et seulement 
si son t ype fondamen ta l est un quadrup le t de Jo rdan . 

Soit (t, r, s, n ) u n quadrup le t de Jo rdan . 
Notons C ( t , r , s , n ) l 'ensemble des classes d ' isométr ies de réseaux possédant ( t , r , s , n ) 
comme type fondamenta l . 
Si A 6 {±1}, no tons C \ ( t , r , s , n ) l 'ensemble des classes d ' isométr ies de réseaux de t y p e 
fondamen ta l (t, r, s, n ) et de discr iminant d avec (d, e / k ) — A. Il est clair que C(t, r , s, n ) 
est la réunion disjointe de C_i(£, r, s, n) et de C+i(t , r, s, n) . 

§ 4 . C a s d ' u n e e x t e n s i o n n o n r a m i f i é e 

Supposons dans ce pa ragraphe que l 'extension e / k soit non ramifiée. 

Vu la proposi t ion 1.6, 9 est une uni té de défaut quadra t ique 4A et on a, vE(ir) = 1, ce qui 
nous pe rme t de supposer que p = tt. 

D ' a u t r e pa r t , on a (tr, % ) = - 1 (cf. [7], 63:3). 

Commençons pa r dé terminer la s t ruc tu re des B-réseaux modulaires . Le résu l ta t suivant 

est p rouvé dans [4], pa ragraphe 7, page 453 : 

4 . 1 P r o p o s i t i o n . Soit (L, h) un réseau p s -modula i re . Alors L ~ < n 3 > J_ • • • -L < t t s > . 
En part icul ier , A f L = H L et (dL, % ) = ( - l ) s ' r a n g L . • 

Le cri tère de la proposi t ion 3.4 mont re que tou te décomposi t ion de Jo rdan est sa turée. 

D ' au t r e pa r t , on en dédui t aisément que deux 5 - r é s e a u x sont équivalents si et seulement 
s'ils sont d u même type. 

Le résu l ta t suivant est une conséquence immédia te de la proposi t ion 4.1 : 

4 . 2 T h é o r è m e . Soit ( t , r , s ) un tr iplet de Jo rdan . Alors \C(t, r, s ) j = 1. 
D e plus, si A e {±1}, alors \C\(t, r, s ) | ^ 1 et on a \C\(t, r, s ) | = 1 si et seulement si 
A = Q 

§ 5 . C a s d ' u n e e x t e n s i o n r a m i f i é e n o n d y a d i q u e 

Supposons dans ce pa ragraphe que l 'extension e / k soit ramifiée non dyadique. 

Vu la proposi t ion 1.6, on a vK(9) = 1 et donc v E (Vd) = 1, ce qui nous pe rme t de supposer 
que 7T = 9 et que p = s/ïi. 
On a (7r, e / k ) = —1 car 7r = —p a (p). D ' a u t r e pa r t , il existe une uni té A G A* de défau t 
quadra t ique 4A et l 'on a (A, % ) = - 1 (cf [7] 63:4 et 63:11a). Ainsi 1 et A sont des 
représentan ts des classes de K* modulo {x a (x) | x G E*}. 

Commençons pa r dé terminer la s t ruc tu re des B-réseaux modulaires. 

Soit s G Z. 
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Considérons le B-réseau ( H (s), h) défini pa r H (s) = x B ® y B ~ 

On vérifie aisément que ( H ( s ) , h) est p s -modula i re de norme p s + 1 B et de discr iminant 
d H ( s ) = - 1 . 

Le résu l ta t suivant est prouvé dans [4], proposi t ion 8.1, page 453 : 

5 . 1 P r o p o s i t i o n . Soit (L, h) un B-réseau p s -modula i re de r a n g r . 

(i) Supposons s pair . Il existe 6 G A* avec L ~ < 7rf > 1_ • • • _L < 7ri > _L < 7ri <5 > . 
E n part icul ier , M L = H L et (dL, % ) = ( - 1 , % ) ? (S, % ) . 

(ii) Supposons s impair . Alors L ~ / / ( s ) ± • • • X H (s). E n part icul ier , r est pair , 
M L = p H L et (dL, % ) = ( - 1 , % ) 3 . • 

Soient s e Z et r G N. 

Supposons s pair . Il existe exactement deux B-réseaux p s -modula i res de r ang r à isométrie 
près, chacun de discr iminant différent. En effet, les B-réseaux L\ et L 2 définis respective-
men t par L\ ~ < 7rt > _L • • • J_ < it? > et L 2 > ± • • • J_ < > _L < n i A > sont 
clairement deux réseaux / / -modu la i r e s de rang r non isométriques, car de discr iminant 
différent. De plus, la proposi t ion ci-dessus nous di t que tou t réseau p s -modula i re de r ang 
r est i sométr ique à L\ ou à L 2 . 
Si s est impair , il est clair qu' i l existe exac tement u n B-réseau p s -modula i re de r ang r si 
r est pair , alors qu'i l n ' en existe aucun si r est impair . 
E n part icul ier , deux réseaux p s -modula i res de r ang r sont isométr iques si et seulement 
s'ils ont le m ê m e discr iminant . 

D ' a u t r e pa r t , la norme d ' u n réseau modula i re est ent ièrement dé terminée pa r s. E n 
ut i l isant la proposi t ion 3.4, on voit que t ou t e décomposi t ion de J o r d a n est sa turée. 

Soit (t, r, s ) un tr iplet de Jo rdan . Posons P ( t , r, s) = {i € N 1 1 ^ i ^ t et Si G 2 Z } et 
I ( t , r , s ) = { i e N \ l ^ i ^ t e t S i ( £ 2Z}. 
Le théorème suivant donne des condit ions équivalentes à l ' isométrie de réseaux. Il est 
prouvé dans [4], théorème 8.2, page 454. 

5 . 2 T h é o r è m e . Soient (L, h) et (L1, h1) des B- ré seaux a d m e t t a n t les décomposi t ions de 
Jo rdan respect ives L x , . . . , L t de type (t, r, s) et L [ , . . . , L't, de t y p e (t ' , r ' , s ' ) . Alors les 
condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) (L, h) et (L1, h ') sont isométr iques 

(ii) (t, r, s) = ( f , r ' , s ') e t d L j = d L'̂  p o u r tou t j G P ( t , r, s ) 

(iii) (t, r , s) = ( f , r ' , s ') et L j ~ L) p o u r t ou t 1 ^ j ^ t . • 

O n p e u t alors immédia tement calculer le nombre de classes d ' i sométr ie de réseaux d ' u n 
type donné. 

5 . 3 C o r o l l a i r e . Soit (t, r , s) un tr iplet de Jo rdan . Alors : 

(i) On a C(t, r, s) = 0 si et seulement s'il existe j G I ( t , r, s) avec r j impair . 

f 0 p ° \ 
\ a ( p ° ) 0 
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(ii) Si C(t, r, s) ^ 0, on a |C{t, r , s ) | = • 

Essayons de dé te rminer ma in tenan t le nombre de réseaux de t ype et de discr iminant 
donnés. 

5 . 4 T h é o r è m e . Soient (t, r, s) un tr iplet de Jo rdan tel que C(t, r, s) ^ 0 et A G {±1}. 

(i) Si P ( t , r , s ) = 0, alors s ) | ^ 1 et on a \C\(t, r, s ) | = 1 si et seulement si 

A = ( - l , % ) i ( r i + - + r t ) . 

(ii) Si P ( t , r , s ) + 0, alors | C A ( t , r , s ) | = 2lp(*' r 's)l-1. 

Preuve. L 'asser t ion (i) découle de la proposi t ion 5.1. 
Prouvons (ii). F ixons j G P ( t , r , s ) . Posons t ' = t — 1 et définissons r ' G N4 ' et s ' G Z4 ' 
pa r r ' = ( n , . . . , r ^ x , r j + x , . . . , r t ) et s ' = ( s l f . . . , s j + 1 , . . . , s t ) . 

C o m m e C(t, r, s) ^ 0, on a C ( t \ r ' , s ') ^ 0 grâce au corollaire 5.3. 

Définissons une appl icat ion $ : C \ ( t , r , s ) —»• C ( t ' , r ' , s ' ) de la manière suivante : 

Soit (L, h) u n réseau de C\( t , r, s) . Si L x , . . . , L t une décomposi t ion de J o r d a n de (L, h), 
le réseau L' •= L x _L • • • J_ X L j + i X • • • X L t est de t ype ( t r ' , s ' ) et sa classe ne 
dépend que de la classe de L grâce au théorème 5.2. Nous pouvons alors poser <£(L) = L'. 

Mont rons que $ est une bijection. 

Soient L et L ' deux réseaux de C \ ( t , r , s ) avec $ ( £ ) çJ>(L'). Soient L i , . . . , L t et 
L ' x , . . . , L't des décomposi t ions de Jo rdan respectives de L et L ' . O n a pa r définit ion 
L x X • • • X Zy_i X L j + X X • • • X L t ^ L'x X • • • X L'j_x X L ' j + 1 X • • • X L't. D ' a u t r e 
pa r t , on a [ d L v % ) - A • ( $ ( £ ) > % ) = A • ( $ ( £ ' ) , % ) = (dL' j f % ) . C o m m e L j et L\ 
sont tous deux p s i -modula i res de r ang r,-, on a L j ~ L'j et donc finalement L ~ L' , ce qui 
prouve l ' in ject ivi té de (£>. 

Soit L ' un réseau de C(t', r ' , s ' ) . Comme Sj est pair , il existe u n B-réseau ^ ' - m o d u l a i r e J 
vérifiant ( d J d Z / , e / k ) = A. Alors L ' L J est un réseau de C \ ( t , r , s) tel que $ ( 1 / 1 J ) ~ 
L ' et ainsi $ est surjective. 

F inalement \Cx(t, r , s ) | = |C{tf, r ' , s ') | = 2lp(t''r'<s')l = 2 l p ( f ' r ^ - 1 pa r le corollaire 5.3. • 

5 . 5 C o r o l l a i r e . Soient ( t , r , s ) un t r iplet de Jo rdan et A G {±1}. 
Alors | C A ( t , r , s ) | O m ^ ( 0 ' | p ( t ' r ' s ) h l ) . • 

§ 6 . C a s d ' u n e e x t e n s i o n r a m i f i é e d y a d i q u e : r é s e a u x m o d u l a i r e s 

Supposons dans ce pa rag raphe que l 'extension e / k soit ramifiée dyadique. 
On a donc vE(ir) = 2. 
Vu la proposi t ion 1.6, on a essentiellement deux possibilités pou r 6 : 
i) vK{e) = i . 

On peu t alors supposer que ix — 0 et que p = ^fîx. Dans ce cas, on di t que l 'extension est 
ramifiée première, en abrégé R - P . 
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ii) 9 est une un i té de dé fau t quadra t ique n 2 k + 1 A avec 0 < 2/c + 1 < vK(A). 

Ecrivons alors 9 = 1 + i r 2 k + l 6 avec S G A*. On a • a ( = = - t t ô de sorte 

que v B ( = \ ve{—'ïï8) = L On peu t alors supposer que p = Dans ce cas, 

l 'extension est ramifiée k-uni taire , en abrégé R-Uk-

Remarquons que l 'on a p cr(p) = —tt dans le cas R - P et p a (p ) = —Sir dans le cas R-U^. 

Il existe une uni té A G A* de défau t quadra t ique 4A (cf. [7], 63:4). Ecrivons alors 
A = I + 477 a v e c V £ -A*- Si l 'extension e / k est ramifiée première, on a ( A , e / k ) = —1 
(cf. [7], 63:11a). 

Mont rons qu ' i l existe u G A* tel que (oj, e / k ) = - 1 . Si l 'extension est ramifiée première, 
on choisira u = A . Supposons alors l 'extension ramifiée uni ta i re ; il existe u n a G K non 
nul tel que (a, •%-) = —1. Il suffit alors de choisir oj = a (p a(p))~ vK a . 
Considérons alors une uni té e de défau t quadra t ique maximal pa rmi les uni tés qui ne 
sont pas une norme. Remarquons que si l 'extension est ramifiée première, on peu t encore 
choisir e = A (cf. [7], 63:1). 

Ainsi 1 et e sont des représentants des classes de K* modulo {x a ( x ) | x G E * } et t ou t e 
un i té de dé fau t quad ra t ique s t r ic tement contenu dans celui de e est une norme. 

Dans ce pa ragraphe , nous établ i rons la s t ruc tu re des réseaux modulaires . 

Le théorème suivant est le pr incipal théorème de classification des réseaux modulaires . U 
est prouvé dans [4], proposi t ion 10.4, page 460 : 

6 . 1 T h é o r è m e . Soient s G Z et (L, h), ( I / , h') deux réseaux p 3-modulaires . 
Alors L ~ L ' si et seulement si . r ang L = r a n g L ' , d L = d L ' e t M L — M L ' . • 

Déte rminons ma in t enan t les relat ions ent re le rang, le discriminant , l 'échelle et la norme 
d ' u n réseau modula i re et dressons la liste complète de tous les réseaux modulaires . 

Soit s G Z. Considérons le B-réseau ( H ( s ) , h) défini par 

On vérifie aisément que ( H ( s ) , h) est p s -modula i re de discr iminant d H ( s ) — —1. Pour le 
calcul de sa norme, nous avons besoin d ' u n résul ta t technique simple p rouvé dans [4] a u 
débu t d u pa ragraphe 9, page 454 : 

6 . 2 L e m m e . Soient s e Z et x e p s B . 

(i) D a n s le cas R - P : 
Si s est pair , on a x + a ( x ) G 2 p s B et M H (s) = 2p s B. 
Si s est impair , on a x + a ( x ) G 2 p s + l B et M H ( s ) = 2 p s + 1 B . 

(ii) D a n s le cas R-Uk : 
Si s est pair , on a x + a{x) G 2 p s ~ 2 k B et M H (s) = 2p s ~ 2 k B. 
Si s est impair , on a x + a ( x ) G 2 p s ~ 2 k - 1 B et M H ( s ) = 2p s ~ 2 k ~ 1 B. • 
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Le théorème suivant pe rmet de nous limiter à n 'é tudier que les réseaux modulai res de 
r ang 1 ou 2. C 'es t la proposi t ion 9.3 de la page 457 dans [4]. 

6 . 3 T h é o r è m e . Soient s e Z et (L, h) un réseau p s -modula i re . 
Alors il existe un sous-réseau p s -modu la i r e J de L de r ang 1 ou 2 et de m ê m e n o r m e que 
(L, h) tel que L ~ J ± H ( s ) _L • • • _L H ( s ) . • 

6 . 4 R e m a r q u e . Le théorème 6.3 peu t ê t re vu comme corollaire immédia t d u théorème 
de classification 6.1. Cependan t , il pe rmet de ramener la preuve d u théorème 6.1 aux cas 
de réseaux de r ang 1 ou 2. C'est d 'ai l leurs la mé thode utilisée pa r R. Jacobowitz dans son 
article [4]. Il n 'es t alors possible d ' adop te r le point de vue ci-dessus que si l 'on dispose 
d ' une preuve directe d u théorème de classification 6.1. 

Le théorème 6.3 nous pe rmet immédia tement de classifier les réseaux modulai res de r ang 
impair . 

6 . 5 T h é o r è m e . Soient r e N impa i r et s e Z. 

(i) Si s est impair , il n 'ex is te aucun B-réseau p s -modu la i r e de r a n g r . 

(ii) Si s est pair , il existe alors exac tement deux classes de réseaux p s -modula i res de 
r a n g r . Si Lx e t L 2 en sont des représen tan ts respectifs, on a M L X = M L 2 — p s B 
et ( d L 1 , % ) = - ( d L 2 , E / K ) . 

Preuve. Si (L, h) est un B-réseau / / - m o d u l a i r e de r ang r impair , alors, vu le théorème 6.3, 
il existe u n sous-réseau / / - m o d u l a i r e J de r ang 1 avec L ~ J -L H (s) J_ • • • A. H (s) et 
J \ f J = M L . Mais il est clair que M J = H J = p s B de sorte que s est pair . Cela prouve 
d ' u n e p a r t l 'assert ion (i) et d ' a u t r e pa r t que M L = p s B . 
Considérons les B- réseaux (Li , h x ) et (L2 , hx) / / -modu la i r e s de r ang r définis respective-
men t pa r Lx ~ < 7rf > _L H ( s ) _L • • • _L H (s) et L 2 - < err* > -L H (s) ± • • • _L H (s). O n 
a clairement (dL x , % - ) = — (dL 2 , e / k ) et vu le théorème 6.1, t o u t réseau / / - m o d u l a i r e de 
r ang r est isométr ique à Lx ou à L 2 . • 

Soient r E N pair et s E Z. La classification des réseaux / / -modu la i r e s de r a n g r est plus 
délicate que celle des réseaux modula i res de rang impair . La norme des réseaux jouera 
u n rôle essentiel d a n s ce travail et nous allons tou t d ' abo rd dé terminer les valeurs qu'el le 
peu t prendre . Le lemme suivant est prouvé dans [4], proposi t ion 9.1 a), page 455. 

6 . 6 L e m m e . Soient s e Z et L un réseau p s -modu la i r e de r a n g 2. 
Alors H L D M L D M H (s). • 

Pour classifier effectivement les réseaux / / -modu la i r e s de rang r , nous devons dis t inguer 
deux cas, selon que l 'extension e / k est ramifiée première ou unitaire . 

Supposons tou t d ' a b o r d que l 'extension e / k soit ramifiée première. 

Soient s E Z et m E Z avec s < 2m ^ s + ^ ( 2 ) . 
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Considérons le B-réseau ( H ( s , 2m) , h) défini pa r 

H ( s , 2 m ) = x B ® y B ^ ^ ™ s ) ^ . 

C o m m e s < 2m, le cri tère de la r emarque 2.3 ii) nous mon t re que [ H ( s , 2m), h) est 
p s -modula i re . De plus, il est clair que ( d H ( s , 2m), e / k ) = (—1, e / k ) -

Déte rminons ma in t enan t la norme de H (s, 2m) . Soit z •= a x + by E H (s, 2m) . 
O n a h(z , z) = acr (a ) i r m + a a ( b ) p s + a ( a a ( b ) p s ) et donc, en ut i l isant le lemme 6.2, 

vE (h(z , z)) > min { 2m + vE (a a{a ) ) , vE ( a 7(b)p s -f a ( a a (b )p s ) ) } 

^ min { 2m, s + vE (2) } 

= 2 m 

de sorte que J \ f H ( s , 2m) = p 2 m B . 

Remarquons , dans le cas où s est pair , que H {s, s + vE(2)) ~ H (s). 

Considérons le B-réseau ( J { s , 2 m ) , h ) défini pa r 

( 7Tm p s \ 
J ( s , 2m) = x B e y B ~ • 

Rappelons que 77 est une uni té telle que A = 1 + 477. 

On a ^ ( 4 7 r s - m ( - l ) s + 1 7 7 ) = ^ ( 4 7 r s ~ m ) 

= 2 vE (2) + 2 (s — m ) 

= 2(v E {2) + s) - 2 m 

> 2 (2m) - 2m 

= 2 m 

et ainsi, comme s < 2m, le cri tère de la r emarque 2.3 ii) nous mont re que ( J ( s , 2m), h) 
est / / - m o d u l a i r e . 

De plus d J ( s , 2m) = 7 r m 47r s - m ( - l ) 5 + 1 ry - ( - t t ) s 

= 7Tm47TS-m(- l)S - (—7r)S 

= H r ) s ( l - A - l ) 

= - A ( - 7 T ) S , 

donc ( d J ( 5 , 2 m ) , % ) = (A, % ) ( - 1 , % ) = - ( - 1 , % ) . 

Dé te rminons ma in t enan t la norme de J ( s , 2 m ) . Soit z •= a x + by e J ( s , 2 m ) . On a 
h(z , z) = a a ( a ) n m + a a{b)p s + a (a a (b)p s ) + ba(b)47T s - m ( - l ) s + 1 T]-
Mais v E ( a o ( a ) ' K m ) et v E ( b a ( b ) 4 ' K s ~ m ( - l ) s + 1 T ) ) sont supérieurs ou égaux à 2m, donc, en 
ut i l isant le l emme 6.2, 

v B ( h ( z , z ) ) ^ min { 2 m , v E ( ac r (b )p s + a ( a a ( b ) p s ) ) } 

^ min { 2m, s + vE(2) } 

= 2 m 
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de sorte que A f J ( s , 2m) = p 2 m B . 

Nous sommes alors en mesure d 'énoncer le théorème suivant : 

6 . 7 T h é o r è m e . Supposons e / k ramifiée première. Soient r G N p a i r et s G Z . 

(i) P o u r t ou t n G Z p a i r avec s < n ^ s + vE (2), il existe exac tement deux classes 
d ' i sométr ie de B- réseaux p s -modula i res de r a n g r et de n o r m e p n B . Si L x e t L 2 en 
sont des représen tan ts respectifs, on a (dL i , % ) = — (dL 2 , e / k ) • 

(ii) Si n = s + vE(2) + 1 est p a i r et donc s est impair , il existe exac tement une classe 
d ' i sométr ie de B- ré seaux p 8 -modula i res de r a n g r et de no rme p n B , celle du réseau 
H (s) J_ ••• 1 H (s). 

(iii) P o u r tou tes les au t res valeurs pai res de n , il n 'exis te aucune classe d ' i sométr ie de 
B- r é seaux p s -modula i res de r a n g r et de no rme p n B . 

Preuve. Soit n G Z pair . 

Supposons que n = s. Considérons les B- réseaux ( L x , h \ ) et (L2 , h 2 ) p s -modula i res de 
rang r définis respect ivement par Lx ~ < 7r t > _L < 7r ? > ± H (s) _L • • • _L H ( s ) et 
L 2 ~ < 67rt > JL < 7rt > _L H (s) _L • • • _L H (s). On a clairement M L X = J \ fL 2 — p n B et 
(dL i , e / k ) = — (dL 2 , e / k ) de sorte que, vu le théorème 6.1, t ou t réseau p s -modu la i r e de 
rang r de no rme p n B est isométr ique à Lx ou à L 2 . 

Supposons que s < n ^ s + vE(2). Considérons les B-réseaux (LXl h x ) et ( L 2 , h 2 ) p s -
modula i res de r ang r définis respect ivement pa r L\ ~ H (s, n ) ± H ( s ) ± • • • _L H ( s ) et 
L 2 ~ J ( s , n) J_ H (s) ± • •• ± H (s). Vu les calculs précédents, on a AfL x = M L 2 = p n B 
et ( d L x , e / k ) = — ( d L 2 , e / k ) de. sor te que, vu le théorème 6.1, t ou t réseau p s -modula i re 
de rang r de no rme p n B est isométr ique à Lx ou à L 2 . 

Supposons que n = s + vE(2) + 1, en part iculier que s est impair . Soit (L, h) u n B-réseau 
^ - m o d u l a i r e de rang r . Vu le théorème 6.3, il existe u n sous-réseau p s -modula i re V de 
rang 2 et de norme p n B avec L ~ L ' JL H ( s ) _L • • • ± H ( s ) . 

Ecrivons L ' = x B + y B avec x , y G L' . On peu t supposer que h ( x , y ) = p s . On a 
h(x, x) , h(y, y) G 2 p s + 1 B , donc il existe a, b G A avec h(x, x) — 2 p s + 1 a et h(y, y) = 2p s + 1 b. 
Ainsi d L ' = 47rs+1afc - {pa (p ) ) s = A^ i r ab — ( -7 r ) s = - ( - 7 r ) s ( l - 4wab). Mais (1 - 47ra6) 
est u n carré dans A (cf [7], 63:1), donc ( d L ' , e / k ) = (—1 , e / k ) - Vu le théorème 6.1, on a 
L ' ~ H (s). 

F ina lement , l 'assert ion (iii) découle des lemmes 6.2 et 6.6. • 

6 . 8 C o r o l l a i r e . Supposons e / k ramifiée première. Soient r G N p a i r e t s G Z . 

(i) Supposons s pair . Alors il existe exac tement vE(2) + 2 classes d ' i sométr ie de B -
réseaux p s -modu la i r e de r a n g r . Il y en a exac tement vK(2) + 1 dont le symbole de 
Hilbert du discr iminant est + 1 . 

(ii) Supposons s impair . Alors il existe exac tement vE(2) + 1 classes d ' i sométr ie de 
B - r é s e a u x p s -modu la i r e de r a n g r . Il y en a exac tement vK (2) + a dont le symbole 
de Hi lber t du discr iminant est + 1 où a E {0 ,1} et a = 1 si et seulement si 
( - 1 , % ) * = !• • 
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Supposons ma in t enan t que l 'extension e / k soit ramifiée unitaire . 

Soient s E Z et m E Z avec s < 2m ^ s + vB (2) — 2k — 1. 

Considérons le B-réseau ( H ( s , 2m), h) défini pa r 

C o m m e s < 2m, le cri tère de la r emarque 2.3 ii) nous mont re que ( H ( s , 2 m ) , h ) est 
/ / -modu la i r e . De plus ( d H ( s , 2 m ) , E / K ) = ( - 1 , % ) . 

Dé te rminons ma in t enan t la no rme de H ( s , 2m) . Soit z •= a x + by E H ( s , 2m). 
On a h(z , z) — a a { a ) i r m + a a ( b ) p s + a ( a a ( b ) p s ) et donc, en ut i l isant le l emme 6.2, 

vB (h(z , z)) > min { vB (2m + a cr(a)), vB ( a a(b)p s + a{a (r(b)ps) ) } 

^ min { 2m, s - 2k - 1 + vB(2) } 

= 2m 

de sor te que A f H ( s , 2m) = p 2 m B . 

Considérons le B-réseau ( J ( s , 2 m ) , h ) défini par 
/ ^ro ps \ 

J{s , 2m) = x B © y B ~ ^ ^ , 

avec 6 et t] comme au débu t d u paragraphe . 

On a v B (4 i ï a ~ m ~ 2 k ~ 1 (—8) s S~ 1 r i ) = v E ( 4 i r s ~ m - 2 k - 1 ) 

= 2v B (2) + 2 ( s - m - 2 k - l ) 

~ 2v B (2 + s — 2k — 1) — 2 m 

^ 2 (2m) - 2m 

= 2 m 

et ainsi, comme s < 2m, le critère de la r emarque 2.3 ii) nous mont re que ( J{s , 2m) , h) 
est / / - m o d u l a i r e . 

De plus d J{s , 2m) = 7rm47rs~m~2A:-1 ( - ô ^ r 1 ; ? - ( - 6 i r ) s 

= —(—6 ,n)s(—4'K~2k~l6~1r] + 1) 

= - { - ô i r y - 2 h - x { - 6 ) 7 k { 4 ! n - 7x2k+1ô). 

Mais A - 9 ~ 1 + 477 - (1 + 7r2k+1ô) = 477 - n 2 k + l 8 de sor te que (d J ( s , 2m) , % ) = 
= ( - 1 , e / k ) (A - 9, % ) . Or l 'espace quadra t ique V défini p a x V ~ < A - 9 > ± < 9 > 
représente A = A - 9 + 9 e t v B (dV) = v E ( A - 9) = vB(4rj - ix2 k + 18) = 2k + 1 est impair , 
donc l 'espace quadra t ique V ne représente pas 1 (cf [7] 63:10). 
Ainsi ( A - 9, % ) — - 1 de sorte que finalement ( d J ( s , 2 m ) , % ) = - ( - 1 , % ) . 

Dé te rminons ma in t enan t la no rme de J ( s , 2 m ) . Soit z ••— ax + by E J ( s , 2 m ) . On a 
h(z , z) = a a ( a ) 7 t m + a a ( b ) p s -h a ( a a ( b ) p s ) -f ba (b ) 4 7 r s - m - 2 k - 1 ( - 8 ) s 8 ~ 1 r ) . 
Mais v B ( a o ( a ) i t m ) et v B ( b cr(b)4'Ks~"m~2k~l ( - 8 ) s 8~ l r ] ) sont supérieurs ou égaux à 2m de 
sor te qu ' en ut i l isant le lemme 6.2, on a 
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vE (h(z , z)) > min { 2m, vE ( a a(b)p s + a (a cr(b)pa) ) } 

^ min { 2m, s + vE(2) } 

= 2 m 

et ainsi J \ f J ( s , 2m) — p 2 m B . 

Nous sommes alors en mesure d 'énoncer le théorème suivant : 

6 . 9 T h é o r è m e . Supposons e / k ramifiée k-unitaire . Soient r G N p a i r et s G Z. 

(i) P o u r t ou t n E Z p a i r avec s ^ n ^ s + vE(2) — 2k — 1, il existe exac tement deux 
classes d ' i sométr ie de B- réseaux p s -modula i res de r a n g r e t de n o r m e p n B . Si L\ 
et L 2 en sont des représen tan ts respectifs, on a (dL i , e / k ) = — (dL 2 , e / k ) • 

(ii) Si n — s + vE (2) — 2k est p a i r et donc s est pair , il existe exac tement une classe 
d ' i sométr ie de B- ré seaux p 3 -modula i res de r a n g r et de n o r m e p n B , celle du réseau 
H (s) ± ••• JL H (s). 

(iii) P o u r tou tes les au t res valeurs pa i res de n, il n 'exis te aucune classe d ' i sométr ie de 
B - r é s e a u x p s -modula i res de r a n g r et de no rme p n B . 

Preuve. Les assert ions (i) et (iii) se prouvent comme leur analogue du théorème 6.7. 

P rouvons alors (ii). Soit n G Z pa i r avec n = s + v E ( 2 ) — 2k. E n part icul ier s est pair . Soit 
(L, h) un B-réseau / / - m o d u l a i r e de r ang r . Vu le théorème 6.3, il existe u n sous-réseau 
j9 s-modulaire L ' de rang 2 et de norme p n B avec L ~ L ' _L H (s) _L • • • _L H (s). Grâce au 
théorème de classification 6.1, il suffît de mont re r que (dZ/, E /x ) = (—1, e / k ) -
Vu la r emarque 2.2 i), p ~ ï L ' est B-modula i re . De plus, on a J V p - f L ' = p - 2 k + v E ^ B . 
D ' a u t r e pa r t , il est clair que ( d L ' , e / k ) = ( d ( p ' ^ L ' ) , e / k ) - Ainsi, qu i t t e à remplacer L ' 
par p~%L', on peu t supposer que s = 0. 
Ecrivons L' = x B + y B avec x, y € J . O n peu t supposer que h ( x , y ) = 1. O n a 
h ( x , x ) , h ( y , y ) G 2i r~ h B, donc il existe a, b E A avec h ( x , x ) — 2ir~ ka et h ( y , y ) = 
= 2n~kb. Posan t y' = —bpx + y, on a évidemment que L' = x B + y ' B avec h(x , y') E B*. 
D ' a u t r e p a r t , on a h (y ' , y ' ) = b 2 p a ( p ) 2 a i r ~ k — b ( p + (r{p)) + 2bn~k = - 6 b 2 2 a i r ~ k + 1 

de sor te que v E ( h ( y ' , y ' ) ) > vE (h(y, y ) ) . En i térant ce procédé, on se r a m è n e au cas 
où vE(b) ^ k + 2. Ainsi d L ' = Air~2kab - 1 = - ( 1 - 4?r ~2 kab). Or vK(TT~2kab) = 
= \ vE ( i î~ 2 kab) > \ { ~ k + k + 2) = 1 de sorte que 1 - 47T~~2kab est un carré dans A (cf [7], 
63:1). O n obt ient finalement (dL ' , % ) = ( - 1 , % ) . • 

6 . 1 0 C o r o l l a i r e . Supposons e / k ramifiée k-unitaire. Soient r G N p a i r et s E Z. 

(i) Supposons s pair . Alors il existe exac tement vE(2) — 2k + 1 classes d ' i sométr ie de 
B- ré seaux p s -modula i re de r a n g r . U y en a exac tement vK (2) — k + a dont le 
symbole de Hi lber t du discr iminant est + 1 où a G {0 ,1} et a = 1 si e t seulement 
8 i ( - 1 , % ) > = ! . 

(ii) Supposons s impair . Alors il existe exactement vE(2) — 2k classes d ' i sométr ie de 
B- r é seaux p s -modu la i r e de r a n g r . Il y en a exac tement vK (2) — k don t le symbole 
de Hi lber t du discr iminant est + 1 . • 
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§ 7 . C a s d ' u n e e x t e n s i o n r a m i f i é e d y a d i q u e : c a l c u l d u n o m b r e d e c l a s s e s 

Les hypothèses et no ta t ions de ce pa ragraphe sont les mêmes que celles d u pa rag raphe 
précédent . 

Dans ce pa ragraphe , nous dé terminerons jC(t, r, s ) | pour t ou t t r iplet de J o r d a n (t, r, s) . 

Si L x , . . . , L t est une décomposi t ion de Jo rdan sa turée d ' un B-réseau de type fondamenta l 
(t, r, s, n) , nous no te rons L y j = L x _L • • • _L L j pour t o u t 1 ^ j ^ t . 
Le théorème central de ce chapi t re est prouvé dans [4], théorème 11.4, page 463. Il donne 
des condi t ions équivalentes à l ' isométrie de B-réseaux. 

7 . 1 T h é o r è m e . Soient L x , . . . , L t et L X ) . . . . L[, des décomposi t ions de Jo rdan sa turées 
de type f o n d a m e n t a l respect if (t, r, s, n ) et ( t r ' , s ' , n ' ) . Alors les B- r é seaux Lx J_ • • • ± L t 

et L'x L ••• X. L't, sont isométr iques si e t seulement si les trois condi t ions suivantes sont 
sat isfai tes : 

(i) (t, r , s, n ) = ( t ' . r ' , s ' , n ' ) . 

(ii) dL x • • • d L t = dL[ • • • dL^ . 

(iii) P o u r tou t 1 < j < t — 1, est représenté p a r une uni té k £ A* telle que 
a L W 

Essayons d ' expr imer les deux dernières condit ions d ' une façon plus agréable p e r m e t t a n t 
le calcul de |C(t, r, s, n ) | pour t ou t quadrup le t de Jo rdan (t, r, s, n ) . 
Posons f j = n j + i + rij — 2s j pour t o u t 1 ^ j ^ t — 1 et f t = vB(4) + 2. 
Soit wcA le défau t quad ra t ique de l 'un i té e G A*. Rappelons qu' i l est max ima l pa rmi les 
dé fau t s quadra t iques des uni tés qui ne sont pas une norme. 
Posons U ( t , r , s , n ) = { j \ 1 ^ j ^ t, f j > 2c }. Nous noterons U au lieu de U ( t , r , s , n ) 
lo rsqu 'aucune confusion n 'es t possible. 
La proposi t ion 1.4 nous dit que c < vK(4) de sorte que t £ U. 

Le théorème 7.1 peu t alors se réécrire ainsi : 

7 .2 C o r o l l a i r e . Soient L x , . . . , L t e t L ' x , . . . , L't des décomposi t ions de Jo rdan sa turées 
de type fondamen ta l (t, r, s, n ) . Alors Lx J_ • • • _L L t ~ L'x _L • • • JL L't si et seulement si 
( d L u h % ) = ( d L ' ( j ) , % ) p o u r tou t j £ U ( t , r , s , n ) . 

Preuve. Supposons que L x -L • • • _L L t — L\ _L • • • _L L[. Soit j £ U. Mont rons que 
(dL(j), e / k ) = (dL' ( j j, % ) . C'est clair si j = t . Supposons alors j < t . Vu le théorème 7.1, 

il existe k £ A* représentan t ^ r 1 telle que k ~ 1 £ p f i B donc k - 1 £ A C i t c + 1 A. 
u) 

P a r défini t ion de c, on a k £ { a a (a) \ a £ A* } et ainsi (dLy) , E / K ) = ( d ^ y ) , e / k ) -

Réciproquement , supposons que ( d L y ) , % r ) = ( d L ' ^ , E / K ) pou r t o u t j £ U. C o m m e 
t £ U, on a d (L x _L • • • ± L t ) = d (L[ _L • • • ± L' t). Montrons que, pour t ou t 1 ^ j < t, 
il existe k £ A* représentant ^ r 1 telle que k — 1 G p l j B . Si j G U, on peu t alors choisir 

u) 
k = 1. Si j £ U, on a f j îC 2c de sorte que e — 1 G p ^ B . On choisira alors k — 1 si 
(dLyy, % ) = ( d L ' U ) , e / k ) et k = e sinon. • 



46 Chapitre 3. Isométrie de réseaux sur les corps locaux 

Soit ( t , r , s , n ) u n quadrup le t de Jo rdan . Calculons \C(t, r, s, n ) | . Nous supposerons que 
C(t, r , s, n ) 0, ce qui revient à supposer que pour t o u t 1 ^ i ^ t , il existe un B-réseau 
p s < -modulaire de norme p n i B . 

Si 1 ^ j ^ t, on di t que rij est maximal si rij = Sj + vB (2) + 1 dans le cas R - P ou si 
rij — Sj-f-v e(2) — 2k, dans le cas R-Uk- Notons S( t , r , s , n ) ou plus s implement S l 'ensemble 
des j G U tels que rij soit maximal . Remarquons que rij est max ima l si et seulement s'il 
n 'exis te q u ' u n e seule classe d ' i sométr ie de réseaux ^ - m o d u l a i r e s de norme p n i B ; si L 
en est u n représentant , alors â L = —1. 
Soit j G S. Considérons le plus pe t i t entier s t r ic tement positif k ( j ) vérifiant l 'une ou 
l ' au t re des trois condit ions suivante : j = k ( j ) , j — k ( j ) G U ou Wj-feO) n 'es t pas maximal . 
Remarquons que si j G S, on a ni max ima l pour t ou t j — k ( j ) + 1 ^ i < j . 
Posons V = V( t , r, s, n) — { j G S \ j — k ( j ) G U U {0} } et T = T ( t , r , s , n ) = U \ V. 

7 . 3 R e m a r q u e . Soient j G V et l le plus g rand entier de T U {0} avec l < j . Alors 
n i + 1 , . . . , n t sont tous max imaux . 

Raisonnons pa r l ' absurde. Soit m le plus g rand entier avec l < m < j e t n m non maximal . 
C o m m e j G U et j > m , on peu t considérer le plus pet i t entier q avec q G U et q > m . 
Soit m < i < q. Pa r définit ion de m et q, on a n\ maximal , i ^ 0 et i £ U de sorte que 
m = q — k(q). C o m m e l + 1 ^ q ^ j , on a q T donc q G V e t m = q — k(q) G U. Vu 
que n m n 'es t pas maximal , m G T ce qui contredi t la définit ion de l. 

Nous pouvons alors énoncer : 

7 . 4 T h é o r è m e . Soit (t, r, s, n ) un quadrup le t de Jo rdan tel que C(t, r, s , n ) ^ 0. Alors 
\ C ( t , r , s , n ) \ = 

Preuve. Soient (L, h) un réseau de t ype fondamen ta l (t, r, s, n ) et . . . , L t et L [ , . . . , L\ 
deux décomposi t ions de Jo rdan saturées de (L, h) . 

Si j G T , on a j G U donc, vu le corollaire 7.2, (dL<j), e / k ) = ( d L ^ , E / K ) de sorte que 
l 'on p e u t définir une appl icat ion $ : C ( t , r , s , n ) —• {±1} T pa r = (dLq) , e / k ) -

Mont rons que <|> est injective. 

Soient (L, h) et (Z/, h') deux réseaux de type fondamenta l (t, r , s, n ) avec <ï>(£) = $ ( •£ ' ) • 
Soient L i , . . . , L t et L [ , . . . , L't deux décomposi t ions de Jo rdan sa turées de (L, h) et ( L h ' ) 
respect ivement . Vu le corollaire 7.2, il suffit de montrer que pour t o u t j G U, on a 
(dL { j ) , % ) = (dL'{J), % ) . Soit j G U. 

Si j G T , on a (d L { j h % ) = $ ( L ) ( j ) = = ( < % > , % ) • 

Supposons que j ^ T . Alors j G V. 
Soit l le plus grand entier de T U {0} avec l < j . Vu la r emarque 7.3, n , est max ima l 
pour t o u t l + 1 ^ i ^ j . Si l = 0, on a alors ( d L ( j ) , % ) = ( - 1 ) ^ = (dL'{ j ) , % ) et si 
l G T , on a (d L ( j h

E / K ) = ( - 1 ) ^ • ( d L ( 0 , % ) = ( - 1 y ~ l - $ ( L ) ( l ) = ( - 1 ) ^ • $ ( L ' ) ( l ) = 
= ( - i y - l - ( d L > ( l ) , % ) = ( d L > ( j } , % ) . 

Mont rons que $ est surject ive. 
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Si \T\ = 0, c 'est clair. Supposons alors que m == \T\ ^ 1 et écrivons T = { h , . . . , t m } 
avec t \ < • • • < t m . Posons t 0 = 0. 
Soit r G {±1} T . Considérons 1 ^ j ^ ra. 
Suposons qu' i l existe des réseaux L 1 ; . . . , L t j _ 1 avec L, -modula i re de norme p T l i B pour 
t o u t 1 ^ i ^ t j - i et (dL( t i), e / k ) — r ( ^ ) pour t ou t 1 ^ i ^ j — 1. 
Mont rons qu ' i l existe des B- réseaux L t j _ 1 + 1 , . . . , avec Li p S i -modula i re de no rme p U i B 
pour t o u t i + 1 < t j et (d L( t j), e / k ) ~ T~(tj). 
Supposons que t j £ S. Vu les théorèmes 6.5, 6.7 et 6.9, il existe des réseaux L t j _ 1 + i , . . . , L t j 

avec Li p S i -modula i re de norme p n i B pour tou t + 1 ^ i ^ t j et tels que ( d L t j , = 
= r ( t j ) ( d L ( t . - ! ) , % ) • On a clairement ( d L { t j ) , E / K ) = 
Supposons ma in t enan t que t j G S. Comme t j G T , on a t j V et donc k{t j ) < t j 
et ^ — fc(fj) ^ U de sorte que, par définit ion de k ( t j ) , t j — k ( t j ) n ' es t pas max imal 
et, comme t j - x G U, t j - i < t j — k( t j ) . Vu les théorèmes 6.5, 6.7 et 6.9, il existe des 
réseaux L t i _ 1 + i , . . . , L t j avec L, j / 1 -modula i r e de norme p U i B pour tou t t j - \ + 1 ^ i ^ t7-, 
( d L j ^ k { t j ) , E / K ) = ( d L ^ t ^ ^ / ^ i - l f ^ r i t j ) et ( d L h % ) = - 1 pou r t o u t entier i 
vérifiant t j — k ( t j ) + 1 ^ i ^ t j . On a alors, par construct ion, (dL( t j) , e / k ) — T ( t j ) -

E n résumé, on a prouvé l 'existence de S - r é s e a u x L i , . . . , L t j n avec Li -modula i re de 
norme p n i B pour tout 1 ^ i < t m et ( d L ^ , e / k ) = r ( t i ) pou r t ou t 1 ^ i ^ t . Utilisons 
une dernière fois les théorèmes 6.5, 6.7 et 6.9 pour t rouver des réseaux L t m + 1 ( . . . , L t avec 
Li p s < -moduIaire de norme p n i B pour tou t t m + 1 ^ i ^ t . Il est alors clair que l 'on a 
$ (L\ _L • • • _L L t ) = r de sorte que $ est surjective. 

C o m m e $ est une bijection, on a \ C { t , r , s , n ) \ = | { ± l } r ( W ) | = 2lr(t>r>s'ra)l. • 

7 . 5 C o r o l l a i r e . Soient (t, r, s , n ) un quadrup le t de Jo rdan tel que C ( t , r , s , n ) ^ 0 et 
A G {±1}. Alors 

(i) Si T ( t , r, s, n ) = 0, alors \C\(t, r, s, n ) | ^ 1 et on a r, s, n ) | = 1 si et seulement 

si X = ( ~ l , E / K f n + - + n ) . 

(ii) Si T ( t , r, s, n ) ^ 0, alors |Cx(t , r , s, n ) | = 

Preuve. Supposons tou t d ' a b o r d que T( t , r, s, n ) = 0. Vu les définitions, on a n^ max ima l 

pour t o u t 1 < i ^ t donc + • • • + r t est pair et ( d L , E / K ) = (—1, pour 

t o u t réseau L de C\( t , r, s, n ) , ce qui prouve (i). 
Supposons que T ( t , r , s , n ) ^ 0. Reprenons les nota t ions de la preuve d u théorème 7.4 
et considérons plus par t icul ièrement l 'appl icat ion $ : r , s , n ) —> {±1} T . Soit L u n 
réseau de C(t, r, s , n ) . On a t G C/ pa r définition. Soit l le plus g rand élément de T . Vu la 
r emarque 7.3, on a n i + x , . . . , n t max imaux donc (dL, e / k ) = ( - l ) t _ i • $ (L) (l). E n résumé, 
L est d a n s C\ ( t , r, 5, n) si et seulement si $ ( L ) ( Z ) = • A. • 

Soit (t, r, s) un t r iple t de J o r d a n tel que C(t, r , s) 0. Calculons jC(t, r, s) j. 
Notons N ( t , r , s) ou plus s implement N lorsqu 'aucune confusion n 'es t possible l 'ensemble 
des n = ( « ! , . . . , n t ) ^ (2Z) ' tels que les condit ions suivantes sont sat isfai tes : 

i) Si = rii est pair si r* est impair , 

ii) Si ^ rn ^ v E ( J \ fH(Si ) ) si r{ est pair , 

iii) n i < • • • ^ n t , 
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iv) r i i+ i — rii < 2 (s i + 1 — s,) pour tou t 1 ^ i ^ t — 1. 

Les théorèmes 6.5, 6.7 et 6.9 nous mont ren t clairement que n E N ( t , r , s ) si et seulement 
si (t, r , s, n ) est u n quadruple t de Jo rdan tel que C(t, r, s, ri) ^ 0. 

7 . 6 T h é o r è m e . Soit (t, r, 5) un tr iplet de Jo rdan tel que C(t, r, s) 0. 

Alors on a 

| C ( t , r , a ) | = ^ \ C ( t , r , s , n ) \ = £ 
neN(t,r,s) neN(t,r,s) 

Preuve. Il suffit de prouver que C(t, r , s ) — C(t, r, s, n) , ce qui découle d i rec tement 
n€N(t,r,s) 

des définitions. • 

Soit (t, r , s) un t r iple t de Jo rdan . On dit que n G N ( t , r , s) est maximal si n i , . . . , n t sont 
tous max imaux . Il existe au plus un n G N ( t , r, s) maximal ; s'il en existe un, on di t 
que N ( t , r , s ) est maximal. Notons N * ( t , r , s ) l 'ensemble des éléments non m a x i m a u x de 
N ( t , r , s ) . 

Le résu l ta t suivant se prouve comme le théorème 7.6 : 

7 . 7 T h é o r è m e . Soient (t, r , s) un t r iplet de Jo rdan tel que C(t, r , s ) ^ 0 e t A G {±1}. 

Alors on a 

\C\(t, r, s ) | ~ a + J 2 2 l T { t ' r ' s ' n ) h l 

n£N*(t,r,s) 

où a E {0 ,1} et a = 1 si et seulement si N ( t , r , s) est max ima l et À = (—l)5( r i +" ' + r t ) . • 

7 . 8 R e m a r q u e . Les deux derniers théorèmes 7.6 et 7.7 nous donnent des résu l ta t s précis 
mais peu uti l isables dans ce degré de généralité. Ils nous pe rme t t en t pa r contre de calculer 
les nombres \C(t, r, s ) | et \C\(t, r, .s) | dans des s i tuat ions concrètes où l 'extension et le 
t r iplet de J o r d a n nous sont donnés explici tement. Cependant , la théorie se simplifie 
ne t t emen t si l 'on suppose que la suite s i < • • • < s t est suff isamment croissante. Mais, 
avant d ' abo rde r ces cas dans le prochain paragraphe , donnons quelques es t imat ions plus 
simples de ces nombres. 

Notons P = P ( t , r, s) (resp. I = I ( t , r, s) ) le nombre d 'ent iers 1 ^ i ^ t tels que r* et s* 
sont pai rs (resp. r^ est pair et s^ impair) . 

7 . 9 P r o p o s i t i o n . Soit {t. r, s) un tr iplet de Jo rdan . Alors : 

(i) D a n s le cas R - P on a \C{t,r, s ) | ^ 2 t - p - / • (vE(2) + 2 ) P • (vE(2) + l ) 1 . 

(ii) D a n s le cas R - U k on a \C(t, r, s ) | ^ 2 t ~ p ~ I • (vE(2) - 2 k + l ) P • (vE(2) - 2k ) 1 . 
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Preuve. Considérons $ : ] j [ C ( l , (r{), ( s ^ ) C ( t , r , s ) définie pa r 4 > ( Z i , . . . , L t ) = 

= Lx ± • • • .L L t . Clairement $ est surjective. Le résul ta t découle alors d u théorème 6.5 
et des corollaires 6.8 et 6.10. • 

Donnons encore une es t imat ion de r, s) j : 

7 . 1 0 P r o p o s i t i o n . Soit (t, r, s) un tr iplet de Jo rdan e t X e {±1}. Alors : 

(i) D a n s le cas R - P on a |C A (« , r , s ) | ^ 2 4" 1 • (vK(2) + 1 ) P + I . 

(ii) D a n s le cas R - U k on a |CA(i, r , s) | 2 ' " 1 • (vK(2) - k + 1 ) P + I . 

Preuve. Les deux assert ions se prouvant de la même manière, nous nous contenterons de 
démont re r la première. 
Notons O = { / e { ± 1 } { W } | f ( i ) . . . f ( t ) = A} et considérons, pour t ou t f e Q, 
l 'ensemble A ( f ) de tou tes les classes de C\( t , r, s) don t les réseaux a d m e t t e n t des décom-
posi t ions de J o r d a n de la forme L x , . . . , L t avec (dLj , e / k ) = f ( i ) pour t o u t 1 < i ^ t . 

Il est alors clair que C \ ( t , r , s ) = [ J A ( f ) et donc \C\ ( t , r , s ) | ^ ^ | - 4 ( / ) | -
/ e n f e ù 

Considérons l 'appl icat ion : J J (ri)> ( s d ) A ( f ) définie pa r \ f / ( L i , . . . , L t ) = 

= L i _L • • • J_ L t . Elle est clairement surjective. Or le théorème 6.5 et les corollaires 6.8 
et 6.10, nous disent que JC/(j) ( l , ( n ) , ( s i ) ) | est inférieur à 1 si r* est impair et à vK (2) + 1 
si r i est pair de sorte que finalament | A ( / ) | ^ (vK(2) + l ) P + / . 

Ainsi \C \ ( t , r , s ) \ < |f2| • (vK(2) + l ) P + I et on conclut en observant que | f î | = 2 t _ 1 . • 

§ 8 . C a s d ' u n e e x t e n s i o n r a m i f i é e d y a d i q u e : u n e x e m p l e i d y l l i q u e 

Les hypothèses et no ta t ions de ce pa rag raphe sont les mêmes que celles d u pa rag raphe 
précédent . 
Soit (t, r , s) u n t r iplet de Jo rdan . Supposons que la suite Si < • • • < st soit suff isamment 
croissante, c 'est à dire que s i + 1 — s ( > vE (4) + 1 pour tou t 1 ^ i < t — 1. Nous allons 
é tudier les B- réseaux de type (t, r, s) . 

8 . 1 P r o p o s i t i o n . Soit L \ , . . . , L t une décomposit ion de Jo rdan de type fondamen ta l 
( t , r , s , n ) de L. Supposons que Sj+i — s* ^ ^ ( 2 ) + 1 p o u r tou t 1 ^ i ^ t — 1. Alors 
L i , . . . , L t est sa turée. 

Preuve. Grâce aux lemmes 6.6 et 6.2, on a Si ^ rii ^ s* + vE(2) + 1 pour t o u t 1 ^ i ^ t de 
sorte que si 1 ^ j ^ t - 1 , o n a n j + i - n ^ ^ S j + i - S j - v E ( 2 ) - l ^ vE(2) + l - v E ( 2 ) - 1 > 0 
et n j + 1 - n j ^ s j + 1 -f vE(2) + 1 - s j ^ s j + i + ( s j + 1 - Sj) - s j — 2 - Sj) et donc, vu 
la proposi t ion 3.4, L i , . . . , L t est saturée. • 

8 . 2 T h é o r è m e . Soient L x , . . . , L t et L [ , . . . , L't deux décomposi t ions de Jo rdan de type 
fondamenta l ( t , r , s , n ) . Supposons que - Si ^ 1^(4) + 1 p o u r tou t 1 < i ^ t - 1. 
Alors L \ ± • • • -L L t ~ L\ J_ • • • _L L't si et seulement si L t ~ L\ p o u r t ou t 1 ^ i ^ t . 
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Preuve. Rappe lons les no ta t ions du chapi t re précédent . On a = rii+x + n i ~ 2Sj p o u r 
t ou t 1 < i ^ t - 1, f t = vE(4) + 2 et U = U(t , r, s, n ) = { i | 1 ^ i ^ t , f i > 2c }. O n a 
clairement t E U . Soit 1 ^ i ^ t — 1. Alors f i = n^+x + rii — 2s» ^ n,;+i — s* ^ Sj+i — Sj ^ 
^ i f e ( 4 ) + l > 2 wK(4) ^ 2c (cf. [7], 63:1). Ainsi U = { j | 1 ^ j < t }. Or la proposi t ion 8.1 
nous dit que les décomposi t ions L i , . . . , L t et . . . , L[ sont saturées. O n conclut alors 
grâce au corollaire 7.2 et au théorème 6.1. • 

8 . 3 R e m a r q u e . Ce théorème nous donne, dans ce cas part iculier , u n cri tère s imple 
d ' i sométr ie des B-réseaux. Il nous mon t re que les difficultés dans la classification des 
B- réseaux de type (t, r, s) provient essentiellement des relat ions qu' i l peu t y avoir ent re 
les réseaux L \ , . . . , L t d ' une décomposi t ion de J o r d a n lorsque les s* sont t r o p proches les 
uns des aut res . 

Rappe lons quelques no ta t ions d u pa rag raphe précédent : on no te P = P ( t , r, s) (resp. 
I = I ( t , r, s) ) le nombre d 'ent iers 1 ^ i ^ t tels que r* et s* sont pairs (resp. u est pair 
et Si impair) . 

8 . 4 C o r o l l a i r e . Soit ( t , r , s ) un tr iplet de Jo rdan tel que C ( t , r , s , ) ^ 0. Supposons 

que Sj+i — Si ^ v e (4) + 1 p o u r tou t 1 < i ^ t — 1. Alors : 

(i) D a n s le cas R - P on a |C(t, r, s ) | = 2 t ~ p ~ / • (yE(2) + 2 ) P • (vE(2) + l ) 7 . 

(ii) D a n s le cas R - U k on a \C{t,r, s ) | = 2 t ~ p ~ I • (vE(2) ~ 2 k + l ) P • (vE(2) - 2k ) 1 . 

Preuve. Considérons cp : j Q C ( l , (rî), (s^)) —• C ( t , r , s ) définie pa r ç J? (L i , . . . , L t ) = 

= Li ± • • • ± L t . Le théorème 8.2 nous di t que $ est une bijection. O n p e u t alors 
conclure grâce au théorème 6.5 et aux corollaires 6.8 et 6.10. • 

Calculons finalement \C\ ( t , r , s ) | pour A G {±1}. 

8 . 5 P r o p o s i t i o n . Soient (t, r, s) un tr iplet de Jo rdan tel q u e C ( t , r, s, ) ^ 0 e t A G {±1}. 
Supposons que s i + i — S i ^ vE(4) + 1 p o u r tou t 1 ^ i ^ t — 1. Alors : 

(i) P laçons-nous dans le cas où l 'extension ë / k est ramifiée première . 

Si f < t, on a |Cx(t , r, 5 ) | = • (vE{2) + 2 ) P • (vE(2) + l ) 7 . 

Si I = t , alors |C\( t , r , s ) | = §((ife(2) + l ) / - l ) + a o ù a € {0 ,1} avec a = 1 si et 

seulement si A = (—1, + n \ 

(ii) P laçons-nous dans le cas où l 'extension e / k est ramifiée unitaire. 

Si P < t , on a \Cx{t, r, s ) | = 2 t ~ p - I ~ l • (vE(2) - 2 k + l ) P • (vE{2) - 2k ) 1 . 

S i P = t , alors |CA( t , r , s ) | = § ( ( ^ ( 2 ) - 2k + l ) p - l ) +c* où a G {0 ,1} avec a = 1 

si et seulement si A = (—1, e / k ) 

Preuve. Les deux assert ions se prouvant de la même manière, nous ne démont re rons que 
la première. 
Soit 1 ^ i < t . Notons C\( t , r , s) l 'ensemble des classes de réseaux L de t ype fondamen ta l 
( t , r , s , n ) avec n* non maximal vérifiant (dL, E / K ) = A. Soit C x ( t , r , s ) le complémenta i re 
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de C\( t , r , s) dans C\( t , r, s) , C( r ; , s,) = { n G 2Z | s^ ^ n ^ Sj + v e (2 ) } si r i pai r et 
C ( r i , s ^ = { Sj } si r , est impair et donc, grâce au théorme 6.5, Sj est pair . 
Posons t ' = t - 1, r ' = ( n , . . . , r v i , r i + 1 , . . . , r t ) et 5' = ( s 1 ( . . . , Sj_i, s i + i , . . . , s t ) . 

Le théorème 8.2 pe rmet de définir une appl icat ion $ : C\( t , r , s) C(t ' , r ' , s ' ) x C( r t , Si) 
pa r $ ( L i 1 • • • 1 = (L\ J_ • • • J_ L ^ i i . L i + 1 J_ • • • 1 L t , v B ( N L i ) ) . 

Mont rons que $ est bijective. 

Soient L et L ' deux réseaux de C \ ( t , r , s ) avec $>(L) ~ $ ( ! / ) . Soient L i , . . . , L t et 
L ' v . . . , L't des décomposi t ions de J o r d a n respectives de L et L ' . Il est alors clair pa r 
défini t ion que Ly _L • • • _L _L L i + i ± • • • _L L t cz L[ ± • • • J_ L ' ^ X L' i + 1 ± • •• ± L't 
et donc, comme d L = d L ' = A, que dL t = d L\. D ' au t r e pa r t , on a vE(J\fLi) = vE(ML'i) 
de sorte que Li ~ L\ grâce au théorème 6.1. Ainsi L ~ L' et $ est injective. 

Soient L un réseau de C ( t ' , r ' , s ' ) et n G C(rÉ ,Si) . Comme rzj est non maximal , les 
théorèmes 6.5 et 6.7 nous assurent l 'existence d ' u n réseau J p '3 ,-modulaire de norme p n B 
tel que (d./, % - ) = A • (dL, e / k ) . Il est clair que L ± J est u n réseau de C\ (t, r , s) tel que 
<J>(L JL J ) = (L, n ) ce qui prouve que $ est surjective. 

Supposons ma in t enan t que I < t . Choisissons 1 ^ i ^ t avec r* impair ou Si pair . Il est 
alors clair que C\( t , r, s) = C{(t, r, s). On a ainsi |C\(t , r, s ) | = \C(t', r ' , s ' ) | • \C(ri , Sj)| et il 
suffit alors d 'ut i l iser le corollaire 8.4 en dis t ingant les cas i G P et i £ P pour conclure. 

Supposons finalement que I = t. Prouvons la formule par récurrence sur t . 

Si t — 1, le r ésu l t a t découle du théorème 6.7. Supposons t > 1. 

Choisissons i = t. Alors C\( t , r, s) est la réunion disjointe de C[( t , r , s) et C\ ( t , r , s) . Posons 

A' = (—1 , e / k ) 2 A. On vérifie aisément que l 'applicat ion : C x ( t , r, s) —> C\>(t', r ' , s ' ) 

définie pa r _L • • • J_ L t ) = (Lx JL • • • J_ 1) est une bi ject ion de sorte que, pa r 

hypothèse de récurrence, on a \C x ( t , r , s ) | = \Cy(t ' , r ' , s ' ) | = ~((v E (2) + l ) i _ 1 - l ) + a où 

a G {±1} avec a = 1 si et seulement si A' = ( - 1 , e / k Y ^ 1 + " + r t ~ l \ en d ' au t r e s te rmes si 

et seulement si A = ( - 1 , e / k ) 2 ( r i + ' " + r t ) . D ' a u t r e pa r t , vu la première par t i e de la preuve, 

on sait que \C{( t , r , s ) \ = \C( t ' , r ' , s ' ) \ • \ C ( r u s t ) \ = (vE(2) + l )*" 1 • \ v B ( 2 ) . 

F ina lement |C A ( t , r , s ) | - (v s (2) + l ) 4 " 1 • \ v E ( 2 ) + § ( (v a (2) + l ) 4 " 1 - 1 ) + a = 
= I (vE(2) + I)*"1 . (v E (2 ) + l ) - ï + a = ï ((vB(2) + 1)* - 1 ) + a . • 



C h a p i t r e 4 

G e n r e s , f a c t e u r s i n v a r i a n t s 

e t s i g n a t u r e s 

Dans ce chapi t re , nous essayerons de voir dans quelle mesure les fac teurs invariants et les 
s ignatures d ' u n réseau dé te rmine son genre et plus précisément de compte r le nombre de 
genres dont les réseaux possèdent des fac teurs invariants et des s ignatures donnés. 

Soient K un corps de nombres dont A est l ' anneau des entiers, E une extension quadrar 
t ique de K et B la clôture intégrale de A dans E . Alors B est l ' anneau des entiers de E . 
Il existe ô Ç. K non carré tel que L 'unique élément non tr ivial a d u groupe 
de Galois de l 'extension e / k est alors donné pa r a ( x + yy/Ô) — x — y\/B. 

§ 1 . V e r s u n s y s t è m e d ' i n v a r i a n t s p o u r l e s g e n r e s 

Le lemme suivant découle di rectement d u pa rag raphe 4 du chapi t re 3 et d u corollaire 1.3 
du chapi t re 2 : 

1 . 1 L e m m e . Soient (L, h) et (M, k) deux B- r é seaux et p une p lace finie non ramif iée de 
K . Alors (Lp , h p ) ~ (M p , kp) si et seulement si (L p , h p ) et (M p , kp) on t les m ê m e s fac teurs 
invariants. • 

1 .2 T h é o r è m e . Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux. Alors (L, h) et ( M , k) sont dans 
le m ê m e genre si et seulement si les trois condit ions suivantes sont sat isfai tes : 

(i) ( L , h ) et ( M , k ) ont mêmes fac teurs invariants. 

(ii) (L, h) e t ( M , k) ont m ê m e s signatures. 

(iii) (Lp , h p ) ~ (M p , kp) p o u r tou te p lace ramifiée p de K . 

Preuve. Observons tou t d ' a b o r d que, par la proposi t ion 1.1 d u chapi t re 2, on a tou jours 
(L p , h p ) ~ (M p , kp) pour tou te place infinie p avec p ^ J . D ' a u t r e pa r t , vu le l emme 1.1, 
l 'asser t ion (i) est équivalente à dire que (Lp , h p ) ~ (M p , A;p) pour t ou t e place finie non 
ramifiée p de K . Fina lement , grâce au corollaire 2.3 d u chapi t re 2, l 'assert ion (ii) revient 
à dire que (L p , h p ) ~ (M p , kp) pour tou te place p e J . • 

En ut i l isant le théorème 1.2 ci-dessus, et le corollaire 4.4 d u chapi t re 2, on obt ient : 

1 . 3 C o r o l l a i r e . Soient (L, h) et (M, k) deux B-réseaux. Alors (L, h) et (M, k) sont 
dans le m ê m e genre si et seulement si les trois condit ions suivantes sont sat isfai tes : 
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(i) (L ®B E , h ® B E ) ~ ( M ®B E , k ®B E ) 

(ii) (L, h) e t (M, k) ont mêmes fac teurs invar iants 

(iii) (L p , h p ) ~ (M p , kp) p o u r tou te place ramifiée p de K . • 

Le lemme suivant est essentiel ; il est p rouvé dans [7], 81:14 : 

1 . 4 L e m m e . Soit V un E-espace vectoriel de dimension finie. Considérons p o u r t ou t e 
p lace finie ty de E un sous B y,-module L ^ de type fini de V <S>B E<$ tel que L(<p) <g>B = 
= V 0 E E<p. Les condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) f l existe un sous B - m o d u l e de t ype fini L de V tel que L <S>B B<p = L(<p) p o u r t o u t e 
p lace finie ty de E . 

(ii) f l existe une p a r t i e cofinie fi de places finies de E et un sous B - m o d u l e de t ype fini 
L de V tel que L ®B B<p = L ^ p o u r tou t ^3 G fi. • 

1 . 5 T h é o r è m e . Soit n un entier s t r i c tement positif . Considérons p o u r tou te p lace p 
de K un ( B $lA A p ) - réseau (L(P), /i(P)) de r a n g n . Alors, il existe un B- réseau (L, h) tel 
que (L p , h p ) ~ (Lrp ) , h(P j) p o u r tou te p lace p de K si e t seulement si les deux condi t ions 
suivantes sont sat isfai tes : 

(i) f l existe une p a r t i e cofinie fi de places finies de K telle que p o u r t ou t p G fi le 
réseau (B(P), h(P)) soit unimodulai re et (dL(P), e / k ) 0 — 1-r 

(ii) O n a U ( d L { p ) , % ) p = l . 
p 

Preuve. Supposons l 'existence d ' u n B-réseau (L, h) avec (Lp , h p ) ~ (L(P), /i(P)) pou r t o u t e 
place p de K . Les deux assert ions résul tent de la proposi t ion 7.5 d u chapi t re 1 ainsi que 
de la proposi t ion 4.5 d u chapi t re 1. 

Supposons ma in t enan t les assert ions (i) et (ii) vérifiées. Vu le corollaire 5.3 d u chapi t re 2, 
il existe u n espace hermit ien (V, h) sur E tel que dVp = dL(P) pou r t o u t e place p de K et 
dont les s ignatures sont /(Z/(P), /i(P)) pour t ou t e place p G J . 

Soit M u n sous B-modu le de type fini de V avec M ®B E = V. La proposi t ion 7.5 d u 
chapi t re 1 nous dit qu' i l existe une par t ie cofinie fi' de places finies de K telles que (M p , h p ) 
soit un imodula i re pour tou t p G fi'. Soit T l 'ensemble des places finies non ramifiées de K 
qui sont dans fi f l fi'. Alors, grâce au lemme 1.1, on a (L(P), h[P)) — ( M p , h p ) pour t o u t e 
place p G T. 

Soit p une place finie de K . Si p ^ T, il existe, grâce aux proposi t ions 1.1 et 3.1 d u char 
p i t re 2, u n sous ( B <2>A A p ) -module M(P) de t ype fini de Vp tel que (M(P), h p ) ^ {L(P), h(P)). 
Si p G P, posons M(P) = M p . On a ainsi (M(P), h p ) ~ (£(P), fyP)) pour t ou t e place finie p 
de K . 

Soit une place finie de E . Soit p l 'unique place finie de K telle que $P|p. Posons 
N m = M(P) B v . Alors N m = ( M <S)B ( B ®A A p ) ) <g> ( B^p ) B y = M ®B B v 

pour t o u t p G T, et l 'ensemble des places finies ^3 de E telles que p ^ T est fini. Ainsi, 
grâce au l emme 1.4, il existe un sous B - m o d u l e de t ype fini L de V tel que L <g)B B<p = iV(<p) 
pour t ou t e place ^3 de E . 
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Alors (L, h) est le B-réseau cherché. E n effet, soit p une place de K . 

Supposons p infinie. Alors L p — Vp et l ' isométrie ent re L p et L(P) résul te d u corollaire 2.3 

ou de la proposi t ion 1.1, tous deux d u chapi t re 2, selon que p € J ou non. 

Supposons p finie décomposée. Notons et les places de B au-dessus p. Alors 

L p = L <g>B ( B ®A Ap) = L cg>B © S«pj ) = (L ®B B<pJ © (L <8>fl B<p2) = N ( V l ) © N m ) = 

= (M(P) © (^(P) £<p2) = M P ) ( B V i = Mp)-
Supposons p finie non décomposée. Notons l 'unique place de E au-dessus de p. Alors 
Lp = L ®B ( B ®A A p ) = L ® b B % = N m = M(P) <8> ( B^p ) B«p = M ( p ) . 

F ina lement , on obt ient (L p , /ip) ~ (L(P), fyp)). • 

1 . 6 C o r o l l a i r e . Soient t i D • • • D t n une su i te décroissante d ' idéaux f rac t ionnai res de 
B avec vp(xi ®A A p ) G A ( Z ) p o u r t ou t e p iace finie décomposée p et (a p , b p ) p € j une famil le 
de couple d 'ent iers posi t i fs avec a p + bp = n . Considérons p o u r t ou t e p lace finie ramif iée 
p de K un ( B ®A A p ) - réseau (L(p) , h(P )) de fac teurs invariants t i <g>A A p D • • • D xn ®A A p . 
Alors les condi t ions suivantes sont équivalentes : 

(i) I l existe un B-réseau (L, h) de fac teurs invariants xx D ••• D xn, de s ignatures 
( a p , b p ) p e j et tel que ( L p , h p ) (L(P),/i(P)) p o u r tou te p lace p ramifiée. 

(ii) On a J ] ( d L ( p ) , % ) p = J ] ( - i ) V 
peTi p e l p e j 

Preuve. Vu le théorème 4.2 d u chapi t re 3 et la proposi t ion 1.4 du chapi t re 2, il existe pour 
t ou t e place finie non ramifiée p u n unique ( B ®A Ap)-réseau (L(P), /i(P)) don t les fac teurs 
invariants sont Xi ®A A p D • • • D xn ®A A p . On a alors (dL(P), e / k ) p = 1 si p se décompose 
et (dL(p), % ) p = ( - l ) ^ 0 + - + v p ( v n ) s i p e s t i n e r t e -

D ' a u t r e pa r t , vu le corollaire 2.3 du chapi t re 2, il existe pou r t ou t p € J un unique 
(.B A p ) - réseau (L{ p ) ,h^p)) de s ignature (a p , b p ) . On a alors ( d L ( P ) , % ) p = ( - l ) b p . 
Grâce à la proposi t ion 1.1 du chapi t re 2, on peu t considérer finalement, pour t ou t e place 
infinie décomposée p, l 'unique ( B ®A A p)-réseau de rang n que l 'on note (L(P), h(P)). Il est 
clair que (dL ( p) , E / K ) p = 1. 
On r e m a r q u e alors a isément que l 'assert ion (i) revient à supposer qu' i l existe un B-réseau 
(L, h) avec (L p , h p ) ~ (L(P), fyP)) pour tou te place p de K . 

D ' a u t r e pa r t , l 'assert ion (ii) est équivalente à supposer que J J (dL(P), b / k ) p — 1-
p 

On conclut alors grâce au théorème 1.5. • 

§ 2 . N o m b r e d e g e n r e s d e f a c t e u r s i n v a r i a n t s e t d e s i g n a t u r e s d o n n é s 

In t roduisons quelques définit ions et no ta t ions supplémentaires . 

Soit r une suite décroissante t j D • • O r n d ' idéaux fract ionnaires de B . 
Remarquons , en ut i l isant la proposi t ion 1.4 du chapi t re 2, qu' i l n ' y a aucun B- réseau de 
fac teurs invariants r s'il existe 1 ^ i ^ n et une place finie décomposée p de i f telle que 
vP(*i ®A A p ) i A ( Z ) . 
Nous dirons alors que r est une suite adéquate de B si l 'on a vp(X{ ®A A p ) G A ( Z ) pour 
t o u t 1 < i ^ n et pour t ou t e place p finie et décomposée de K . 
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Soit r u n e suite adéqua te de B . 
Si p est une place finie non décomposée de K , nous noterons t p le t r iple t de J o r d a n (t, r, s) 
dé te rminé par la suite décroissante t i A p D • • • D xn ®A A p de la manière suivante : 
définissons t et s en écrivant { % ( t i ) , . . . , % ( t n ) } = { s i , . . . , avec Si < • • • < s t et 
posons r j — | { l ^ i ^ n j Sj = %(*»)} | pour t ou t 1 j ^ t . 
Vu le pa rag raphe 2 d u chapi t re 3, il est clair q u ' u n ( B ®A A p ) - réseau est de t ype r p si et 

seulement si ses fac teurs invariants sont t i A p D • • • D t n ®A A p . 

Nous appel lerons fami l le de signatures de K tou t e famille E = (ap , b p ) p e j de couples 

d 'ent iers posit ifs avec a p + bp — n. 

Soient r une sui te adéqua te de B et E une famille de s ignature de K . 
O n no te Ç(x, E) l 'ensemble de tous les genres des B-réseaux possédant les fac teurs inva-
r iants r et les s ignatures E . Nous allons dé terminer le cardinal de Q(x, E) . Mais avant 
cela, nous avons encore besoin de quelques no ta t ions techniques. 

Posons Ar = et ÀE = ( - l ) V 
p e i p e j 

Rappe lons que l 'on note TZ l 'ensemble des places de K ramifiées d a n s e /k -
Si A G {±1}, nous poserons fi(A) = { / G { i l } 7 1 1 j Q / ( p ) = A}. 

p e u 
Supposons TZ — 0 ; r emarquons que fi (A) contient l 'applicat ion vide si À = 1 alors que 
fi(A) = 0 sinon. 

F ina lement , nous noterons C p ( t p ) l 'ensemble des classes d ' i sométr ie des B p - réseaux de 
t ype r p alors que C | ( r p ) sera l 'ensemble des classes d ' isométr ie des B p - réseaux de t ype t p 

et de discr iminant d vérifiant (d, E/i<)p — A. 

2 . 1 T h é o r è m e . Soient t une sui te adéqua te de B et E une famille de s igna tures de K . 
Alors l ' ensemble Q(r, E ) est fini et l 'on a 

e ( n 
/ en (A t a e ) \ p e i i / 

Preuve. Posons fi = fi(Ar AE). Pour t ou t f E Cl, no tons A ( f ) l 'ensemble des genres des 
B- réseaux (L, h) de Ç(v, E) avec / ( p ) = (dL p , e / k ) pour t ou t p G TZ. 
Remarquons que Ç(r, E ) est la réunion disjointe des A ( f ) lorsque / pa rcour t fi. E n effet, 
il est clair que A ( f ) H A(g) — 0 lorsque f ^ g. Considérons u n réseau (L, h) de Ç(x, E) . 
Soit p une place non ramifiée de K . Si p G J , alors, vu le théorème 4.2 d u chapi t re 3, on 
a (dL p , % ) = - Si p G J , alors ( d L P , E / K ) = ( - 1 ) 6 » . Dans tous les 
au t res cas, on a (dL p , e / k ) p — 1-

Fina lement , définissons / G {±1}^ en posant / ( p ) = (dL p , e / k ) p pou r t o u t p E TZ. Vu la 
formule du p rodu i t de Hilbert , on a f E fi. Ainsi (L, h) est u n réseau de A ( f ) . 

E n résumé, nous avons mont ré que \Ç(x, E ) | = ^ | "4( / ) | -
/ e n 

Soit f E fi. Calculons \ A ( f ) \ . 

Considérons l 'appl icat ion $ : A ( f ) —• J J C/(P)( rp) définie pa r çj>(L, h) = ( (L p , ^ p ) ) p e 7 r 

peu 
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Mont rons que $ est injective. Soient (L, h) et (L', h ') deux réseaux de A ( f ) tels que 
(Lp, hp) — (Lp, hp) pour tou te place p G 7Z. P a r définition, L et L ' ont mêmes facteurs 
invar iants et mêmes s ignatures en t ou t e place p G J . C o m m e ( L p , h p ) ~ (L'p, h'p) pour 
tou te place ramifiée p, le théorème 1.2 nous di t alors que ( L , h ) et ( L ' , h ' ) sont dans le 
même genre. 

Mont rons que $ est surjective. Considérons pour tou t p G 1Z u n ( B v4p)-réseau 
(L(P),/t(P)) de fac teurs invariants t p et tel que (dL(p), e / k ) p = f ( p ) - Alors, pa r définit ion 

de / , on a J ' J (dL(P), e / k ) p = Ar As et on conclut grâce au corollaire 1.6. 
peTZ 

O n a f inalement \ A { f ) \ = f j \Cp
f{p)(xp)\. • 

p <eti 

Donnons quelques approximat ions de ce t te formule : 

2 . 2 P r o p o s i t i o n . Soient x une sui te adéqua t e de B et E une famille de s igna tures de 
K . Alors 

p e n 

Preuve. Considérons l 'appl icat ion $ : Q{x, E) —> f j Cp(xp) définie pa r $ ( ( L , h)) = 
p e u 

= ( (L p , h p ) ) p e 7 Z - Le théorème 1.2 nous assure que $ est injective, ce qui nous pe rme t de 
conclure. • 

Les deux formules ci-dessus sont difficilement applicables pour des calculs généraux. Pour 
en donner une approx imat ion plus calculable, il f au t in t roduire beaucoup p lus de nota-
tions. 
Soit r une sui te adéqua t e de B et p une place ramifiée de K . Notons (t, r, s) le t r iplet de 
J o r d a n t p e t posons £p(t) = t. 
Si p est dyadique, no tons R p (x) le nombre d 'ent iers 1 ^ i ^ i tels que r\ sont pai rs et 
Sp(x) le nombre d 'ent iers 1 ^ i ^ t tels que s l est pair . 
Notons 1Z\ l 'ensemble des places ramifiées non dyadiques, TZ2 l 'ensemble des places ra-
mifiées dyadiques premières et 7£3 l 'ensemble des places ramifiées dyadiques unitaires . 
Pour t o u t p G 7^3, soit kp e Z tel que 9p soit de défau t quadra t ique p2fep+1. 

2 . 3 T h é o r è m e . Soient x une sui te a d é q u a t e de B et E une famille de s igna tures d e K . 
Alors 

|ff(t ,£) | n • Y[ 2'pW-1 (vf(2) + l) f lp ( ï ) • n 2 4 "W- l ( t t (2 ) -* p + l) i l ' , ( t ). 
p e fti pefi-2 peKa 

Preuve. Reprenons les no ta t ions d u théorème 2.1. Rappelons que G(x, E ) = [ J A ( f ) et 
f e n 

que |*4( / ) | = J J |^7(p)(tp)| . C>n utilise ensuite le corollaire 5.5 et la proposi t ion 7.10, 
pe7z 

tous deux du chapi t re 3, pour borner | .Â( / ) | indépendemment de / G fi et on conclut en 
observant que | f i | = 2 ] n \ ~ l . • 
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§ 3 . F o r m u l e s p o u r le n o m b r e d e g e n r e s d a n s q u e l q u e s c a s p a r t i c u l i e r s 

Dans ce pa ragraphe , nous reprenons les no ta t ions des paragraphes précédents . 
Nous allons donner une formule d 'expression plus simple dans cer ta ins cas part icul iers . 
Nous supposerons tou t d ' a b o r d qu ' aucune place finie ne ramifie dans l 'extension e /k - Nous 
pouvons alors énoncer : 

3 . 1 T h é o r è m e . Soit e / k une extension quadra t ique de corps de nombres telle q u ' a u c u n e 
p lace finie ne ramifie. Soient x une su i te adéqua t e de B et E une famille de s igna tures de 

(i) On a \Q(x, £ ) | ^ 1. E n part iculier , deux réseaux sont d a n s le m ê m e genre si et 
seulement s'ils ont mêmes fac teurs invar iants et s ignatures. 

(ii) On a |{?(t, E) = 1 si et seulement si At = À£. 

Preuve. L 'asser t ion (i) découle du théorème 1.2 alors que (ii) n 'es t q u ' u n cas par t icul ier 

Supposons ensuite q u ' u n seul premier ne ramifie dans l 'extension e /k -

Le résu l ta t ci-dessous est u n corollaire du théorème 2.1 : 

3 . 2 P r o p o s i t i o n . Soit E / K une extension de corps de nombres telle q u ' u n e seule p lace 
finie p ramifie. Soient x une sui te adéqua t e de B et E une famille de s igna tu re de K . 
Alors 

K . 

d u corollaire 1.6. • 

| e ( t , E ) H c A
p

t A s M . • 



A n n e x e 1 

U n o u t i l d e c a l c u l : 

l e d é t e r m i n a n t d ' u n r é s e a u 

Nous reprenons les no ta t ions et hypothèses d u chapi t re 4. 

Dans ce t te première annexe, nous allons considérer des B- réseaux libres définis pa r une 
mat r ice hermi t ienne et mont re r que l ' idéal engendré par le dé te rminan t de ce t te mat r ice 
n 'es t au t r e que le p rodui t des facteurs invariants. Ce résul ta t sera t rès p ra t ique pour clas-
ser ce t ype de réseaux, car la valeur du dé te rminan t nous a idera beaucoup pour dé terminer 
leurs fac teurs invariants. 
D ' a u t r e pa r t , nous profi terons d' identifier le plus g rand idéal des fac teurs invariants comme 
é t an t l 'échelle d u réseau considéré. Pour simplifier l 'expression, nous par lerons de p remie r 
f a c t e u r invar i an t au lieu d u plus g rand idéal des facteurs invariants. 

In t roduisons quelques définit ions qui prendra ien t na ture l lement place dans le cadre d u 
pa rag raphe 6 du chapi t re 1, dont nous reprenons d'ail leurs les nota t ions . 

1. D é f i n i t i o n . Soient ( L , h ) un B-réseau et D . . . D xn ses fac teurs invariants . On 
appelle volume de (L, h) l ' idéal V(L) = ri • • • xn de B . 

O n observera q u ' u n B-réseau est unimodula i re si et seulement s'il est entier de volume B . 

Soient ( L , h ) un B-réseau libre, x i , . . . , x n e t y i , - . . , y n deux B-bases de L. Alors les 
dé t e rminan t s d e t ( h ( x { , x j ) ) et d e t ( h ( y i , y j ) ) sont égaux à un élément inversible de B près 
et définissent ainsi le même idéal f rac t ionnaire de B . En conséquence : 

2. D é f i n i t i o n . Soit ( L , h ) u n B-réseau libre. On appelle dé te rminan t de ( L , h ) l ' idéal 
f rac t ionnai re de B , noté de t (L , h) ou det L, engendré pa r d e t ( h ( x u Xj)) où x \ , . . . , x n est 
une B-base de L. 

Soit (L, h) u n réseau libre sur un anneau des entiers d ' un corps de nombres . Nous allons 
mont re r que son volume et son discr iminant sont égaux et que le premier fac teur invariant 
coïncide avec son échelle. Nous prouverons d ' a b o r d que c 'est le cas pour ses localisés en 
les places finies et nous en déduirons le résul ta t général. 

Tra i tons t o u t d ' abo rd le cas décomposé. 

Nous sommes dans le cadre d u pa rag raphe 1 d u chapi t re 2 : considérons u n anneau 
principal A de corps des f rac t ions K et posons E = K x K et B = A x A. Nous noterons 
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a l ' involution de E donnée par (x ,y ) i—• (y, x). Rappelons que pou r t ou t 1 ^ i ^ 2, la 
pro jec t ion (£1,22) |—• x i muni t A d ' une s t ruc tu re de B-algèbre notée A{. 

3 . P r o p o s i t i o n . Soit (L, h) un B-réseau de p remier fac teur invariant t i . Alors on a les 
égalités V(L) = det L e t H L = t i . 

Preuve. Notons (V, h) l 'extension de (L, h) à E . Vu le lemme 1.2 d u chapi t re 2, il existe 
une base o r thonormée z i , . . . , z n de V et une sui te d ' idéaux fractionnaires Oi D • • O fln 
de A avec L = (Ax © a i A 2 ) z i © • • • © (Ai © anA 2 ) z n . Notons que les fac teurs invar iants 
de L sont alors a iA x © a iA 2 D • •• D a n A i © a n A 2 . Comme A est principal , il existe 
a i , . . . , a n € A avec a^A = a^ pou r tou t 1 < i ^ n. Alors ( i , a i ) z i , . . . , ( i , a j z n est une 
B-ba.se de L et un calcul rapide nous mon t re que det L — (d\ - •• a n ) B — a \ B • • • a n B = 
= (a a Ai © a i A 2 ) • • • (cinA! © 0 ^ 2 ) = V(L) . 

Il est finalement clair que H L = ( a ^ a j B = ai Ai © a i A 2 = t i - Q 

Occupons-nous ensui te d u cas non décomposé. 

Nous sommes dans le cadre du chapi t re 3 : considérons u n corps local K d ' a n n e a u de 
valuat ion A, d 'un i formisan te rc et une extension quadra t ique E ••= K ( V d ) de K d anneau 
de valuat ion B et d 'un i formisante p. Notons a l 'unique élément non tr ivial du groupe de 
Galois de l 'extension Rappe lons que t o u t B-réseau est libre car B est principal. 

4 . L e m m e . Soient n un entier positif , a un idéal f rac t ionnai re de B et (L, h) un B- réseau 
a -modula i re de r a n g n . Alors det L = a n B . 

Preuve. Notons (V,h) l 'extension de ( L , h ) à E . Soient x i , . . . , x n une B-base de L et 
y i , . . . , y n la B-base de V duale de x i , . . . , x n dans le sens où h(x{, y j ) = % . Rappe lons que 
L& est l ibre sur B de base y i , . . . ,y n - Un calcul simple, c o m m e celui de l ' exemple 42:5 
dans [7], nous mon t re que det L * = ( d e t L ) 1 . D ' au t r e pa r t , on vérifie a isément que 
de t ( aL) = a 2 n de t L, grâce au fait que <7(a) = a. Vu le point iii) de la r e m a r q u e 2.2 d u 
chapi t re 3, on a det L = det ( a L # ) = a 2 " (det L) Ainsi det L = a" . • 

Soit (L, h) u n B-réseau de type ( t , r , s) . En uti l isant l 'existence d ' u n e décomposi t ion de 
Jo rdan pour ( L , h ) , nous avons vu au p ragraphe 2 du chapi t re 3 que les fac teurs invariants 
de (L, h) sont p S l B = • • • = p S l B D • • • D p 3 t B = • • • = p s*B. 

Le lemme 4 nous pe rmet alors d 'énoncer : 

5 . P r o p o s i t i o n . Soit (L, h.) un B-réseau de p remie r fac teur invar iant t i . Alors on a les 
égalités V(L) = det L et H L = n . • 

Tra i tons enfin le cas d ' u n réseau sur un anneau des entiers d ' u n corps de nombres . 

Soient K u n corps de nombres, A son anneau des entiers, E une extension q u a d r a t i q u e 
de i f et B la c lôture intégrale de A dans E . O n considère l 'un ique élément non tr ivial a 
d u g roupe de Galois de l 'extension 
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6 . T h é o r è m e . Soit ( L , h ) un B-réseau l ibre de p remie r f ac t eu r invariant t i . Alors 
V(L) — de t L et H L — xx. 

Preuve. Soit p une place finie de K . Vu la proposi t ion 7.5 d u chapi t re 1, on a V(L P ) — 
= V(L) ®A A p ; de plus, il est clair que que det L p = det L ®A A p -, les proposi t ions 3 
et 5 p e r m e t t e n t alors de mont re r que V(L) = de t L. On prouve d ' une manière semblable 
l 'égali té H L = t ! . • 

T. C o r o l l a i r e . Un B-réseau l ibre est unimodula i re si e t seulement s ' i l es t d e détermi-
n a n t B . 

La connaissance de l'échelle et d u dé te rminan t d ' u n réseau nous donne alors beaucoup 
d ' in fo rmat ions sur les fac teurs invariants : en part iculier si le réseau est de r ang 2, elle 
suffit à la dé t e rmina t ion exacte et complète de ces derniers. Nous uti l iserons ce fai t dans 
l ' annexe 3. 



A n n e x e 2 

R é s e a u x u n i m o d u l a i r e s 

d a n s l e s e x t e n s i o n s c y c l o t o m i q u e s 

Dans ce t te annexe, nous donnerons la liste complète des réseaux unimodula i res to ta lement 
définis posi t i fs sur les extensions cyclotomiques. 

Commençons pa r quelques définit ions et propriétés générales à propos des extensions 
cyclotomiques. 

Soit m G N avec m > 3. Nous noterons Çm le nombre complexe e ^ . 
Le corps de nombres E m ••— Q(Cm) s 'appel le le corps m-cyclotomique. 
Remarquons que si m — 2 m o d 4, alors E r n = Em.. Nous pour rons alors supposer que m 
est impai r ou divisible pa r 4. 
Notons <E>m le po lynôme minimal de Cm sur Q. Il est bien connu que est de degré <p(m) 
où ip est la f onc t i on caractérist ique d 'Eu le r définie pa r ip(m) = | ( Z / t o Z ) * | . 
On rappel le que ip(mn) = ip{rn)ip(n) si n et m sont premiers en t re eux et que ip{pl) = 
= p l ~ 1 (p — 1) si p est u n nombre premier et l u n entier positif . 
Notons B m l ' anneau des entiers de E m . On a B m = Z[( m ] (cf. [10], théorème 2.6). 

Considérons l 'unique involution a de E r n carcatérisée par a ( ( m ) = Cm1- Notons K m le 
corps fixe pour ce t te involution ; en d ' au t r e s termes, on a K m = {x G E m \ o ( x ) = x } . 
On vérifie a isément que K m — Q(Cm + Cm1)-

L 'extension quadra t ique Em/Km s 'appel le Vextension m-cyclotomique. 

Notons A m l ' anneau des entiers de K m . On a A m = Z[Cm+Cm1] (cf- [10]) proposi t ion 2.16). 

E tud ions les places de K m et leur compor tement dans l 'extension Em/Km • 

Remarquons que tous les p longements de K m sont réels alors que ceux de E m sont tous 
complexes. On en dédui t qu'il existe exac tement ~ f { m ) places infinies de K m qui sont 
alors tou tes non décomposées. 

Les places finies de K m sont étudiées dans [10] et le résul ta t suivant en est la proposi-
t ion 2.15 de la page 16. 

1 . P r o p o s i t i o n . Soit m ^ 3 un ent ier impai r ou divisible p a r 4. 

(i) Supposons que m ne soit p a s une puissance d 'un nombre premier . Alors aucune 
p lace finie de K m ne ramif ie dans Ern/i<m • 

(ii) Supposons que m soit une puissance d ' u n nombre p remie r p. Alors il existe une 
et une seule p lace finie p de K r n qui soit ramifiée d a n s l 'extension E nykm- D e p lus 
c 'est l ' un ique place de K m telle que l 'on a i t l ' inclusion des idéaux p A m C p. • 
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Supposons que m soit une puissance d ' u n nombre premier p, disons m = p1. 

Pour simplifier l 'écri ture, no tons A, B , K , E et ( au lieu de A m , B m , K m , E m e t Cm-

Notons p la place finie ramifiée de K et l 'unique place de E au dessus de p. Remarquons 
que l 'extension ramifiée e 'p /kp est dyadique si et seulement si p = 2. 

Supposons p = 2 et l ^ 3. 

Il est clair que —1 est u n carré dans E et que l 'on a E — 

Alors —1 est aussi u n carré dans E<$ et E<p = K p ( \ / r —ï). Ainsi l 'extension e<9/kp est 
ramifiée uni ta i re pour un entier k vérifiant 0 < 2k + 1 < vK (4). 

Déte rminons cet entier . 

C o m m e (1 - Q ^ B = p B , on a $ = (1 - C) B de sorte que p = (1 - C) a ( l - C) A = 
— (2 — (£ + C - 1 ) ) A. O n peu t alors choisir les uniformisantes tt = 2 — ( C + C - 1 ) et # = 1 —C 
de K p et E<p respect ivement . 

Mais 7r = 2 - (C + C - 1 ) = (1 - C) + - C) G 2n~2kB<$ grâce au lemme 6.2 d u chapi t re 3, 
de sor te que 2 = w£(7t) ^ vB(2ît~2 k) = vE(2) — 2k. Ainsi k ^ vK(2) — 1. D ' a u t r e pa r t , 
comme 2k + 1 < vK(4), on a k ^ vK(2) — 1. E n résumé, o n a f c = vK(2) — 1. 

Pour dé teminer le nombre de genres cherché, nous devons encore calculer le symbole de 
Hilbert ( - 1 , % ) „ . 

2 . L e m m e . Soit m e Z de la fo rme m = 2 l avec l e N e t l ^ 2. 

(i) Si l — 2, alors (—1, E m /K m ) p — —1-

(ii) Si l > 2, alors (—1, E m /K m ) p = 1-

Preuve. C o m m e ci-dessus, no tons A, B , E et K au lieu de A m , B m , E m e t K m respecti-
vement . 

Utilisons la formule d u produi t de Hilbert . Soit q une place de K m avec q ^ p. Si q est 
décomposée, alors (—1, % - ) q = 1. Supposons q finie non décomposée et soit Q la place 
de E au dessus de q. Alors l 'extension locale E q /k^ est non ramifiée de sorte que t o u t e 
uni té de Aq est une norme (cf [7], 63:16) et donc (—1, = 1-

Supposons finalement la place q infinie. Alors q est non décomposée et donc (—1, e / k ) „ — 

= —1, car —1 € M* n 'es t pas une norme de l 'extension 

Ainsi ( - 1 , e / k ) — ( - l ) l > 7 1 - On conclut en observant que \ J \ = \ ip(m) — 2 l~2 . • 

Notons M + { r ) l 'ensemble des genres des réseaux unimodulai res to ta lement définis posit ifs 
de r ang r . 

Nous pouvons enfin énoncer : 

3 . T h é o r è m e . Soient rn ^ 3 un ent ier avec m impair ou divisible p a r 4 e t r G N. 
Alors le B m - r é s e a u (L, h) défini p a r L = xyA 

m © • • • © x r A m ^ < 1 > _ L - - - _ L < 1 > est 
un imodula i re et to ta lement défini positif . 

(i) Supposons que m = 4 et que r soit divisible p a r 4. Alors | . M + ( r ) | = 2. D e p l u s 
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(L, h) e t (M, k) sont des représen tan ts de M + ( r ) où 

M = y i A m © • • • © y r A m ~ 
/ 2 1 0 ( 2 1 0 

1 2 1 

¥ 

• ± 
1 2 1 

0 1 2 
¥ 

• ± 
0 1 2 

\ 0 —i 1 2 / \ 0 —i 1 

(ii) Supposons que m = 2 l avec l ^ 3 et que r soit pair . Alors \ M + { r ) \ = 2. D e p lus 
(.L, h) et ( M , k) sont des représen tan ts de M + ( r ) où 

M = 2 + 1 V 5 ) J - - - L ( 2 ~ l V 5 2 + ^ ) ' 

(iii) D a n s tous les au t res cas, c 'est-à-dire si m n 'es t p a s une puissance de 2 ou si r est 
impa i r ou encore si m = 4 et r = 2 m o d 4, alors | . M + ( r ) | = 1. 

Preuve. C o m m e ci-dessus, no tons A, B , E et K pour A m , B m , E m et K m respect ivement . 
On vérifie aisément que le B-réseau (L, h) est unimodula i re et to ta lement défini positif 
de sor te que \ M + ( r ) \ ^ 1. 

Supposons t o u t d ' a b o r d que m ne soit pas une puissance d ' u n nombre premier . Le 
théorème 3.1 d u chapi t re 4 nous dit qu ' i l y a au plus un genre de B- réseaux unimodula i res 
to ta lement définis posit ifs de r ang r . Ainsi \ M + ( r ) \ = 1. 

Supposons ensui te que m = p1 où p G Z est u n nombre premier. Vu la proposi t ion 3.2 du 
chapi t re 4, on a | . M + ( r ) | = \Cp

+l (1, (0), ( r ) ) |. 

Si p 2, alors le théorème 5.4 d u chapi t re 3 nous dit que \Cp
+ l(l , (0), ( r ) ) | < 1. Ainsi 

| M + ( r ) | = 1. 

Si m = 2 l e t r est impair , on obt ient aussi | A ^ + ( r ) | = 1 en ut i l isant le théorème 6.5 d u 
chapi t re 3. 

Supposons m — 2 l et r pair . C o m m e l 'extension Em/Km est ramifiée dyadique fc-unitaire 
avec k = ?;p(2) — 1, on peu t donc utiliser le corollaire 6.10 d u chapi t re 3. On a | . M + ( r ) | = 

r 
= vp(2) — k + q = 1 + a où a G {0 ,1} et a = 1 si et seulement si (—1, e / k ) p

2 = 1-

Supposons m — 4. Alors (—1, e / k ) p = —1 grâce au lemme 2 de sor te que \ M + ( r ) \ = 1 si 
r n 'es t pas divisible pa r 4 et \ M + ( r ) \ = 2 si r est un mult iple de 4. 

Pour mon t r e r que le réseau (M, k) possède les propriétés requises, il suffit de t r a i t e r le cas 
où r = 4. On vérifie alors que la mat r ice associée à (M, k) est de dé te rminan t 1 et que 
tou te s ses valeurs propres sont réelles et s t r ic tement positives. O n en dédui t a isément , 
en par t icul ier grâce au corollaire 7 de l ' annexe 1, que le réseau (M, k) est un imodula i re 
to t a l ement défini positif. D ' a u t r e pa r t , soit z e M . Vu le lemme 6.2 d u chapi t re 3, 
on a vp (a: + cr(x)) > 0 pour tou t a; G B de sorte qu 'un calcul rap ide nous mon t r e que 
v p (h (z , z)) > 0. Ainsi A f ( M , k) ^ Af(L, h) et le corollaire 7.8 d u chapi t re 1 nous pe rmet 
de conclure. 

Si m > 4, alors, vu le lemme 2, on a (—1, e / k ) p = 1 et donc | . M + ( r ) | = 2 pour t ou t entier 
r pair . On procède essentiellement de la même manière que ci-dessus pour mon t re r que 
le réseau ( M , k) possède les propriétés requises. Il fau t cependan t ê t re a t tent i f lorsque 
l 'on vérifie qu' i l est to ta lement défini positif, car certains coefficients de la mat r ice le 
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définissant peuvent ê t re modifiés par la localisation : en fait , on ob t i endra l 'une ou l ' au t re 
des mat r ices 

/ 2 — a/2 1 \ ( 2 + V 2 1 \ 
v 1 2 + V 2 ) v 1 2 - v ^ y 

selon que le p longement induisant la place infinie envoie \ f 2 sur \ / 2 ou —s/2. Il f au t alors 
vérifier que tou te s les deux sont définies positives. • 

4 . R e m a r q u e . Not re résu l ta t contredi t le résul ta t qu 'ob t ien t Hash imoto dans [3] (pro-
posit ion 3.8). Il ne t rouve en effet q u ' u n seul genre de ,Bm-réseau unimodula i re de r ang 
r lorsque m = 2l avec l ^ 3 et r = 2 m o d 4. Nous suivons cependan t tous deux essen-
tiel lement le m ê m e ra isonnement , à la différence près qu 'Hash imoto utilise pour arriver à 
sa conclusion l 'égalité (—1, Em/Km) p = —1 qui, comme nous l 'avons prouvé, est fausse. La 
différence que nous ob tenons selon que l 'entier m = 2 l soit 4 où s t r ic tement supérieur à 4 
s 'explique pa r le fai t que \ f 2 G E m dès que m > 4. 

5 . R e m a r q u e . Indiquons br ièvement comment comparer nos résu l ta t s avec ceux de la 
théorie des formes quadra t iques entières sur Z. Il est possible d 'associer aux réseaux 
définis pa r les deux mat r ices 

sur A4 et As respect ivement , des formes quadra t iques entières sur Z, en p renan t respec-
t ivement la moit ié de la t race T r ^ . ^ ou le qua r t de la t race T r N o u s ob tenons dans 
le deux cas une forme quadra t ique unimodula i re définie posit ive de r ang 8 : il s 'agi t en 
fait de la forme Es qui est l 'unique forme quadra t ique unimodula i re définie posit ive de 
r ang inférieur ou égal à 8 non isométr ique à l ' ident i té (cf. [8], appendice 4, pages 398 et 
suivantes). 

D ' a u t r e pa r t , ces matr ices nous pe rme t t en t d 'exhiber deux réseaux qui ne sont pas 
isométr iques bien qu'i ls soient dans le m ê m e genre. En effet, considérons les Z[à]-réseaux 
(L, h) et ( M , k) de r ang 5 définis pa r L ~ X± _L < 1 > et M c^ < 1 > _L • • • J_ < 1 > . Vu le 
théorème 3, ces deux réseaux sont dans le même genre. Mais ils ne sont pas isométr iques ; 
en effet, dans le cas contraire, leurs t races respectives seraient isométr iques et donc les 
réseaux quadra t iques de r ang 10 sur Z définis respect ivement pa r j B 8 J _ < l > ± < l > e t 
< 1 > _ L - - - _ L < l > l e seraient aussi, ce qui est faux (cf. [7], dernières remarques de la 
page 335). 

( 2 1 0 
1 2 1 i 
0 1 2 1 

\ 0 —i 1 2 / 



A n n e x e 3 

G e n r e s d e s r é s e a u x e n t i e r s d e r a n g 2 

s u r l e s e n t i e r s d e G a u s s 

L'object if de ce t te troisième annexe est de dresser la liste complète de tous les genres des 
réseaux ent iers de r a n g 2 sur les entiers de Gauss. 

Considérons l 'extension quadra t ique de corps de nombres où i = Ce n 'es t au t r e 
que l 'extension 4-cyclotomique définie dans l ' annexe 2 dont nous reprenons ci-dessous 
quelques résul ta ts . Les anneaux d 'ent iers respectifs de Q et Q( i ) sont Z et Z[i] ; ce dernier 
s 'appel le l ' anneau des ent iers de Gauss. Nous noterons a l ' au tomorph i sme involutif de 
Q( î ) donné pa r a ( x + iy) = x — iy. 

Rappe lons que l 'unique place infinie de Q est non décomposée dans l 'extension 
Ainsi les espaces hermi t iens sur Q( i ) ont exac tement une s ignature. 
D ' a u t r e pa r t , 2 est l 'unique place finie de Q ramifiée dans et l 'extension locale 

e s t ramifiée dyadique 0-unitaire, en d ' au t r e s te rmes —1 est une uni té de dé fau t 
quad ra t i que 1. D ' a u t r e pa r t , il est bien connu qu 'une place finie p de Q se décompose 
dans si et seulement si p = 1 m o d 4. 

Dé te rminons le dé fau t quadra t ique max ima l que peut avoir une uni té a de Z2 telle que 
( a , = — 1. Notons c la valuat ion de ce défau t quadra t ique . 

O n a î^(4) = 2 de sorte que, vu la proposi t ion 1.4 d u chapi t re 3, on a 1 ^ c ^ 2. 
Mont rons que c = 1. Remarquons que 5 est une uni té de défau t quad ra t ique 4Z 2 ; en 
effet, vu l 'exemple 63:3 dans [7], il suffit de prouver que l 'extension est non 
ramifiée, ce qui découle d u fait bien connu que la place indui te pa r l ' idéal premier 2Z est 
iner te dans l 'extension Mais u n calcul simple uti l isant la formule d u p rodu i t de 
Hilbert nous mon t r e que (5, ® ( % ) = 1 de sor te que si a est une a u t r e uni té de défau t 
quad ra t i que 4Z 2 , on a aussi ( a , = 1 car | est un carré dans Q 2 ( i ) (cf. [7], 63:4). 
Ainsi c = 1. 

Donnons à présent la liste des genres des Z[i]-réseaux entiers de r ang 2 : 

Pour t ou t m , n e Z avec m, n ^ 0 et n > 0 si m < 0, considérons le réseau A ( m , n) défini 
par 

A ( m , n ) = x Z [ i } e y Z [ ï ] c ï ( m
o

n ° ) . 

Il est clair que H A ( m , n) = AfA(m , n ) = m Z [ i ] et que les fac teurs invariants de A ( m , n ) 
sont m Z [ i ] D mnZ[ i} . La s ignature de A ( m , n ) est (2,0) si m , n > 0, (1 ,1) si m > 0 et 
n < 0 et finalement (0 ,2) si m < 0 et n > 0. 
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Pour t o u t m , n , k £ Z avec m ^ 0, n impair , k ^ 2 et n > 0 si m < 0, considérons le 
réseau B ( m , n , k) défini pa r 

n / m n,r. r*r-i ( 2 k n m m n ( l + i ) k + 1 \ fi(m>n,ib)=aîZ[,]eyZWÛJ^n(1_.)4+1 ^ ^ J . 

Observons que det B ( m , n , k) = w ? 2 k n Z [i] et que H B ( m , n , A;) = H B ( m , n , k ) — m Z[iJ. 
Ainsi les fac teurs invariants de B { m , n , k ) sont m Z [ î ] D m2 f cn Z[î]. La s igna ture de 

, n , /s) est (2 ,0) si m , n > 0, (1 ,1) si m > 0 et n < 0 et f inalement (0 ,2) si m < 0 et 
n > 0. 

Pour t o u t m , n £ Z avec m ^ 0 et n ^ 2 si m < 0, considérons le réseau C ( m , n ) défini 
pa r 

On vérifie facilement que det C ( m , n ) = m 2 ( 4 n — 5)Z[i] , que H C ( m , n ) = m Z [ i ] et que 
A r C ( m , n ) = 2mZ[ i ] . On en dédui t a isément que les facteurs invar iants de C ( m , n ) sont 
m Z [ i ] D m ( 4 n — 5) Z [i], La s ignature de C ( m , n ) est (2,0) si m > 0 et n ^ 2, (1 ,1) si 
m > 0 et n ^ 1 et finalement (0 ,2) si m < 0 et n ^ 2. 

Pour t o u t m , n £ Z avec m ^ 0 et n ^ 1 si m < 0, considérons le réseau D ( m , n ) défini 
p a r 

Quelques calculs nous mon t r en t que det D ( m , n ) = 2 m 2 ( 2 n — l)Z[z] , que H D ( m , n ) = 
= m ( l + i) Z[z] et que A f D ( m , n ) = 2m Z[(|. Alors les facteurs invar iants de D ( m , n ) sont 
m ( l + i )Z[ i ] D m ( l + i ) (2n —1)Z[î]. La s ignature de D ( m , n ) est (2 ,0) si m > 0 et n ^ 1, 
(1 ,1) si m > 0 et n ^ 0 et finalement (0, 2) si m < 0 et n ^ 1. 

Mont rons que les réseaux définis ci-dessus forment u n système complet de représen tan ts 
des genres des Z[«]-réseaux entiers de r ang 2. 

Nous allons procéder comme suit : pour chaque valeur possible des fac teurs invariants t , 
nous allons dé terminer le nombre de genres de réseaux de fac teurs invariants r et observer 
que la liste ci-dessus possède exactement le m ê m e nombre de réseaux de fac teurs invar iants 
t . Nous pour rons conclure grâce au fait que les réseaux de la liste sont deux à deux d a n s 
des genres différents. 

Commençons par donner une formule calculable pour le nombre de genres. Soit r = ( t i , t 2 ) 
une suite adéqua te de Z [i], avec C], r2 C Z[i}. 
Soit G(t) l 'ensemble de genres de Z[i]-réseaux de facteurs invariants t . Rappe lons que l 'on 
note Ar = f l . 

p e i 

On a | £ ( t ) | = \Ç(t, (2,o))| + | 0 ( t , (o,2))| + \Ç(x, (i ,D)| = 2 |CA r ( t 2 ) | + |C_ A t ( t 2 ) | . 

Observons ensui te la fo rme des fac teurs invariants d ' u n réseaux. 

Soit (L, h) u n Z[i]-réseau de fac teurs invariants r i D x2. Vu la proposi t ion 1.4 d u cha-
pi t re 2, on a G A ( Z ) pour t ou t e place finie décomposée p de Q de sor te que, 
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comme Z [i] est principal , on p e u t écrire t i sous la forme m ( 1 + i ) k Z[i] et x2 sous la fo rme 
m n ( 1 + i ) M Z [ i ) où m , n e N sont impairs . Or, si k est impair , le 2-localisé ( L 2 , h 2 ) ne 
peu t ê t re que (1 + i ) k -modula i re de sorte que l = 0. Comme X est l 'ensemble des premiers 
congrus à 3 modu lo 4, on vérifie aisément que l 'on a Ar = 1 si n = 1 m o d 4 et At = —1 si 
n = 3 m o d 4. 
Les qua t r e possibili tés ci-dessous couvrent alors tous les choix possibles de fac teurs inva-
r i an t s de Z[i]-réseaux de rang 2. 
Soient r les fac teurs invariants d ' u n Z [Y]-réseau (L, h) . 

i) Supposons que les fac teurs invariants t soient de la forme m Z [ i ] D m n Z [ i ] avec 
ra, n G N et n impair . Alors le 2-localisé (L2 , h 2 ) est -modula i re et donc, grâce 
au corollaire 6.10 du chapi t re 3, on a |C + 1 ( r 2 ) | = 1 et |C_i ( r 2 ) | = 2. O n obt ient ainsi 
| (?(t) | = 4 si n = 1 m o d 4 et |(?(t) | = 5 si n = 3 m o d 4. 

Si n = 1 m o d 4, les réseaux A ( m , n ) , A ( m , —n), A(—m, —n) et C ( m , j ( 5 — n) ) sont 
c lairement d a n s Q(x). De plus, ils sont dans des genres dis t incts . E n effet, la no rme 
coïncide avec l'échelle pour les trois premiers ce qui n 'es t pas le cas pour le dernier ; 
en ou t re les t rois premiers sont de s ignature dist incte. 

Si n = 3 m o d 4, les réseaux A ( m , n ) , A ( m , — n ) , A(—m,—n) et C ( r a , j ( n + 5)) et 
C ( — m , | ( n + 5 ) ) sont clairement dans (y (t) . De plus, ils sont d a n s des genres dis t incts . 
E n effet, la no rme coïncide avec l'échelle pour les trois premiers ce qui n 'es t pas le cas 
pour les deux au t res ; d ' a u t r e pa r t , les trois premiers, comme les deux derniers, sont 
de s igna ture différente. 

ii) Supposons que les fac teurs invariants x soient de la forme m Z [ i ] D 2 m n Z [ i ] avec 
m , n G N et n impair . Alors le 2-localisé (L2 , h 2 ) est une somme or thogonale de deux 
réseau unimodula i res de r ang 1 dont la différence des valuat ions des échelles est égale 
à 2. Or 2 ^ 2c de sorte que, grâce au théorème 7.7 et au corollaire 7.5 d u chapi t re 3, 
on a |C A l ( r 2 ) | = \C - A t ( t 2 ) | = 1- On obt ient ainsi |<7(t)| = 3. 

O n observe alors que les réseaux A ( m , 2n), A ( m , —2n) et A(—m, —2n) sont dans £ ( t ) 
et de genres dis t incts , car de s ignature différente. 

iii) Supposons que les fac teurs invariants r soient de la forme mZ[ i ) D 2 k m n Z [ i ] avec 
m , n G N, n impair et k ^ 2. Par u n même ra isonnement que sous ii), on obt ient , en 
ut i l isant le fait que 2k > 2c, les égalités |C A t ( t 2 ) | = |C_ A l ( t 2 ) | = 2. Ainsi \Ç(x)\ = 6. 

Mais les réseaux A ( m , 2 k n ) , A ( m , - 2 k n ) , A ( - m , 2 k n ) , B ( m , n , k ) , B ( m , — n , k ) et 
B ( — m , n , k ) sont clairement dans Q{x). De plus, ils sont dans des genres dis t incts . 
E n effet, les trois premiers , comme les trois derniers, sont de s ignature différente. 
Mont rons ensui te que A ( m , 2 k n ) n 'es t pas dans le même genre que B ( m , n , k ) , bien 
qu' i ls aient la même signature. Tous les deux adme t t en t une décomposi t ion de J o r d a n 
d u type (2, (1,1), (2«,(frc), 2w,(m) + 2k)). Si J l t J 2 (resp. J [ , J ' 2 ) en est une pour A ( m , 2 k n ) 
(resp. B ( m , n , k ) ), on a d ' u n e pa r t ( d J 1 ;

Q 2 ( % 2 ) = (m, Q 2 ( % 2 ) et d ' a u t r e p a r t 
( d j ; , Q 2 ( % 2 ) = ( (2n + l ) m , ^ % 2 ) = - ( m , ^ % 2 ) car (2n + l , « M % 2 ) = - 1 vu 
que 2n + 1 = 3 m o d 4. On conclut en observant que 2k > 2c et en appl iquant le 
corollaire 7.2 du chapi t re 3. 

O n procède de même pour mont re r que A(m, - 2 k n ) (resp. A ( - r a , 2 k n) ) n 'es t dans 
le m ê m e genre que B ( m , —n, k) (resp. B(—m, n, k) ). 
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) Supposons que les fac teurs invariants r soient de la forme m ( l + i ) Z[i] D m n ( l + i ) Z[i] 
avec m , n € N et n impair . Alors le 2-localisé (L2 , h 2 ) est (1 + i )"-modulaire avec s 
impair et le corollaire 6.10 du chapi t re 3 nous pe rme t d 'af f i rmer que |Cx t(t2) | — 
= |C_A t(ta)| = 1. Ainsi | 0 ( r ) | = 3. 

Mais les réseaux D (m, | ( n + 1 ) ) , D ( — m , \ ( n + 1 ) ) et D ( m , — n ) ) sont c lairement 
dans G(r). De plus, ils sont dans des genres différents, car de s ignature dis t incte . 



A n n e x e 4 

E x i s t e n c e d e g e n r e s 

n e c o n t e n a n t p a s d e r é s e a u l i b r e 

Le b u t de ce t te dernière annexe est de mont re r q u ' u n genre n ' a d m e t pas forcément u n 
réseau libre comme représentant . Nous allons construire une famille de contre-exemples 
t rès semblables en considérant des réseaux de r ang 1 sur les anneaux des entiers de cer ta ins 
corps quadra t iques . Nous obt iendrons en corollaire une démons t ra t ion d u fai t que les 
a n n e a u x d 'ent iers en quest ion ne sont pas pr incipaux. 

Commençons pa r donner brièvement quelques résul ta t s sur les corps quadra t iques . 

O n appelle corps quadratique t ou t e extension de degré 2 d u corps Q des ra t ionnnels . 
Si K est un corps quadra t ique , il existe un entier m E Z sans fac teurs carrés avec m ^ 0 , 1 
tel que K = Q(\Zrn). De plus, si m et n sont deux tels entiers dist incts , alors Q(\Zrn) 

Ï Q i V n ) -
Les places de Q ont le compor temen t suivant dans l 'extension ^ ^ / î q : l 'unique place 
infinie de Q est décomposée dans l 'extension si et seulement si m > 0. Les places finies 
de Q qui sont ramifiées sont les places correspondant aux premiers p qui divisent m ainsi 
q u ' à 2 lorsque m = 3 m o d 4. 

Posons a m = y/m, si m = 2, 3 m o d 4 et a m — si m = 1 m o d 4. Il est bien connu 
que l ' anneau des entiers de Q(y / în ) est Z [ a m ] . 

Notons M. (m) l 'ensemble des genres des Z[a m ] - réseaux unimodula i res de r ang 1. 

1 . L e m m e . Soit m G Z sans fac teurs carrés avec m 0,1 . Soit R le n o m b r e de fac teurs 
p remiers de l 'ent ier m si m = 1 m o d 4 et de l 'ent ier 2m si m = 2 , 3 m o d 4. 

(i) Si m > 0, alors | X ( w ) | = 

(ii) Si m < 0, alors \ M ( m ) \ = 2 R . 

Preuve. Remarquons tou t d ' a b o r d que R est le nombre de places finies de Q qui sont 
ramifiées d a n s l 'extension D ' a u t r e pa r t , si p est une telle place, no tons Cx{p) 
l 'ensemble des classes d ' i sométr ie de Z p [ a m ] - r é seaux unimodulai res de r ang 1 et de discri-
minan t d vérifiant (d, = A où A G {±1}. 
Vu les théorèmes 5.4 et 6.5, tous deux d u chapi t re 3, on a |C+i(p)| = |C_i(p) | = 1 pour 
t ou t e place finie ramifiée p. 
Notons r la sui te adéqua te de longueur 1 de Z [ a m ] donnée par r i = Z [a m ] , Utilisons 
le théorème 2.1 d u chapi t re 4 et ses no ta t ions ; pour tou te famille de s ignature E , on a 
|É?(t,E)| = | n ( A E ) | = 2 « - 1 . 
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Supposons m > 0. Il n ' y a alors aucune place infinie non décomposée de sorte que E ne 
peu t ê t re que la famille vide et donc \ M ( m ) \ = \Ç(t, ())| = 2 R ~ l . 

Si m < 0, il existe une unique place infinie non décomposée et on obt ient alors \M.(m)\ = 
= | 0 ( t , d, o)) | + | £ ( t , (o, D) | = 2 * " 1 + 2 r ~ 1 = 2 R . • 

Soit (L, h) u n Z[aTO]-réseau libre de rang 1. On p e u t alors supposer que L = Z [ a m ] . 
D ' a u t r e pa r t , h est ent ièrement caractérisée pa r l 'élément h( 1,1) qui est à la fois dans 
Z et généra teur de VL = Z [ a m ] de sorte que / i ( l , 1) = ±1. Ainsi, il y a au plus deux 
classes d ' isométr ie , donc au plus deux genres de Z[a m ] - réseaux unimodula i res de r ang 1 
a d m e t t a n t un représentant libre. 

On en dédui t alors le théorème suivant : 

2 . THÉORÈME. Soit m £ Z sans fac teurs carrés avec m / 0 ,1 . Soit R le nombre de 
fac teurs p remie rs de l 'ent ier m si m = 1 m o d 4 et de l 'ent ier 2m si m = 2 , 3 m o d 4. 
Supposons que m > 0 et R > 2 ou que m < 0 et R > 1. Alors il existe au moins un 
genre de Z[cvm]-réseaux unimodulaires de r a n g 1 n ' a d m e t t a n t aucun représen tan t libre. 
E n par t icul ier , l ' anneau Z [ a m ] n 'es t p a s principal . • 
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