
géminaire de Théor ie des Nombres 

- Besançon -

Année 1975-76 

L I E N E N T R E L E G R O U P E D E S U N I T E S E T L A M O N O G E N E I T E 

D E S C O R P S C U B I Q U E S C Y C L I Q U E S 

M a r i e - N i c o l e G R A S 

F a c u l t é d e s S c i e n c e s . M a t h é m a t i q u e s 

2 5 0 3 0 B E S A N C O N C E D E X 



LIEN ENTRE LE GROUPE DES UNITES ET LA MONOGENEITE DES 

CORPS CUBIQUES CYCLIQUES . 

pa r M. N. GRAS 

Introduction Cet exposé es t la sui te de l ' ex i s t ence de 1Z. - b a s e s d ' e n t i e r s 

de la forme 1, dans l es c o r p s cubiques cycl iques ( C.2] ) . Nous 

démontrons de nouvel les condit ions n é c e s s a i r e s pour qu'un c o r p s cubique 

cyclique admette une te l le base et nous donnons des r é s u l t a t s numériques 

pour les c o r p s de conducteur i n f é r i e u r à 4-000 . 

JR.appels . 

Soit K une extens ion cubique cycl ique de Q ; soit G = j l , < r , <r" 

le groupe de Galois de K sur ; soit A l ' anneau des e n t i e r s de K . 
2 

Soit m le conduc teur de K ; le d i sc r iminant de K / C l es t égal à m . Le 

conducteur m de K s ' é c r i t de maniè re unique sous la forme 
2 2 

m = ——+ 27 b— , b > 0 , le signe de a étant dé terminé p a r une congruence 
4 

sur a ( c f . ^ l ] ) . 

i l > 

Soit T une rac ine pr imi t ive m îeme de l ' un i t é et soit 

6 = T r • , . ( T ) : l e s éléments 1, 6 et const i tuent une base 
<Q / K 

d ' e n t i e r s de K ; on dit que l ' anneau des e n t i e r s de K e s t monogène jj5j 
ry 

s ' i l ex i s te une 2 . - b a s e de A de la forme 1, , 

Soit A ( § * ) le d iscr iminant du polynome i r r éduc t i b l e de l ' e n t i e r & sur <U ; 

les éléments 1, $ , const i tuent une base d ' e n t i e r s de K si et seu-

lement s i A ( $ ) = ni 



Soit E le groupe des un i t é s de norme 1 de K c o n s i d é r é comme 

G-module . Soit g un géné ra t eu r de E . Toute uni té f de E s ' é c r i t de 

manière unique ^ = £ x + ya~ , x, y £ IL . Dans , nous avons dé-

montré le théorème suivant : 

H 

Théorème : L 'anneau des e n t i e r s de K e s t monogène si et seulement si K 

possède une un i té ^ de norme 1 v é r i f i a n t l e s deux condit ions : 

(O Trv C Y + Y ) + 3 = 0 , 

( i i ) T r ¥ V 2 " V " 1 = t 3 , U I • 
*•/<£? m 

il pos i t ion du problème . 

Dans , nous avons établ i t ro i s condit ions n é c e s s a i r e s et 

su f f i s an t e s de monogénéité de A ; e l l e s permet tent d 'ob ten i r de nombreux 

exemples de c o r p s K possédant une te l l e b a s e , mais i l n ' e s t pas tou jours 

poss ib le , étant donné un co rps cubique cycl ique , de vo i r simplement s ' i l 

admet ou non une X - b a s e d ' e n t i e r s 1, $ , ffi . D'où la n é c e s s i t é d ' é t a -

bl i r des condit ions n é c e s s a i r e s pour que A soit monogène . P l u s i e u r s 

condi t ions ont été énoncées dans . Une au t r e condit ion por tan t su r a 

et b ( s i a s 0 ( 7 ) , il es t n é c e s s a i r e que b £ ^ 3 ( 7 ) ; s i b = 0 ( 7 ) , 

i l e s t n é c e s s a i r e que a p. - 3 ( 7 ) ) m'a été s ignalée p a r James G. Huard 

( Pennsy lvan ie ) . 

Dans ce t r ava i l , nous étudions des condit ions n é c e s s a i r e s qui 

se r a p p o r t e n t au groupe des uni tés de K , l o r squ 'un g é n é r a t e u r £ du groupe 

des un i t é s de K e s t connu ( c f . ) . Ces conditions sont obtenues en 

exploi tant le théorème précédent . 

P r i n c i p e de la méthode : soit p un nombre p remier impair te l que le poly-

nome i r r é d u c t i b l e de S sur Q admette t r o i s r ac ines modulo p , non né -



c e s s a i r e m e n t d i s t i n c t e s . S o i t fy / p ; i l e x i s t e d e s e n t i e r s 4 , J3> , 

m o d u l o p t e l s q u e 

E= * ) , £ f s p ) , (<£ ) . 

T o u t e u n i t é ^ d e n o r m e 1 d e K s ' é c r i t d e m a n i è r e u n i q u e ^ = £ ^ y 0 " ; 

a l o r s Tr ( f ) = c< x B 7 + (3 x ï 7 + tf X o ( y ( p ) 

et T r ( f ' b s ^ f î ' " y + p " X tf + 16 " * 
/ q 

- x ^ - y 
( P ) 

On c h e r c h e s ' i l ex i s t e un nombre p r e m i e r p t e l que l e s éga l i t é s du théo -

rème so ient m i s e s en dé fau t modulo p pou r toute un i t é ( donc en fa i t 

pour tout x , y ) . 

[II Deux p r o p o s i t i o n s p r é l i m i n a i r e s . 

JS: 
3Ê-

lS£ï 
•èç? 

.3B5L 

Proposit ion 1 : Soi t K un c o r p s cubique cyc l ique ; soit y une un i t é de norme 

1 de K . pou r tout en t i e r n ^ 2 , 

Tr™- ( f n + ) + 3 f 0 . 

Démons t ra t ion : Il suf f i t de d é m o n t r e r l a p r o p o s i t i o n pour n = p , nombre p r e -

mier . P o s o n s T = T r v ( f ) et S = T r ^ ( y - 1 ) . 

Si p = 2 , T r ^ ( y 2 + (V ~ 2 ) + 3 > 3 • 
W T 

Si p e s t un nombre p r e m i e r impai r , on r e m a r q u e que 

T r K ( 4 > P
+ f P ) + 3 = y P

 + V P < r + r P < r + V " P + Y "P<1"+ T + 3 = 
/(D 

2 2 2 
( y p + i ) (y p < r +i ) (y po~ +i ) + i = ( y + i ) (y°+ i ) (4 ' c r +1) f ( i f , ) + 1 = 

( T+S+2 ) P ( T , S ) + 1 ( f e s t un polynome symét r ique à c o e f f i c i e n t s en t i e r s 

et e s t donc de la forme P ( T , S ) ) . 

L ' é g a l i t é T r v ( y P + ^ P ) + 3 = 0 e s t donc équivalente à 



( T + S + 2 ) P ( T , S ) = - 1 ; 

donc si T+S+2 1 , cet te égal i té e s t impossible 

e r 1 cas p a r t i c u l i e r : T+S + l = 0 

' 2 2 p 
Pu i sque p es t un nombre p r e m i e r , on a y P + ^ P < r + ^ pcI~ = j 

mod p ; donc ^ ~P ) = r T P + S P = T+S mod p . Donc si 

T+S+l = 0 , on obtient Tr-^ ( y p + y " P ) + 3 = 2 mod p , donc d i f fé rent 
/ c , 

de z é r o puisque p t̂- 2 . 

£ 
2 cas p a r t i c u l i e r : T+S+3 = 0 ( cas où l 'un i té y vé r i f i e la 

^ re la t ion pour n = 1 ) . 
2 2. 

Alors y + vjT + y " 1 + 3 = ( f + f _ < r + l ) ( y ) = 0 , et 

= ( Y
p + f ~p < r ) ( v " p p a " + i ) • 

Supposons que *y+Y_<+l = 0 ( le ra i sonnement es t analogue si Y^+l = 0 ) 

Alors T r K ( y p+ vp " P ) + 3 = f y p + l - ( y +1 ) P j ^ " P + 1 - C f + 1 ) _ P ] . 
/ ^ 

Cette quant i té e s t invar ian te p a r conjuga ison ; comme y es t une uni té de 
1 

norme 1 , l ' un des nombres y , ou y es t positif . Supposons que ce 

soit , T £ <r , <r 2 ) ; a l o r s y ^ + l - C + 1 ) P < 0 et 
P 

y +1-C1+ Y r ) " P ; > 0 ; donc T r K C ^ P + f / _ P ) + 3 < 0 ; ce t te quantité 
/Q 

es t donc d i f f é r en t e de zé ro . 

p r o p o s i t i o n 2 : Si , a l o r s pour toute uni té y de norme 1 de K , on a 

T r K 1 ( V 1 " ^ V0""1 ) + 3 t 0 • 

1 _<r t r - K , , <r , - 1 „,jr" 

/«* 

Démonstra t ion : T r ^ ( y ' x )+3 = ( ^ + + f" ) ( f " X+ f + f""4 ) = T S 
/ex 

qui e s t nul si et seulement si T ou S es t nul 



- b -

Soit K un corps cubique cyclique de conducteur m possédant 

une uni té v tel le que T r v ( ' f ) = 0 . Alors T = 0 et 
T K/(X 

T " - m * m ~6 , î i e~2 - ( l ' é g a l i t é S = T 2 - m * es t démontrée 

dans [ 3 ] et r appe lée dans [2J j ; d 'où I r r ( vp ,<Q) = X 3 - — X - 1 . 

Le discr iminant de I r r ( y , <ty j es t égal à - 4 m * \ 3 _ 2 7 = 4 m 3 tf 3 - 2 7 . 
27 y 

Y / ^ V O 2 2 il doit ê t r e égal à (p m ) " , en t i e r ; donc t̂- * 0 27 = p m 
27 

Si m = 9 m' , on obtient 4 . 27 m ' 3 Y 3 - 27 = 81 |3 2 m ' 2 , soit 
2 3 2 m' ( 4rn' Y - 3 f ) = 1 ; donc m' = 1 et m = 9 .Grâce à [ a ] ( th.5 p.247), 

on v é r i f i e que l a s e u l e s o l u t i o n e s t donnée par d é s i g n a n t un générateur 
y 

de K = Q : T r v C £ ) = 0 , T r ¥ ( £ " 1 ) = - 3 , T r . ( £ 1 _ ( r ) = 3 et 
K / Q K/<Q % 

T r K ( I e r ' 1 ) = - 6 ( si m = 9 , K =<Q ^ admet une base 1, $ , d 2 ) . 
/<Q 

Si m ( 9 ) , a l o r s tf = 3 V et 4 m 3 tf ' 3 - 27 = 3 2 m 2 , 

2 3 2 2 1 soit m ( - ) = 27 ; donc m | 27 C m = 1 ou 3 ) ce qui est 

impossible . 

.<r- 1 x+y< Remarque 1 . On a ij; £ E" 1 si et seulement si ^ = 6 " , avec 

x+y s 0 mod 3 . 

^ P r inc ipaux r é s u l t a t s . 

Impos i t i on 3 : Soit £ un généra teur du groupe des uni tés de norme 1 de K , 

soient t = T r v ( £ ) et s = T r v ( £ * ) . K/<q /q 
Alors si l 'une au moins des conditions suivantes es t vé r i f i ée , l 'anneau des 

en t i e r s de K n 'es t pas monogène . 

1. ( t+1, s+1 ) i= 1 ; 



2 - C t , s ) et $ 3 ; 

3 . ( t - 1 , s - 1 ) qt 1 e t ^ r 5 ; 

4 . ( t - 2 , s - 2 e t ^ 7 ; 

5 . ( t - 3 , s - 3 e t ^ 3 . 

Démonstrat ion : Les cinq cas énoncés c i - d e s s u s cor responden t à la s i tua-

tion suivante : il ex is te un nombre p r e m i e r p tel que , en cho i s i s san t 

convenablement > on ait : 

g s l , , Ê ^ . ^ " 4 

où c< dés igne respec t ivement une r ac ine pr imit ive 2 e m e , 3 e m e , 4 S m e , 

o et 1 de l ' un i t é modulo p . Alors pour tout y = £ y , 

R = T r y (u> + v j r l ) + 3 = ( o < x + * - y + i ) ( c r x + ° < y + 1 ) m o d p . n s u f f i t " / Q 

a l o r s d ' é tud ie r les v a l e u r s de ce t te e x p r e s s i o n pour l es cinq cas ci tés . 

T ra i tons à t i t r e d 'exemple l es cas 1 et 2 . Les cas 3 , 4 et 5 se démontrent 

de maniè re analogue . ' 

1. On a ^ = - 1 et R = [ ( - 1 ) X + ( - 1 ) 7 + l ] 2 mod p . 

Si x = 0 et y ~ l ( 2 ) ou x = y = 1 ( 2 ) , a l o r s R s 1 (p) 
Si x s O e t y = 0 ( 2 ) , a l o r s R s 9 ( p ) ; si p £ 3 , la congruence R=0 ( p ) 
e s t impossible ; si p = 3 , x et y sont p a i r s et d ' a p r è s la proposi t ion 1, 
R # 0 . 

2 . On a c< == 1 mod p , & $ 1 mod p ( donc néces sa i r emen t p = 3 

ou p 3 1 ( 3 ) ) . O n v é r i f i e que si (x, y ) ( l , 2 ) ou ( 2, 1 ) mod 3 , 

R s 3 ou 9 mod p ; donc s i p ^ 3 , R ^ O ( p ) . 

Si x=r 1 ( 3 ) et y = 2 ( 3 ) , a l o r s R = 0 ( p ) . Mais a l o r s x + y s 0 ( 3 ) et si 

m ^ 9 , on sait d ' a p r è s la propos i t ion 2 que R 4= 0 . 

Si m = 9 , t = 0 , s = - 3 et le c o r p s cubique cycl ique de conducteur 9 
2 

admet une base 1, ^ , $ 

b 

• ^ ^ a r q u e 2 . Le c a s 1 e s t v a l a b l e p o u r p = 2 ; on r e t r o u v e a i n s i q u e s i t et 

s s o n t i m p a i r s , l ' a n n e a u d e s e n t i e r s d e K n ' e s t p a s m o n o g è n e . 



Remarque 3 . Dans les cas 2 ( r e s p . 3 e t 4 ) les d iv i seur s p r e m i e r s p du 

p . g . c . d . vé r i f i en t néces sa i r emen t p s i ( 3 ) ( r e s p . p s i ( 4 ) et p = l ( 3 ) 

ou p = 3 ) . 

p ropos i t ion 4 • Soit p un nombre p r e m i e r , p=jt2 , 3 te l que le polynome i r -

r éduc t ib l e de £ s u r admette t r o i s r a c i n e s , p , tf modulo p ; soit 

g une r ac ine pr imit ive modulo p . Soient u , v , w les e n t i e r s uniques mo-

dulo p - 1 t e l s que : 

C< - g u ( p ) , g v ( p ) et ( p ) . 

P o u r tout t r i p l e t d ' e n t i e r s modulo p - 1 : ("U, V , W ) te l s que 

U+V+W = 0 ( p - 1 ) et gU + g V + g W + g _ U + g~V + g " W + 3 = 0 . ( p ) , 

jjon r é s o u d le système en ( x , y ) : 

( u x + vy = "U 

I vx + wy = V 

Soit J ^ l ' ensemble de tous l es couples ( x , y ) a ins i dé te rminés . 

P e u r tout vu=£X+7<3_ , l ' éga l i t é T r K ( <f + y" 1 ) +3 = 0 e s t impossible si 
/ Q 

C x , y ) ^ y . 

Démonstra t ion : Les e n t i e r s u , v , w sont connus numériquement puisque t 

e t s le sont ; comme £ es t une un i té de norme 1 , u+v+w s 0 ( p - 1 ) . O n 

c h e r c h e s ' i l ex is te des e n t i e r s x et y module p - 1 t e l s que : 

d ) g
u * + v y + g ™ - ^ + + g - u x - v y + g - v x - w y + g - ^ x - u y + ( p ) _ 

On pose a l o r s U = ux+vy , V = vx+wy et W = wx+uy ( on a donc 

U + V + W s 0 ( p - 1 ) ) . On es t donc amené à r é s o u d r e l ' équa t ion en U , V , 

W e [ 0 , p - 2 ] , U+V+W = 0 ( p - 1 ) : 

( 2 ) g U + g V
 + g W

+ g - I J
 + g - V

 + g - W
 + 3 ( p ) . 

Or l ' éga l i t é U+V+W s 0 ( p - 1 ) en t ra îne 



"U V W - u -V -W „ , U -V , w V -TJ 1 . g + g + g + g + g + g + 3 = ( g + g + D ( g + g + 1 ) . 

On en déduit que : 

si p = l ( 3 ) , l 'équat ion ( 2 ) admet les deux solutions 

P - l P - l P - l \ / , P - 1 o P - l o P " 1 \ «t P"* ( P l i - , £ l J _ , £ l i ) , ( 2 ^ , 2 £ l i , 2 et 3 ! au t res 
3 3 3 ' V 3 3 3 3 

solutions où tous les V, V, W sont d is t inc ts deux à deux et appart iennent à 

( o , l , . . . , p - 2 ] - [ P l i , P l i , 2 £ l i | . 

2 si ps=2 ( 3 ) , l 'équat ion ( 2 ) admet -El— 3 ! solutions où 
3 

tous les U, V, W sont dis t incts deux à deux et appar t iennent à j o , 1, . . . , p - 2 ^ 

Pour chaque va leur de ( U , V , W ) ainsi t rouvée , on résoud le système 

C ux + vy = U 

(_vx + wy = V 

Toutes l es solutions de C 1) sont bien les éléments de ^T . 

Remarque 4- . Le cas p = 3 es t ent ièrement t r a i t é à l ' a ide de la proposi t ion 3, 

cas 1 . 

Remarque 5 . En théor ie , étant déterminé pa r la congruence £=•<=( ( ) , 

( étant choisi a rb i t r a i r emen t dans l ' ensemble des t ro i s r a c i n e s modulo p 

de I r r ( £ , < & ) ) , on sai t que f f e s t congru à l 'un des nombres p , ^ et 

un seul . 

En pra t ique , nous n 'avons pas fai t la dist inct ion , ce qui oblige à réuni r 

les deux poss ib i l i t é s et , à p r i o r i , affaibl i t les conditions n é c e s s a i r e s . 

En fai t , ce la revient à remplacer ^f pa r ^f ' = £ ( x , y ) et (y ,x) , ( x , y ) £ j ^ - . 

L ' incidence pra t ique es t donc négligeable ( pa r exemple , l e s p ropr ié tés x 

et y p a i r s , x+y s - 0 ( 3 ) sont des p rop r i é t é s invar ian tes pa r échange de 

x et y ) . 



Propos i t ion 5 . Soit £ un géné ra t eu r du groupe des uni tés de norme 1 de K ; 

soit y = E X + y r . 

a ) S ' i l e x i s t e u n n o m b r e p r e m i e r p t e l q u e q u e l s q u e s o i e n t x 

e t y m o d u l o p - 1 , l a c o n g r u e n c e T r K (Y+<f" ) +3 = 0 ( p ) e s t i m p o s s i b l e , 
f a 

A n ' e s t p a s m o n o g è n e . 

b ) S ' i l e x i s t e u n n o m b r e p r e m i e r p t e l q u e l a c o n g r u e n c e 

T r - ^ + ) + 3 = 0 ( p ) n e s o i t p o s s i b l e q u e p o u r x e t y p a i r s ( ou M 

m u l t i p l e s d ' u n m ê m e e n t i e r ) , A n ' e s t p a s m o n o g è n e . 

c ) P o u r t o u t n o m b r e p r e m i e r p^ t e l q u e I r r ( £ , ^ ) a d m e t t e t r o i s 

r a c i n e s m o d u l o p^ , s o i t ^ f ^ l ' e n s e m b l e d e s s o l u t i o n s à l a c o n g r u e n c e 

T r v (y+'V -"'" ) + 3 s 0 ( p . ) . S ' i l e x i s t e u n e f a m i l l e f i n i e de n o m b r e s p . 
K /<a 

^ e l s q u e l ' i n t e r s e c t i o n d e s f a m i l l e s J . a i n s i o b t e n u e s s o i t v i d e , A n ' e s t 

p a s m o n o g è n e . 

d ) S u p p o s o n s q u e p o u r u n n o m b r e p r e m i e r p , l a c o n g r u e n c e 

0 ( p ) a d m e t t e d e s s o l u t i o n s . C e s s o l u t i o n s s o n t o b -
/ Q 

t e n u e s p o u r c e r t a i n e s f a m i l l e s d e C U , V , W ) . P o u r c h a c u n e d e c e s f a m i l l e s , 

s i g 2 ^ + g ^ + 1 ^ 0 ( p ) , p o u r q u e l a c o n d i t i o n ( i i ) du t h é o r è m e du I 
- - e - -1 * ' • 2 U "U 3 r ^ s o i t v e r i f i e e , i l e s t n é c e s s a i r e q u e g + g =• m c ( p ) 

D é m o n s t r a t i o n : 

a ) e t c ) s o n t é v i d e n t s ( a ) e s t d ' a i l l e u r s u n c a s p a r t i c u l i e r 

d e c ) ) . 

b ) e s t é v i d e n t en a p p l i q u a n t l a p r o p o s i t i o n 1 . 

d ) S o i t T = T r K ( i j O ; c o m m e T r K ( f t - f " 1 ) + 3 s 0 ( p ) , 
/ q /(U 

on a T r K ( Y " 1 ) a - T - 3 ( p ) e t f 3 - T f 2 - ( T + 3 - 1 s 0 ( p ) ; 
/ Q 

i l e n r é s u l t e q u e 3 - - 1 = + m o d u l o p , c e q u i e n t r a î n e 

(VY2 + Y ) 2 ( T 2 + 3 T + 9 ) s ( Y 2 + Y + 1 ) 3 . O r T r K ( f 2 - 1 ) - T 2 + 2 T + 9 

U / ( R 
et y 3 g ( y ) # P o u r q u e l £ condition ( i i ) du théorème du I soit v e n h e e . 



il es t donc n é c e s s a i r e que : 

, 2U U n2 y 3 f 2U U 1 n3 , > ( g + g ) m r = ( g + g + 1 ) ( p ) 

. • * A- •
 2 U U 1 n f ï 2 U U Z r \ c e s t - a - d i r e si g + g + 1 ^ 0 ( p j , g + g ==• m c ( p ) . 

Résu l ta t s numér iques . 

Ils concernen t l e s c o r p s cubiques cycl iques de conducteur 

m < 4-000 . Dans [_2J , nous avions obtenu les r é s u l t a t s suivants : il y a 

630 c o r p s cubiques cycl iques de conducteur m 4000 . Pa rmi eux , nous en 

avions t rouvé 76 dont l ' anneau des e n t i e r s e s t monogène . Les conditions né-

c e s s a i r e s que nous avions établi dans [_2j permet ta ien t de conc lure que 

44-6 c o r p s n ' é t a i en t pas monogènes . Il r e s t a i t 108 c o r p s pour l esque ls nous 

n 'avions pas pu conc lu re . 

Pa rmi ce s 108 co rps , i l y en a six dont nous n 'avions pas ca l -

culé un g é n é r a t e u r E. du groupe des un i t és dans [_l] . 

L 'u t i l i s a t ion de l ' o r d i n a t e u r du C I R C E ( dont l ' a c c è s nous a été grandement 

f ac i l i t é p a r M r Fiolet que nous r e m e r c i o n s ) muni de la quadruple p réc i s ion 

pour l es nombres r é e l s nous a permis de dé te rmine r le polynome i r r éduc t ib l e 

de ce s un i t és . Dans la Table 1 , nous donnons l es v a l e u r s de t = T r v (£ ) % 
et s = Tr-^ ) pour ces six c o r p s . Les v a l e u r s de t et spout- les au t res 

/ q 
co rps se t rouvent dans . 

Pour l es 108 c o r p s qui r e s t a i e n t à é tudier , nous avons t e s t é 

l e s condit ions des p ropos i t ions 3 et 5 pour tous l es nombres p r e m i e r s 

p ( 1000 t e l s que I r r ( £ admette t r o i s r a c i n e s . 

Nous avons r a s s e m b l é tous les r é s u l t a t s dans la Table 2 . Nous avons étudié 

l es condit ions su ivantes ( en t re p a r e n t h è s e s , nous indiquons la manière dont 

nous r e p r é s e n t o n s cet te condition dans la table ) : 

ca lcu l des d i f fé ren t s P . G . C . D . de la propos i t ion 3 • 

r e c h e r c h e d 'un nombre p remie r p t e l que l a congruence 



Tr-rr cy + y ) +3 S 0 ( p ) soit impossible ( pas de solutions ) 
/c i 

r e c h e r c h e d'un nombre p remie r p tel que la congruence 
- 1 2 T r K ) + 3 s 0 ( p ) n 'a i t lieu que si f £ E ( solutions p a i r e s ) . 

/<R 

lo r squ ' i l y a des solutions et lo rsque p = l ( 3 ) , étude des 

congruences modulo p que doit v é r i f i e r m d ' a p r è s le d ) de la proposi t ion 5 

( c o n g r u e n c e s ) . 

en réso lvant tous l es sys tèmes modulo 3 , r e c h e r c h e des nom -

b r e s p r e m i e r s p = l ( 3 ) te ls que la congruence Tr-^ ^ ) +3= 0 ( p ) 
/(R 

n 'a i t lieu que si ^ Ê E 1 _ < r ( x + y s 0 ( 3 ) ) • 

En étudiant toutes ces condit ions pour les nombres p r emie r s 

p <^1000 , nous avons t rouvé qu' i l ne r e s t e - que 8 corps cubiques cycliques 

pour l e sque l s nous ne . savons pas conclure . 

Ils ont pour conducteur : 

m = 823, 1693, 2377, 2 4 6 7 , 2503, 43 -61 ( a = 85 , b = 1 1 ) , 2707 et 3163. 

Il es t bien évident que si on poursuivai t les e s s a i s pour des nombres premiers 

p plus g rands , on pour ra i t t rouver que ce r t a in s de ces co rps ne sont pas 

monogènes . Nous pensons d ' a i l l e u r s ( c f . con jec ture 3 ) qu ' i l s ne sont pas 

monogènes . 

Lien en t re la monogénéité de K et une con jec tu re sur l es uni tés de K . 

Les nombreux exemples numériques obtenus dans permettent 

d ' énoncer l a con jec tu re suivante : 

Conjec ture 1 : Soit K un corps cubique cyclique ; soit une uni té de 

norme 1 de K ; si T r ^ (<f + 1 ) +3 & 0 , a lo r s pour tout x, y 6 Z t e l s que 
/tx 

x
2 _ xy + y2zp 1 , on a T r K ( y X+ytr~ + y ~x~y<1~ ) + 3 ^ 0 . 

/Q 



Cette con jec tu re en t r a îne la c o n j e c t u r e moins fo r te suivante : 

Conjec ture 2 : Soit K un c o r p s cubique cycl ique ; si une un i té ^ d e norme 1 

de K vé r i f i e T r ^ + 3 = 0 , a l o r s l 'un i té g é n é r a t r i c e £ du 
/(Q, 

groupe des un i t és de norme 1 de K vé r i f i e la même re la t ion 

Remarque 5 . Nous conna i s sons quelques exemples de co rps cubiques cycliques 

dont un g é n é r a t e u r £ de E vé r i f i e T r ^ (£ + £ - 1 ) + 3 = 0 et pour lesquels 
/Q 4 

il ex is te une au t r e un i té y tel le que T r ^ (if+ cj/"1 ) + 3 = 0 ; pa r exemple : 
/ Q 

m = 7 Tr-r, (£) = - 1 T r v ( £ " 1 ) = - 2 
K / a k/<R 

T r K CÊ 2"^) = 5 Tr-çe ( < r _ 2 ) = _ 8 
M K/<d 

m = 9 T r ^ (£) = 0 T r ^ ( E - 1 ) = - 3 
/c l K/<tX 

Tr-r, ( £ 1 _ t r ) = 3 T r v (E5""1 ) = - 6 
K/<a /& 

m = 1 3 Tvv (£) = 1 T r . ( e - 1 ) - . * 

T r ^ ( £ 3 _ t r ) = 66 T r v (e0""3 ) = - 69 
K / Q K M 

Remarque 6 . Les p ropos i t ions 1 et 2 sont une approche de la con jec tu re 1 . 

La c o n j e c t u r e 2 pe rme t t r a i t de r é s o u d r e p r e s q u e ent ièrement 
2 

le problème de l ' e x i s t e n c e des Z - b a s e s d ' e n t i e r s de K de la forme 1,-0 , 

dès que l 'on connaît un g é n é r a t e u r £ du groupe des uni tés de norme 1 de K . 

En e f fe t , le théorème du 1 et la con jec tu re 2 en t r a îne r a i en t que si 
T r v ( E + e - 1 ) + 3 * 0 , a l o r s il n ' ex i s t e r a i t pas d ' u n i t é ^ de K telle que 

K / 1 



1 ? + 3 = 0 et K n ' admet t r a i t pas de base 1, , ~ ( e n 
/& 

p a r t i c u l i e r , ce t te p r o p r i é t é p e r m e t t r a i t de d i re que les 8 c o r p s cubiques 

cycl iques pour l e sque l s nous n ' av ions pas su conclure ne sont pas mono -

gènes ) . Il r e s t e r a i t à étudier le cas où Tr-^ (£+£ ^ ) + 3 = 0 : 
/<& 

si T r K ( £ 2 - £ _ 1 ) = m tf3 , K admet une base 1, £ , fr 2 ; 
/<H 

2 1 3 si Tr-^ (£ - £ , une étude numérique doit ê t r e 

fai te dans chaque cas . Pour l es conduc teur s m < 4-000 , l e s condit ions né-

c e s s a i r e s é tabl ies dans ont pe rmi s de conclure que A n ' é t a i t pas mo-

nogène . 

Ceci nous amène à énoncer la con jec tu re suivante ( en t ra înée 

seulement en pa r t i e p a r la c o n j e c t u r e 2 ) : 

Conjec tu re 3 : Soit K un c o r p s cubique cyclique . L 'anneau des en t i e r s 

de K es t monogène si et seulement s i un géné ra t eu r £ du groupe des uni tés 

de norme 1 de K vé r i f i e les deux condi t ions : 

Ci) Tr-p, C £ + £ - 1 ) = - 3 ; 

2 - 1 
( i i ) T r

 £ - £ = ï 3 

K/<R m 

Tables 



Table 1 

Cette table donne l es v a l e u r s Je t*Trv ( £ ) et s = T r v ( £ ^ ) 
K / q K / ( a 

qui n 'ava ient pas été ca l cu lées dans . Pour chacun des six c o r p s nous 

donnons les v a l e u r s de m, a , b , t et s . 

m 

3 u b 7 

331 y 

3 4 9 9 

K3fa37 

3 7 3 3 

3 9 6 7 

19 

3 7 

- 8 9 

115 

55 

•1 25 

21 

21 

15 

7 

21 

3 

- 3 0 7 2 6 9 6 8 6 4 7 5 1 68 

9 0 1 7 2 9 6 4 1 67691 

- 2 1 4 4 4 8 3 2 0 3 5 5 U 5 

- 1 1 1 8 3 9 7 1 9 7 7 8 3 5 

- 3 0 3 3 0 8 1 ^ 2 9 2 y 3 6 1 5 

- 7 5 1 6 9 6 9 0 7 9 7 6 8 6 3 6 2 0 

- 2 2 3 6 8 3 4 5 1 0 2 3 7 1 7 8 2 

- 2 1 4 0 7 6 1 4 8 8 6 4 7 2 

- 7 0 ï > U 7 3 2 7 6 4 3 7 7 7 9 4 7 9 - 2 0 9 1 3 7 9 b 4 3 9 5 9 2 2 3 6 8 0 4 2 8 4 

- 4 3 3 2 7 8 7 0 9 9 3 0 7 1 6 0 4 2 2 4 3 6 8 7 8 5 9 7 5 0 0 2 8 3 1 

Table 2 

Dans cet te table , nous donnons pour chacun des c o r p s pour 

l e sque l s nous n 'av ions pas su conc lu re dans [2] : 

le conducteur m , 
2 2 

l e s e n t i e r s a et h t e l s que 4 m = a + 27 b , 

dans la colonne " monogénéité nous mettons " non " si A 

n ' e s t pas monogène et " ? " s i nous n 'avons pas su conc lu re , 

dans la colonne " r a i s o n " , nous mettons une r a i s o n qui a permis 

de conc lure , 

dans la colonne " p " , nous mettons la va leu r du nombre p r e -

mier p qui a donné la cont rad ic t ion . 



- 15 -

m a b moaogénélté ra i son P 

151 19 3 non (z+1,s+1)=y 3 

181 7 5 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

211 13 5 non pas de s o l u t i o n s 199 

337 -5 7 non s o l u t i o n s p a i r e s Y 

367 -35 3 non ( t+1 , s+1 )=3 3 

409 31 5 non ( t - 2 1 s - 2 ) = 1 3 13 

421 19 7 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

487 25 7 non congruences 7 

571 31 7 non congruences 7 

619 -17 9 non ( t + 1 , s + 1 ) = 3 3 

631 43 5 non ( t+1 , s+1)=5 5 

673 37 7 non ( t - 3 , s - 3 ) = 4 9 7 

769 49 5 non ( t+1 , s+1 )=7 7 

823 -5 11 

829 7 11 non ( t , s ) = 7 7 

853 -35 9 non ( t + 1 ,3+1 )=15 3 

859 13 11 non ( t+1 ,3+1)=13 13 

871 -53 5 non ( t+1 ,a+1)«5 5 

883 -47 7 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

907 19 11 non pas de s o l u t i o n s 61 

1033 -53 7 non ( t , s ) = 7 7 

1039 -59 5 non pas de s o l u t i o n s 41 

1087 55 7 non s o l u t i o n s p a i r e s 37 

1123 -35 11 non congruences 7 

1153 7 13 non ( t , s ) - 6 1 61 

1171 -11 13 non s o l u t i o n s p a i r e s 13 

1 201 -59 7 non congruences 7 



-1 6 -

m a b monogénéité r a i s o n P 

1 231 ' 19 13 non ( t , a ) - l 3 13 

1237 -41 11 non congruences 421 

1 279 43 11 non pas de s o l u t i o n s 223 

1 297 25 13 non s o l u t i o n s p a i r e s 73 

1303 55 9 non ( t + 1 , s + 1 ) = 9 3 

1387 -65 7 non ( t + 1 , s + 1 ) - 5 5 

1429 -71 5 non ( t + 1 , 3 + 1 ) » 5 5 

1447 -35 13 non ( t + 1 , 3 + 1 ) « 5 5 

1453 67 7 non congruences 1 

1 609 19 15 non ( t + 1 ,8 + 1 ) =3 3 

1 651 -77 5 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

1663 73 7 non ( t , s ) = 7 7 

1 693 -47 13 ? 

1741 49 13 non s o l u t i o n s p a i r e s 13 

1747 61 11 non congruences 61 

1861 37 15 non ( t + 1 , s + 1 ) = 3 3 

1873 -65 11 non ( t + 1 , s + 1 ) = 5 5 

1897 55 13 non ( t + 1 , s + 1 ) « 5 5 

1993 13 17 non congruences 43 

2007 -15 17 non ( t - 3 , s - 3 ) = 7 5 5 

2061 21 17 non ( t , s ) =21 7 

2083 -23 17 non x+y=0 (3) 37 

2131 91 3 non (t+1,3+1)=3 3 

2137 85 7 non ( t , s ) = 1 0 3 103 

21 61 -29 17 non s o l u t i o n s p a i r e s 433 

2221 -53 15 non ( t + 1 , 8 + 1 ) = 9 3 

2239 91 5 non ( t - 3 , s - 3 ) = 2 5 5 



m monogénéité 

2293 37 17 non pas d* solution» 53 
2311 -89 7 non (t+1,8+1)«7 7 
2371 -41 17 non pa3 de solution» 197 

2377 79 11 7 

2467 -11 19 1 

2473 73 13 non ( t - 2 , 3 - 2 ) - 1 39 139 

2503 - 4 7 17 ? 

2521 97 5 non pas de s o l u t i o n s 113 

2551 49 17 non congruences 7 

2593 25 19 non ( t + 1 , s + 1 ) = 5 5 

2617 91 9 non ( t + 1 , s + 1 ) = 3 3 

2623 85 11 ? 

2647 -29 19 non pas de s o l u t i o n s 97 

2677 31 19 non congruences 19 

2683 97 7 non ( t , s ) = 7 7 

2707 55 17 ? 

2779 -71 15 non ( t + 1 , 3 + 1 ) = 3 3 

2817 39 19 non ( t - 2 , s - 2 ) = 1 3 13 

2851 73 15 non ( t + 1 , s + 1 ) = 5 5 

2863 - 8 3 13 non s o l u t i o n s p a i r e s 13 

2887 91 11 non ( t , s ) = 1 3 13 

2983 103 7 non ( t + 1 , 3 + 1 )=7 7 

3037 49 19 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

3049 - 1 7 21 non ( t + 1 , s + 1 ) = 3 3 

3067 19 21 non s o l u t i o n s p a i r e s 7 

31 21 -89 13 non ( t - 1 , s - 1 ) = 1 3 13 

3141 -69 17 non ( t - 3 , s - 3 ) « 3 6 3 11 



m a b 

3169 97 11 

3307 - 5 9 19 

3319 37 21 

3357 75 17 

3361 - 1 1 3 5 

3433 - 7 7 17 

3469 103 11 

3493 97 13 

3499 - 8 9 15 

3511 79 17 

3517 109 9 

3559 67 19 

3583 7 23 

3613 13 23 

3637 115 7 

3643 - 1 7 23 

3673 - 8 3 17 

3679 - 5 3 21 

3691 -101 13 

3709 - 1 1 9 5 

3727 25 23 

3733 55 21 

3793 103 13 

3877 -35 23 

3919 - 7 7 19 

3931 - 8 9 17 

3967 -1 25 3 

monogéné i té 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

non 

r a i son P 

( t - 1 , 3 - 1 ) = 1 3 13 

( t + 1 ,3+1 )=3 3 

pas de s o l u t i o n s 577 

( t - 3 , s - 3 ) = 4 9 7 

congruences 7 

s o l u t i o n s p a i r e s 97 

s o l u t i o n s p a i r e s 157 

( t + 1 , s + 1 ) = 9 3 

( t - 3 , s - 3 ) = 1 69 13 

( t + 1 , 3 + 1 ) « 3 3 

s o l u t i o n s p a i r e s 61 

s o l u t i o n s p a i r e s 7 

s o l u t i o n s p a i r e s 13 

congruences 7 

( t - 1 ,3-1 ) =1 7 17 

congruences 151 

( t + 1 , 3 + 1 ) = 9 3 

s o l u t i o n s p a i r e s 13 

( t+1,s+1)-49 7 

s o l u t i o n s p a i r e s 157 

( t + 1 , s + 1 ) - 3 3 

congruences 37 

( t + 1 , s + 1 )=23 23 

( t + 1 , 3 + 1 ) = 7 7 

congruences 19 

( t + 1 , 8 + 1 ) = 9 3 
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