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1 I n t r o d u c t i o n 

Soient k u n corps de nombres , p un nombre premier , e un entier > 1, et T un 
ensemble fini non vide d ' idéaux premiers de k vérifiant N i = 1 m o d p e pour tou t 
1 e r 1 . 

Nous nous proposons de donner , en te rmes de corps gouvernants (au sens de 
[4] ), une condit ion nécessaire et suffisante à l 'existence d ' u n e extension ke de k, 
cyclique de degré p e , T - to t a l emen t ramifiée (i.e non ramifiée en dehors de T , non 
complexifiée (si p = 2), et telle que t o u t i £ T soit to ta lement ramifié dans k e / k ) . 

La cons t ruc t ion de ce t ype d 'extension est liée au problème de principal isat ion 
é tudié dans [2] : Dans cet article, é t an t donnés une extension abél ienne finie F de k, 
de degré é t ranger à p, et u n idéal a de F , d 'o rd re p e , e > 1, dans le g roupe des classes 
de F , le premier au teu r mon t re que l 'on p e u t principaliser a dans une extension de 
F , abél ienne sur k, à par t i r d 'extensions cycliques de degré p e de k, T - to ta l emen t 
ramifiées. Pour ce faire, il utilise un ensemble fini T de places finies modérées de k, 
pou r lequel, pou r tou t / € T , il existe une extension cyclique k e( l) de k, de degré p e , 
et { /}- to ta lement ramifiée ; ainsi, dans le composé direct des k e ( l ) , i £ T , on peu t 
t rouver k e , cyclique de degré p e sur k, T - to ta l emen t ramifiée. Sous des condit ions 
supplémenta i res d ' engendrement pa r les Frobenius des é léments de T , dans u n corps 
gouvernant convenable, l 'extension K = k e F principalise a. 

La cons t ruc t ion de ke , via celle des k e( l) , d e m a n d e que les é léments de T vérifient 
des condit ions simples à réaliser mais inut i lement fortes 2 ; il est donc légitime de 
chercher à caractér iser les par t ies T qui conduisent à l 'existence d ' a u moins une 
extension cyclique de degré p e , T - to t a l emen t ramifiée. 

C 'es t le b u t de cet art icle qui s ' appuie essentiellement sur une é tude menée 
par le second au teu r ; il généralise également u n ancien problème posé dans [1], et 
résolu dans [1] et [4,th.6.1] pour le cas |T | = 1. 

1 Cette condition sur les normes absolues étant trivialement nécessaire pour le problème de 
ramification modérée étudié, il est plus simple de la supposer dès le départ. 

2Ces conditions suffisantes sont rappelées dans la remarque (5.1). 
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Le résul ta t principal est cons t i tué pa r l 'énoncé suivant : 

T h é o r è m e 1 . 1 Soient k un corps de nombres, A = { a G k x , ( a ) puissance p- ième 
d ' idéal } et E C A le groupe des unités de k. 

Soit T = { h , . - . , l n } un ensemble de n > 1 idéaux premiers de k, tel que 
NI , = l m o d p ® , pou r tout i € soit {£i,e> • • • , £n,e} un ensemble de n idéaux 
premiers de k(pp«) tels que pour tout i € [l ,Ji] . 

Alors il existe une extension cyclique de degré p e de k, T - to t a l emen t ram-
ifiée, si et seulement si il existe (ot)*e[i,»»] € (2Z/pe2Z)n , ai ^ 0 mod p , pou r tout i, 
conduisant à la relation suivante, en termes de Frobenius : 

i-1 \ Ve s rï ^ ( ^ ( E A ^ y ) / k ( p p . ) y = L 

i=1 \ £»>e / 

1 . 1 N o t a t i o n s e t r a p p e l s 

(i) Pour u n corps de nombres k, nous notons : 

E le g roupe des uni tés de k, 

A = { a € k* , ( a ) puissance p-ième d ' idéal }, 

k m le corps de classes absolu de Hilbert de k (pour lequel G a i ( k m / k ) est 
i somorphe au g roupe des.classes de k). 

(ii) Soit T = {/i, . . . , / „ } un ensemble de n > 1 idéaux premiers de k tels que 
NU = 1 m o d p e , p o u r t o u t i G [l,w] ; on lui associe le modu le : 

m = n h, 
t=i 

et on désigne pa r : 

J y le groupe des idéaux f rac t ionnaires de k é t rangers à T , 

k } = {x G k* , ( x , T ) = 1}, 

P T = {(x) , x G k}} , 

= {x G Jty, x = 1 mod m}, 

E m = E n k £ , 

R n = {(x) , x € k l ) , 

C l m = J r / R m , 

A f — A C] k£ (on a A = A T k X p ) . 

(iii) Pa r la théorie du corps de classes, il existe une extension abélienne de k, 
notée k ( m \ appelée le corps de classes de rayon m de k, telle que Gal(&(m ' / fc) ~ C l m , 
l ' i somorphisme é t an t réalisé via l 'appl icat ion d 'Ar t in ; k ^ est aussi l 'extension 
abél ienne T-modérémen t ramifiée maximale de k (cf. [3, §1.1.2] ). 
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(iv) P o u r chaque i € [1, n], on no te kit le corps résiduel de k en /,• et le 
g roupe d ' iner t ie de U dans k ^ / k . 

(v) Si T est un g roupe abélien fini, on note T* le g roupe dua l H o m ( r , C x ) , et 
pour t o u t h o m o m o r p h i s m e de groupes h : T — • T', on désigne p a r h* : P * — • T* 
l 'appl icat ion dua le définie pa r / i* (x ' ) ( t ) — x ' (Mt ) )> P o u r t ou t x ' € T'* et 7 G T. 

1 . 2 L ' a p p l i c a t i o n d e r é c i p r o c i t é d a n s l e c a s m o d é r é 

Posons G — G a l ( f c ( m ) / P r ) ; l ' appl icat ion d 'Ar t in , res t re inte à P t , donne lieu à 
la sui te exacte suivante : 

1 — E / E m — k $ / k Z - A G — 1, (1) 

dans laquelle p(x) = , pou r tou t x € k ^ . 

C o m m e par ailleurs on a la sui te exac te canonique : 

B U 
1 • • y PJ k{. • 1, 

»'=i 

on p e u t écrire (1) sous la fo rme : 

l - ^ O i E ) - > f [ k ï i - ^ G - + l (2) 
«=1 

et on p e u t considérer 7r comme une fo rme part icul ière de l ' appl icat ion de réciprocité, 
définie sur le g roupe des idèles de k, et res t re inte ici aux idèles uni tés de suppor t T . 

On sait que la restr ic t ion de w au sous-groupe {1} X . . . X kf X . . . X {1} ~ kf., 
condui t à la sui te exacte : 

1 — 9 { E ~ ) — k£ — IU — I- (3) 

Nous uti l iserons également , pour t ou t e > 1, les suites exactes suivantes, 
dédui tes de (2) : 

1 _ e e ( E ) — n W ^ G / ° p ° — ( 4 ) 
i=l 

où 6e est l ' appl icat ion composée : 

n n
 x e 

^ t — n ^u * n ^u i K • 
i=1 i=l 
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1 . 3 B a s e s e t b a s e s d u a l e s 

(i) C o m m e les idéaux premiers /, e T vérifient NU = 1 m o d p e pou r tou t 
i € [1, n], et que nous aurons à considérer un corps gouvernant extension de k(fj.p<>), 
on p e u t remplacer les corps résiduels k{{ p a r les corps résiduels k (n p e) z . , de k(fj,pe) 
en un idéal premier fixé £, i e au-dessus de /,• dans k(fipe), puisque les /,• sont to ta lement 
décomposés dans k(f i p c) /k . Ainsi, les notés encore kt{, cont iennent l ' image 
résiduelle d ' u n e racine pr imit ive p e- ième de l 'un i té fixée, ( e , ce qui définit u n e famille 
cohérente d 'é léments d 'o rd re pe des groupes k*. = k(fip<t)£. 

On désigne alors pa r f j , j € [1, n], des généra teurs des {1} X . . . X fcj* X . . . X {1} 
tels que 3 : 

f j " - ( 1 , . . . , (e m o d . . . , 1) , p o u r tou t j € [1, n]. (5) 

n — x — X e 

On désigne ensui te pa r g j e les images canoniques des f j dans J J k l ; /k l { . 
«'=1 

n e 

On associera au choix ci-dessus d ' une "base" (flrj,e)ie[i,n] de J J k j . j k t , la "base 
t=i 

duale" (^,e)je[i,n], définie pa r : 

9j,e(9j,e) = Ce, 9j,e{9i,e) = 1 POUr tou t i ± j . (6) 

(ii) On pose Ci = Ce" ' pour t ou t j € [ l ,n ] , on no te £j iX l ' idéal premier 
en-dessous de £j iC dans k(f ip) . Alors, on a, de manière cohérente : 

f j P = ( 1 , . . . , Ci m o d 1), pour t o u t ; € [ l , n ] , (7) 

n 
et si les g j^ sont les images canoniques des f j dans J J les bases duales 

i=l 
correspondantes (#*J j e [ i ,„ ] et (sfj,i)je[i,n] vérifient : 

9*Pe 1 = 9j ,v P o u r t o u t i € [1, n]. (8) 

R e m a r q u e 1 . 1 P o u r éviter un surcroît de notat ions, nous confondons les groupes 
de Galois de la théorie du corps de classes et les groupes de classes correspondants, 
é tant entendu que l 'on passe tou jours des uns aux autres p a r une application déduite 
canoniquement de celle d 'Ar t in . 

3Les f j peuvent être représentés par des éléments de k. 
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2 C a r a c t é r i s a t i o n d e s e x t e n s i o n s c y c l i q u e s 

T - t o t a l e m e n t r a m i f i é e s d e d e g r é p 

Dans ce pa ragraphe , nous résolvons le cas e = 1 qui représente une é t ape 
part icul ière pour le cas général . 

Soient T et m fixés comme dans (1.1), (ii), soit G = Gal(fc(m)/fc1"") et soit L la 
sous-extension (p-élémentaire) de fc^/fc1"" fixe par H = G fl C l ^ . 

On a le schéma suivant : 

jfcnr R i L _ J L _ tfm) 

k™\p\ jfe(«)[p] (9) 

fc k r M 

dans lequel fc<m)[p] est le sous-corps de fc<m) fixe par Clp
m, fc^fp] = T n fc<m)[p] est 

fixe pa r G C l ^ ; ainsi L est le composé direct, sur jfe^fp], de k m e t *<m>[p], et comme 
Gal(k( m ) [p] /k) est u n F p - e s p a c e vectoriel, il existe M Ç fc(m>[p] tel que fc<m)[p] soit le 
composé direct de M et fc^Lp], donc tel que L soit le composé direct , sur k, de M et 
k m (on no te ra que fc(m)[p] (resp. ^" [p] ) la sous-extension max ima le p-élémentaire 
de k W (resp. k m ) ) . 

Donnons t o u t d ' a b o r d des condit ions nécessaires : 

S'il existe u n e extension fci, cyclique de degré p de fc, T - to t a l emen t ramifiée, 
K \ = fcifcnr est contenue dans L et on a les fai ts suivants : 

N = G a l ( L f K i ) est un hyperp lan du IFp-espace vectoriel G j H ; (10) 

G / H = N © Ii, H / H , pou r t ou t i G [1, n]. (11) 

E n effet, (10) est évident et (11) résul te du fai t que I ^ H / H , qui est le g roupe 
d ' iner t ie de U dans L / k m , est cyclique, d 'o rdre p, et n 'es t pas contenu dans N 
puisque fci/fc, donc K \ / k m , est to ta lement ramifiée en 

Mont rons que ces condit ions sont suffisantes : 

S'il existe un hyperp lan N de G / I I tel que la condit ion (11) soit vérifiée, alors 
nécessairement la sous-extension i f 1 / f c n r fixe pa r N est, p o u r tou t i € [1 ,n] , totale-
men t ramifiée en U ; elle est donc T- to ta l emen t ramifiée. C o m m e L est le composé 

5 



direct , sur k, de fc™ et M , K \ se redescend en une extension k x Ç M de k, cyclique 
de degré p et T - to t a l emen t ramifiée. 

On a donc ob tenu l 'équivalence suivante : 

Il existe u n e sous-extension de k ^ / k , cyclique de degré p, T - to t a l emen t rami-
fiée, si et seulement si il existe u n hyperp lan N de G / H tel que : 

G / H = N ® I U H / H , pou r t ou t i € [ l , n ] . (12) 

Nous allons t r adu i re (12) en te rmes d ' invar iants numériques d u corps k ; pour 
cela nous util isons la suite exacte générale suivante (cf. [3, § 1.1.1]) : 

i — o m t ) — n w Q i H — ( i 3 ) 
t=i 

où 7Ti est le composé surjectif : 

f [ k l / k l v G / G * — G j H 
»'=1 

(cf. (4) pou r e = 1). 
On ut i l isera n o t a m m e n t la suite exac te duale : 

1 ( G / H ) * ( f l K f f î r — C i W ) * — 1. (14) 
i=l 

D 'après (3) et (13), on a , pour t ou t i G [ l , n ] (cf. § (1.3)) : 

< * i ( g i A ) > = I h H / H . (15) 

Alors, de (12), (14) et (15), on dédui t l 'équivalence des assert ions suivantes : 

• Il existe un hyperp lan N de G / H tel que : 

G / H = N © I t i H / H , pou r tou t t € [1, n] ; 

• il existe un hyperp lan N de G / H tel que : 

G / H = N © < #i($ri,i) > , p o u r tou t i <E [ l , n ] ; 

• il existe Xi € { G / H ) * tel que : 

Xi(*i(f«\ i )) ± 1 ,pou r tou t» € [ l , n ] ; 
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• il existe Xi € { G [ H ) * tel que : 

ârî(Xi)(ft , i) / l , p o u r t o u t i € [ l , n ] ; 

n 
• il existe G ( J J k f . /k f* )* tel que : 

t=i 

ipi G Im(7fj) et ipi(gi,i) ^ l , p o u r t o u t i G [ l , n ] ; 

n 
. il existe <px = J ] 9 Ï $ , («.O.'eM € ( (Z / j>ZZ) x ) n tel que : 

1=1 

O i ( A t ) Ç Ker(t/?x) (cf. (14)). 

La t r aduc t ion de (12) en termes d ' invar iants numériques de k est donc : 

Il existe (a»)l6[i,n] ^ ( ( ^ / P ® ) * ) " ^ Q.ue : 

£ atxi = 0, pou r t o u t ( z , ) i 6 M € ( S / p K ) n tel que f [ g R G 9X{AT). (16) 
)=i ' t=i 

3 E x i s t e n c e d ' u n c o r p s g o u v e r n a n t ( c a s e = 1 ) 

Nous allons t r adu i r e la condit ion (16) précédente en t e rmes de Frobenius dans 
un corps gouvernant (i.e. une extension de k qui ne dépende que de k). 

D é f i n i t i o n 3 . 1 On pose Fx = k ( p p , A p ) , où A = { a G k x , ( a ) puissance p- ième 
d 'idéal }. 

i 
D ' ap rès l 'égali té A = A r & x p , on a aussi Fx — k(p p , A f ) mais il est impor t an t 

de noter que F \ ne dépend que de k. 

On rappel le que les choix précisés en (1.3) supposent qu 'on a fixé des idéaux 
£«',i\h, i € [1,n], du corps k (p p ) . 

La théor ie de K u m m e r mon t re facilement que F i /k ( fx p ) est au plus ramifiée en 
p. Donc pour chaque i G [ l , « j , l ' idéal premier £ t l de k(fj,p) au-dessus de /,• définit 
le Frobenius <r,- = élément de G a l ( F 1 / k ( p p ) ) . 
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On a alors, pour t ou t a € A ? et t ou t i € [1, n] : 

(Ti(ap) 
i Ca,i € n P , (17) 

a p 

et , comme par définit ion : 

<n(ap) = ( a p ) N l i mod£ t - , i , 4 

il vient : Nlj-l 
( a , i = a p m o d £ t , i . (18) 

n 
Si 0 i ( a ) = Y l f f i J 'y Xa<> ^ ZS/pZZ; alors (cf. (5) pour e = 1) : 

i=l 
Nlj-l . 

a p = Ci"'' m o d £ t i l , pour t o u t ï 6 [1,n], 

d 'où , pa r (18) : 

Ca,i = C " , P o u r t o u t * € [1,n]. (19) 

La condit ion (16) est donc équivalente, d ' après (19), à : 

Il existe (a»).-e[i,n] € ( C Z / p 7 L ) * ) n tel que : 

n 
I l O = P o u r t o u t a € A r , 
i=i 

el le-même équivalente, d ' après (17), à : 

Il existe (a ,) i 6 [ 1 ,n ] € ({7L/p7Z)x)n tel que f [ a ? = 1. (20) 
t=i 

On a donc ob tenu le résul ta t suivant : 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 (cas e = 1) : Soit k un corps de nombres et soit A = { a € k x , ( a ) 
puissance p- ième d ' idéal }. 

Soit T = { / i , . . . , / n } un ensemble de n > 1 idéaux p remiers de k tels que 
Nl i = 1 m o d p , pou r tout i 6 [ l , n ] . 

Alors il existe une extension cyclique de degré p s u r k , T - to t a l emen t ramifiée, 
si et seulement s i il existe (a ; ) , e [ l n ] € ((2Z/p2Z)x) tel que : 

i=i \ 
4 0 n devrait écrire cette congruence modulo un idéal premier de Fi au-dessus de £{,1, mais on 

vérifie qu'elle vaut pour tout tel idéal, donc modulo l'étendu de £ ( i i dans F\. 
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R e m a r q u e 3 . 1 La condition (20) est indépendante du choix de ( ^ f f i ^ ) (i.e. de 

£>i,i\h), ma i s non le n-uple (a i ) i € [ l n ] € ((2Z/p22j)x)n : en effet, si 

wi : Gal(jfc(/ip)/Jb) — • { Z / p 2 Z ) x 

désigne le caractère de l 'act ion de G a i ( k ( f i p ) / k ) su r n P et s i pou r chaque fi,-^, 
est l 'un de ses conjugués, Si é tan t un élément de G a l ( k ( n P ) / k ) , alors on sa i t p a r la 
duali té de K u m m e r (compte tenu du f a i t que Gai (k( f j , p ) /k) opère t r ivialement s u r le 
radical A ) que : 

( ' J r ) = ( V ) ' P ° u r t o u t » € [l , n] ; 

et donc on a : 

n - i . ( « i U r f « m / p ^ r , 

qui est équivalent à : 

4 R é s o l u t i o n d u c a s g é n é r a l 

On suppose donc ma in t enan t e > 2 et on considère un ensemble T formé de 
n > 1 idéaux premiers /, tels que iV7,- = 1 m o d p e , pour t ou t i € [1 , n]. 

On a alors le résul ta t prél iminaire suivant : 

L e m m e 4 . 1 II existe une extension cyclique ke de k, de degré p e , T - to ta lement 
ramifiée, si et seulement si il existe une extension kx de k, de degré p, T- to ta lement 
ramifiée, telle que K \ = k ik" 1 soi t contenue dans une sous-extension cyclique K t de 
degré p e de k ^ / k m . 

D é m o n s t r a t i o n : 

Un sens é t an t évident , soit K e / k m , cyclique de degré p e , con tenant K \ — 
où k \ j k est T - to t a l emen t ramifiée de degré p ; de ce fa i t , K \ j k m est aussi T-
to ta l ement ramifiée, ce qui en t ra îne cet te propr ié té pour K e / k ™ car elle est cyclique 
de degré puissance d ' u n nombre premier . 

Ensui te , en posan t T e = G a i ( K e / k ) , C e = G a l ( / C / & n r ) , on a 5 : 

r g p ( r e ) = r g p ( r e / C / _ 1 ) ( c a r e > 2) = r g p ( G a \ { K x / k ) ) = i g p { T j C e ) + 1, 

5Où rg ( r ) désigne dimjp ( r / r p ) pour tout groupe abélien fini T. 



puisque k j n 'es t p a s contenu dans k m ; donc CB est fac teur direct dans T e e t il existe 
une extension cyclique ke de k, de degré p e , et l inéairement disjointe de k m / k ; 
comme K e / k e est non ramifiée, k e / k est T - to t a l emen t ramifiée. 

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e p r i n c i p a l ( 1 . 1 ) : 

Considérons le d i ag ramme commuta t i f suivant , obtenu à pa r t i r de la sui te exac te 
(4) du § ( 1 . 2 ) : 

i ( g / G p ° ) * ( n * ï / * r y —> w — 1 

T t t 

1 — ( G / G r X ( n ^ / ï J ' V — o 1 ( E y — 1. v 1=1 ' 

La première condit ion d 'exis tence de ke est celle de k\ ( l emme (4.1)), donc 
n 

l 'existence de <pi € ( J J k f j k * ^ ) * vérifiant les condit ions suivantes (où l 'on rappel le 

que H = G C\ Cl1^) ( c ï § 2 ) : 

<Px = * î (Xi ) , XI € ( G / H T , et n = n 9i,i', (21) 
i=i 

bi 6 (TLjpTL)x pou r t o u t i Ç [1 ,n ] , où l 'on rappel le que x* est le composé : 

{ G I H y ^ { G I G y $ ( f [ k l l k l P X - , 

le noyau N de x i fixe pa r définit ion le corps K i , e t l 'existence de K e ( c f . l emme 
(4.1)) est donc équivalente à la condit ion supplémenta i re : 

Xl = Xl > 

pour Xe € (G /G p e )* , dont le noyau définit K e . 

On a donc, en voyant Xi comme carac tère de G / G p " (au lieu de G / H ) : 

K ( X l ) = < ( X e f ~ \ 

soit (puisque l 'on a alors <pi = ^ ( x i ) = ^ ( X i ) ) : 

= K i X e f ' 1 = VPe~\ 

où l 'on a posé : 

V »=1 ' 

On a donc obtenu , comme condit ion nécessaire et suff isante d 'exis tence de K e : 
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Il existe <pe G Ini(7r*) tel que : 
i 

<fi = € I m ( f i ) et v i = jQ € ( K / ? 2 Z ) X P ° u r t o u t * e l1»»] 
n 

*bi 

i=l 

Il existe <pe = [ J g ™ e \ a,- € ( Z / p e Z ) x pour t ou t t € [ l , n ] 6 , tel que : 
»=i 

0 e ( £ ) Ç K e r ( V e ) et 9 l ( A T ) Ç K e r ( v > f ' ) 

Il existe (a;).'e[i n] ^ )" vérifiant les 2 condit ions suivantes : 

n n 
(i) J ^ o t f f = 0 m o d p, pour tou t (y i ) i e [ h n ] € {7L/p7L)n tel que [ ] gy

%\ € &i (A t ) , 
i=i i=i n n 

(ii) J ] aiXi = 0 m o d p e , pou r tou t (*<)<e[i,n] G (7L/pe7L)n tel que R gf;e G 9 e ( E ) . 
t=l ' i=l 

Rappe lons que les familles (^«.î),^^^] et (^i,e),e[ l n] dépenden t du choix d ' idéaux 
premiers £ ,4 de k(n P ) et £;,e de k(ppe) , au-dessus des U, avec £,>|£t\i (cf. (1.3),(ii)). 

O n a dé jà mon t r é (cf. (20)) que la condi t ion (i) est équivalente à : 

I K ' ^ l , (22) dt modp 

i=1 

1 , 
où cri est le Frobenius de £,-,1 dans k ( p p , A p ) / k ( p p ) . 

On utilise ma in t enan t le corps gouvernant : 

F e = k ( f x p e , E ^ ) . 

Si pour tou t i G [1, n], r,- désigne le Frobenius de £, i e dans G a l ( F e / k ( p p e ) ) , on a 
alors pour tou t e G E : 

T i ( e ^ ) 
X Ce,»' G 

e"e 

puis : 
T i (eF) _ , 

t • = e " mod £, i 6 , 
ep55' 

ce qui condui t , comme pour le cas e = 1, à : 

C • = f*'-1' Se,« Se > 
6I1 est clair que l'on a a, = 6; mod p, pour tout i € [1, n], en vertu de la relation (8). 

11 



OÙ 9 e(e) = € 7Z/pe7Z. 
»=i 

La condit ion (ii) précédente est donc équivalente à : 

n 
n q = p ° u r t o u t £ € e , 
i=1 

qui est bien équivalente à : 

I K ' = 1. (23) 
t=i 

Notons que le n-uple (ûi),g[i )n] € ( (7Z/p e 7Z) x ) n dépend du choix des idéaux 
premiers £, i e dans & ( / v ) mais non les condit ions (22) et (23). E n effet, si 

u>e : G a l ( f c ( / v ) / * ) —f {TL/p'TL)* 

e désigne le carac tère de l 'act ion de Gal(k(fipe) / k) sur ppe, si pou r chaque £, i e , £,-', 
est l ' un de ses conjugués , t'{ é t an t un élément de Gai(k(p, pe) /k) , si £,,! est l ' idéal 
premier de k (p p ) au-dessous de £,->e, alors pour t o u t i € [1, n], l ' idéal premier de 

t- V • k(p,p) au-dessous de £, 'e est £,•*! , où ti est la restr ict ion de t'{ à k (p p ) et on a : 

a)e(t'i) = uJi(ti) m o d p , 

et pa r la dual i té de K u m m e r , on a, pour t ou t i £ [1, n] : 

{ F e / k M \ = ( F j k M Y ' W 

donc on peu t écrire que : 

n ( ^ f ) " - 1 et n ( ^ p - i . ( » . ) , , „ , . m m r r . 

est équivalent à : 

g ( F j k M y ^ = x e t g f F x i k j p j y ^ ™ ^ = 

avec ( W ^ O W . - ] e m i f T L f î -

12 



On a donc ob tenu que l 'existence de ke est équivalente à celle de ( a , - ) ^ n j Ç 

((7Z/p e7L) x) sat isfaisant aux deux condit ions suivantes : 
ai mod p 

(i) n ') = 1 , 
.=i \ i 

. a . 

i=1 \ £»>e / 
On r emarque alors que la condit ion (i) précédente s 'écrit aussi : 

pu isque les sont to ta lement décomposés dans k(fip«) ; la condit ion (ii) é tan t in-
changée dans l 'extension k(f j ,p C ,EpF) /k(ixpe), le résul ta t découle de la considérat ion 

de l 'extension composée fc(/ip<=, (EA P " )* ) /k( f i p e) . 

E t le t héo rème principal est démontré . 

5 R e m a r q u e s , e x e m p l e s e t c o m p l é m e n t s 

R e m a r q u e 5 . 1 D a n s [2], il était demandé, pour construire une extension cyclique 
ke de k , de degré p e , T - to t a l emen t ramifiée, que pour chaque l € T , les images 
résiduelles Ax et E de A t et E dans k\ vérifient : 

A t Ç I * p e t Ë Ç k * p \ 

c 'est-à-dire que les condit ions du théorème soient vérifiées pour chaque singleton 
{/}, / € T . 

Le théorème (1.1) permet donc d 'élargir considérablement l 'éventai l des ensem-
bles T conduisant à une solution, dès que |T | > 2. Nous allons i l lustrer ce f a i t au 
moyen d ' un exemple numérique. 

E x e m p l e : Soit k - Q( \ / Ï Ï Ï ) et soit p — 2. On a : 

E = < - l , e = 3 + A / Ï Ô > , 

A = < - l , e = 3 + Viï>,fr = i + V ï ô > k* 2 . 

On recherche les ensembles d ' idéaux premiers impairs T à deux éléments. 

( a ) (e = 1). Il existe une extension quadra t ique ki de k, T - to ta l emen t rami-
fiée, si et seulement si / j et /2

 s ° n t tels que : 
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O n vérifie que cela donne les hui t possibilités suivantes 7 : 

= ( £ ) . • ( M ) . -

où ( j . ) ( j - ) sont les symboles de restes quadra t iques modu lo h et l2 dans les corps 
résiduels. 

(/3) (e = 2). Il existe une extension cyclique k2 de k de degré 4, T - to ta l emen t 
ramifiée, si et seulement si h et l2 vérifient les trois condit ions suivantes : 

(i) N l \ = N l 2 = 1 m o d 4, 

(H) = 

( i i i ) ( M ^ M Z M v H l ) = ( M V E l ^ Z M V H l ) " , £ . 2 | / . { = i , 2 . 

La condit ion (iii) condui t aux six possibilités suivantes (sous la condit ion (i)) : 

où sont les symboles de restes de puissances 4-ièmes, modu lo l\ et l2 dans 
les corps résiduels. 

Il en résul te qu' i l existe u n e extension cyclique de degré 4 de k, T - to t a l emen t 
ramifiée, dans chacune des douze s i tuat ions suivantes ( tou jours sous la condit ion 
nécessaire (i) et compte tenu de la no te de bas de page) : 

( £ ) . = © . • M " ™ 1 8 -

Le cas ( f ) = ( £ ) = ( J ) = ( g ) = 1, N h = N l 2 m o d 8 , est équivalent à 

Â T C I , et ~E C k, , pou r i = 1,2, et cons t i tue le seul cas envisagé dans [2] pour 
le degré 4. 

Or on peu t vérifier que si T = {/i , l2}, avec l\ = (idéal premier de k au-dessus 
de 41) et l2 = (7), e et rj ne sont pas des carrés modu lo lx et l2 ; ceci donne l 'existence 
d ' u n e extension quar t ique cyclique de k, T - to t a l emen t ramifiée, t and i s qu' i l n 'exis te 
aucune extension quadra t ique de k, {P41 }- to ta lement ramifiée, ou {(7)}- to ta lement 
ramifiée. 

7Si T contient un idéal premier au-dessus de 3, on doit, dans les écritures ci-après, remplacer rj 
par f/' étranger à 3. 
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R e m a r q u e 5 . 2 Revenons à l ' énoncé général du théorème (1.1) ; comme l 'extension 

k(pp*, ( E A P ' 1 ) p ) /k( f i p c) est au plus ramifiée au-dessus de poo, son conducteur f 
peut se calculer fac i lement , et pe rmet de r amene r le problème de la recherche des 
ensembles T à des calculs dans le groupe des classes généralisées C/f de k(fipe). 

E n effet, à pa r t i r de toute relation de la f o r m e : 
n 

J J crf*' = 1 , a; ^ O m o d p , 

s u r des éléments de G a i ( k ( p p e , ( E A p ' ) p ) /k(jxpe)), il suffit, p a r le corps de classes 
su r k(nP<>), de choisir, pour chaque i , un idéal p remier £ l )E de k(p,pc), to ta lement 
décomposé dans k ( p p c ) / k , dont la classe généralisée corresponde, p a r l 'application 
d 'Art in , à l 'é lément cr,- ; un ensemble T est alors f o r m é des n idéaux premiers li de 
k en-dessous des £, i e . 

Le théorème de Cebotarev conduit au f a i t qu' i l y a une inf ini té (dont la densi té 
pourra i t être précisée) d 'ensembles T (à n fixé) conduisant à des extensions cycliques 
T - to t a l emen t ramifiées de degré p e de k. 

On peu t , avec les techniques précédentes , généraliser le théorème (1.1) dans 
différentes direct ions ; pa r exemple (p ^ 2) : Soit T = T\ U . . . U T e une réunion 
disjointe d 'ensembles de places modérées (2^ ^ 0) telles que N I = 1 mod p e ' , avec 
e; > e — r + 1 pou r t ou t l G T r ; alors il existe une extension cyclique T-ramifiée 
de degré p e de k, pou r laquelle l ' indice de ramificat ion de tou t l G T r est égal à 
p e ~ r + 1 , 1 < r < e, si et seulement si il existe une relat ion de la fo rme : 

fc(/y, ( E A ^ 1 ) ) ̂  a t M i n(r° '~ e + r" V " 1 ) = ^ 

avec £ e | / dans k ( p p t ) j k et a; jà 0 m o d p, pou r tou t / G T . 
Le cas p = 2 est analogue mais exige une formula t ion différente en raison 

de la possibil i té d ' imposer ou non la complexification de places à l ' infini, également 
modérées . 

On peu t enfin caractériser facilement les extensions cycliques de degré p de k m , 
modérémen t ramifiées, abéliennes sur k, non décomposées sur k. 

n n ( 
-=1 /CT. \ 
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S u m m a r y : 
Let k be a number field and p e , e > 1, a pr ime power. We give a very simple 

governing field for t h e solution of t h e following problem : character ize ail t h e sets T 
of primes of k, not dividing p, for which the re exists a cyclic extension of degree p e 

of k, unramif ied outs ide T , a n d to ta l ly ramified at ail places of T . 
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